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有向图中网络 Euler-Lagrange系统无需相对

速度信息的群一致性

曹 然 1 梅 杰 1

摘 要 在非对称有向图中, 研究网络 Euler-Lagrange 系统的群一致性问题. 每组内的智能体均为合作关系, 而组间智能体

则可以为合作关系或竞争关系. 为了实现群一致性, 假设组与组之间是无环连接的且系统有向图满足入度平衡条件. 考虑到智

能体间相对速度信息难以精确测量的实际情形, 设计无需相对速度信息的分布式自适应控制算法, 实现网络 Euler-Lagrange

系统的群一致性. 最后通过仿真分析验证所设计算法的有效性.
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Group Consensus for Networked Euler-Lagrangian Systems Under

a Directed Graph Without Relative Velocity Information

CAO Ran1 MEI Jie1

Abstract In this paper, we study group consensus for networked Euler-Lagrangian systems under a general nonsym-

metric directed graph. The relationships between interactive agents in same group are cooperative while the relationships

between interactive agents among different groups can be either cooperative or competitive. To achieve group consensus,

we assume that the interaction topology among groups is acyclic and the associated directed graph satisfies the in-degree

balance condition. Considering the fact that the relative velocity information among neighboring agents is difficult to

obtain, we propose a distributed adaptive control algorithm for each agent without relative velocity information to achieve

group consensus for networked Euler-Lagrangian systems. Finally, simulation results are presented to demonstrate the

effectiveness of the proposed control algorithm.
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在过去 10 多年里, 关于多智能体系统的协同控
制问题受到了国内外的广泛关注, 例如编队问题[1]、

聚集问题[2]、一致性问题[3] 等. 系统的一致性要求
系统内所有智能体收敛于同一值. 而在实际中, 面对
复杂任务时, 常常需要系统的各部分分工合作, 这就
常常要求不同的部分收敛于不同值. 群一致性问题
将系统中的所有智能体分为几组, 并要求同一组的
所有智能体收敛于同一值, 而组与组之间则可以不
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同, 这使得群一致性在处理一些复杂问题时更加适
用.
在系统动力学模型采用线性常微分方程以及拓

扑结构为无向图的情况下, Wu 等[4] 使用牵制控制

法[5] 设计线性负反馈控制器使得系统实现群一致

性, 在此方法下实现群一致需要组间连接强度足够
大. Xu 等[6] 使用牵制控制法设计分布式自适应控

制器, 并在假设拓扑图的 Laplacian 矩阵中的每个
子块均行和列和为零的情况下实现了群一致性. 基
于有向拓扑结构, Xia 和 Cao[7] 给出了三种情况下

实现群一致性的条件: 1) 采用的动态模型不同; 2)
连接存在时滞因素影响; 3) 组与组之间存在竞争关
系. 与使用牵制控制法的情况类似的是这两种方法
均需要可以得到系统的精确解, 故对于强非线性的
Euler-Lagrange 系统不能直接使用. 在 Yu 等[8] 提

出的入度平衡条件前提下, Qin 等[9] 放宽了实现群

一致性的代数条件, 并提出了分组时无环分割的概
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念, 设计了分布式反馈控制器使得不同组的智能体
最终收敛于不同的轨迹. Wen 等[10] 在智能体被分

为两组且它们的动力学分别为一阶和二阶积分器的

情况下, 设计了一种使用邻居信息的分布式控制器,
给出了在固定拓扑和切换拓扑下实现群一致性的充

分条件. 另外一些研究采用的多智能体系统的动力
学是 Euler-Lagrange 方程, 该系统在实际中有着大
量的应用[11], 例如无人机、工业机器人、走路机器人
等. 因此, 网络 Euler-Lagrange 系统中的分布式协
调控制也引起了广泛关注. 研究内容包括一致性问
题[12−13]、跟踪问题[14−15]、包含控制问题[16−17] 等.
在关于此类系统群一致性方面的现有研究中, Hu
等[18] 从两个组的情况出发, 设计了控制器使得系统
在固定拓扑和切换拓扑的结构下分别实现了群一致

性, 并推广到多个组的情况, 然而其提出的代数条件
较难实现. Liu 等[19−20] 运用了一种新的分解方法

来得到 Laplacian 矩阵的特殊形式, 并结合输入状
态稳定来解决群一致性问题. 在上述的研究中, 所设
计的控制器均使用了相对速度信息, 而实际中相对
速度信息较难精确得到.

结合之前的研究结果, 本文在拓扑结构为有向
图的情形下研究网络 Euler-Lagrange 系统的群一
致性, 组的分割方式与文献 [9], 文献 [19−20] 中普
遍采用的无环分割方式相同, 设计了无需相对速度
信息的分布式算法, 并在最后给出了仿真模拟来验
证研究结论.
与文献 [4−10] 中考虑的线性多智能体动力学

相比, 本文采用的动力学模型是非线性的 Euler-
Lagrange 方程. 与文献 [18−20] 中研究的网络
Euler-Lagrange 系统群一致性相比, 本文考虑到
智能体间相对速度信息难以直接测量的实际情形,
提出了无需相对速度信息的群一致性算法. 与文献
[13, 17, 21] 中研究的网络 Euler-Lagrange系统的一
致性相比, 本文研究的是系统的群一致性问题. 在文
献 [21] 中, 智能体间信息传输权重均为正, 而本文
中不同组间智能体的信息传输权重可正可负. 上述
特点导致文献 [21] 中 Lii, i = 2, · · · , d, 均为非奇异
的M–矩阵, 而在本文中, 由入度平衡条件可知, Lii,
i = 2, · · · , d, 均含有零特征值. 这使得本文中的证
明过程也与文献 [22] 不同.

1 数学背景与问题描述

在本文中, 智能体采用的动力学模型是 Euler-
Lagrange 方程

Mi(qi)q̈i + Ci(qi, q̇i)q̇i + gi(qi) = τi (1)

其中, qi ∈ Rp 是广义坐标向量, Mi(qi) ∈ Rp×p 是

对称正定惯量矩阵, Ci(qi, q̇i)q̇i ∈ Rp 是 Corios 力
和偏心力, gi(qi) 为广义有势力, τi ∈ Rp 表示作用

在第 i 个智能体上的广义控制力. 每个智能体的动
力学模型有以下三个性质[23]:
性质 1. 有界性: 对于任意 i, 存在正常数 km,

km, kC , kgi
使得 0 < kmIp ≤ Mi(qi) ≤ kmIp,

‖Ci(x, y)‖ ≤ kC‖y‖对于任意 x, y ∈ Rp,且 ‖gi(qi)‖
≤ kgi

.
性质 2. 反对称性: Mi(qi)− 2Ci(qi, q̇i) 是反对

称的.
性质 3. 参数线性化: Mi(qi)x + Ci(qi, q̇i)y +

gi(qi) = Yi(qi, q̇i, x, y)Θi 对于任意向量 x, y ∈ Rp

都成立, 这里 Yi(qi, q̇i, x, y) 是回归矩阵, Θi 是智能

体 i 的常值未知参数.
假设有 n 个智能体, 智能体间的拓扑关系用有

向图G = (V, E ,A)表示[24]. 其中 V = {1, 2, · · · , n}
表示图中所有顶点组成的点集. E ⊆ V×V 表示图中
所有边组成的集合, 一条边 (i, j) ∈ E 表示智能体 j

可以从智能体 i 中单向获得信息, 我们称点 j 是点 i

的父节点, 点 i 是点 j 的子节点. A = [aij] ∈ Rn×n

表示图的带权邻接矩阵, 当 (j, i) ∈ E 时有 aij > 0,
否则 aij = 0. 一般我们假设一个节点不能连接自身,
即 aii = 0. 图 G 的 Laplacian 矩阵 LA = [lij] ∈
Rn×n 被定义为 lii =

∑n

j=1,j 6=i aij 且有 lij = −aij,
i 6= j. 在有向图中, 一条有向路径是一个边序列
(i1, i2), (i2, i3), · · · , (ik−1, ik), 其中任意一条边 (im,
im+1) ∈ E . 如果至少存在一个节点 (称为根节点),
其到任意其他节点都有有向路径, 则称该有向图具
有有向生成树. 如果一个图中任意两个不同节点间
都存在一条有向路径, 则称这个图是强连通的. 如果
一个有向图无法从任意节点出发经过若干条边回到

该点, 则称这个图是一个有向无环图. 对有向图的
Laplacian 矩阵, 有如下结论:
引理 1[25−26]. G 是一个 n 阶的有向图, LA ∈

Rn×n 是与其对应的 Laplacian 矩阵. 有以下两点
成立:

1) 如果有向图 G 包含一个有向生成树, 则其
Laplacian 矩阵 LA 有一个单零特征值并且其余特

征值均拥有正实部.
2) 如果有向图 G 是强连通的, 那么存在一个向

量 ξ = [ξ1, · · · , ξn]T ∈ Rn, 其中,
∑n

i=1 ξi = 1, ξi >

0, 对于 ∀i = 1, · · · , n, 则有 ξTLA = 0 成立.
引理 2[22]. G 是一个 n 阶的有向图且是强连通

的. 定义矩阵 B = ΞLA + LT
A Ξ, 其中 Ξ = diag{ξ1,

· · · , ξn},其中 ξi 如引理 1中定义所示. 则B 是一个

无向图的对称 Laplacian 矩阵. 对任意向量 ς ∈ Rn,
有如下的不等式成立
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a(LA) = min
ϑTς=0,ϑTϑ=1

ϑTBϑ > 0 (2)

本文中所有智能体被分成 d 个组, 如果将每个
组视为一个点, 其所构成的图 G 是有向无环图, 我
们则称原图 G 是可以无环分割的. {V1,V2, · · · ,Vd}
是点集 V = {1, 2, · · · , n} 的无环分割, 其中 Vi 表示

包含 ni 个点的一个组且有 Vi 6= ∅, ⋃d

l=1 Vl = V, 以
及 Vi

⋂ Vj = ∅, i 6= j, i, j = 1, 2, · · · , d. 分属不同
组的两个节点间可以存在竞争关系即 aij < 0 或合
作关系即 aij > 0, 其中 i ∈ Vk1 , j ∈ Vk2 , k1 6= k2.

这里有如下结论:
引理 3[18]. 对于任意可以无环分割的有向图 G,

假设其无环分割后的点集为 {V1,V2, · · · ,Vd}, 那么
可以通过重新对所有顶点标号,使得G的Laplacian
矩阵有如下的形式

LA =




L11 0 · · · 0
L21 L22 · · · 0
...

...
. . .

...
Ld1 Ld2 · · · Ldd




(3)

其中, Lii 为与Gi 相关的矩阵, Lij 表示从Gj 到Gi

的信息传输, i, j = 1, 2, · · · , d.
这里我们给出群一致性的定义:
定义 1. 我们称被分成 d 个组的 n 个智能体

在控制器 τi 的控制作用下可以实现群一致性当且

仅当所有智能体的状态满足 limt→∞ ‖qi − qj‖ = 0,
limt→∞ ‖q̇i‖ = 0, i, j ∈ Vl, l = 1, 2, · · · , d.
注 1. 由定义 1 可知, 本文的群一致性要求组内

各智能体的状态都达到一致, 而组与组之间各智能
体的状态则可以不同.

2 控制律设计

在本文中, 我们有如下假设:
假设 1. 图 G 是一个可以无环分割的有向图.
假设 2. 每一个组 Vi 对应的子图 Gi 都是强连

通的.
假设 3. 组与组之间满足入度平衡条件[8], 即对

于任意两个不同组 Gm 与 Gn 有:
∑
j∈Vn

aij = 0, ∀i ∈ Vm (4)

∑
j∈Vm

aij = 0, ∀i ∈ Vn (5)

注 2. 具体地, 假设 1 首先由 Qin 和 Yu[9] 在解

决有向图下一般线性多智能体系统的群一致性问题

中提出, 是对系统内智能体进行分组的一个前提条

件. 假设 2 用来保证组内智能体能达到一致性. 假设
3 则可以保证系统达到群一致性之后组外智能体的
状态不对组内智能体的状态产生影响. 在假设 1 下,
不失一般性, 可以将图 G 的 Laplacian 矩阵写成式
(3) 的形式. 假设 2 是研究一致性问题中的常有要
求, 也是引理 1 和引理 2 的前提条件. 根据假设 3,
当一个组达到平衡时, 其接收到的其他组的信息输
入总和为零, 从而可以保持平衡状态. 结合假设 1 和
假设 3 以及引理 3, 可以得到式 (3) 中每个 Lij 的行

和为零, 且 Lii 为 Gi 对应的 Laplacian 矩阵.
首先, 定义以下辅助变量[17, 21]

q̇ri = −α
∑
j∈ν

aij(qi − qj) (6)

si = q̇i − q̇ri = q̇i + α
n∑

j=1

aij(qi − qj) (7)

其中, α 是一个正常数, aij 代表邻接矩阵 A 的第 i

行第 j 列元素.
不使用智能体间的相对速度信息, 设计如下所

示的分布式自适应控制算法

τi = −ksi + Yi(qi, q̇i, 0p, q̇ri)Θ̂i (8)
˙̂Θi = −ΛiY

T
i (qi, q̇i, 0p, q̇ri)si (9)

其中, k 是一个正常数, Θ̂i 是未知参数Θi 的估计值,
Λi 是对称正定矩阵, Yi(qi, q̇i, 0p, q̇ri) 如性质 3 中定
义所示. 定义 Θ̃i = Θi − Θ̂i. 将式 (8) 代入系统式
(1) 中可得

Mi(qi)ṡi =− ksi − Ci(qi, q̇i)si −Mi(qi)q̈ri−
Yi(qi, q̇i, 0p, q̇ri)Θ̃i (10)

为了之后的收敛性分析, 这里介绍一个特殊的
(n− 1)× n 矩阵 Q[27].

Q =




−1 + (n− 1)v 1− v −v · · · −v

−1 + (n− 1)v −v 1− v
. . .

...
...

...
. . . . . . −v

−1 + (n− 1)v −v · · · −v 1− v




(11)

式中, v = (n−√n)/(n(n− 1)). 显然矩阵 Q 有以

下三个性质:

Q1n = 0n−1 (12)

QQT = In−1 (13)

QTQ = In − 1
n
1n1T

n (14)
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引理 4[28]. 如果有向图 G 具有有向生成树, 那
么矩阵 QLAQT 的特征值均有正实部, 这里 LA 是

图 G 的 Laplacian 矩阵.
显然在假设 2 的情况下, 对于每一个子图 Gi,

都有对应的矩阵 Qi.
对于多 Lagrange 系统的群一致性, 有如下结

论.
定理 1. 在假设 1∼ 3 成立的情况下, 将控制算

法 (8) 作用于系统 (1), 选择适当的控制增益 k, 系
统将最终达到群一致性.

证明. 首先考虑第 1 组的一致性问题. 由假设 2
和式 (3) 可知, L11 对应的子图 G1 是强连通的.
那么由引理 1 可知, 存在 ξ1i > 0, i = 1, · · · , n1,
Σn1

i=1ξ1i = 1, 使得 ζT
1 L11 = 0, 其中 ζ1 为 ξ1i 的列堆

栈向量. 定义参考向量 qi =
∑

i∈Vj
ξiqi, j = 1, · · · ,

d. 令 q̃i = qi − qi. 令X 为 qi 的列堆栈向量, i = 1,
· · · , n. 并有 X = [XT

1 , · · · , XT
d ]T, 其中 Xj 为第 j

组所有智能体的状态变量的列堆栈向量, j = 1, · · · ,
d. 令 X̃1 为 q̃i 的列堆栈向量, i = 1, · · · , n1.
选择如下的 Lyapunov 方程:

V1(t) =
n1∑
i=1

[
1
2
sT

i Mi(qi)si +
1
2
Θ̃T

i Λ−1
i Θ̃i + ξ1iq̃

T
i q̃i

]

(15)

定义 M(X1) = diag{M1(q1), · · · ,Mn1(qn1)},
Ξ1 = diag{ξ11, · · · , ξ1n1}. 令 S1 和Xr1 为 si 和 qri

的列堆栈向量, i = 1, · · · , n1. 由式 (6) 和式 (7) 可
以得到

S1 = Ẋ1 + α(L11 ⊗ Ip)X̃1 (16)

和

Ẍr1 =− α(L11 ⊗ Ip)Ẋ1 =

− α(L11 ⊗ Ip)S1 + α2(L11 ⊗ Ip)2X̃1 (17)

对式 (15) 求导, 并考虑式 (10) 和性质 2, 可以
得到

V̇1(t) =− kST
1 S1 − ST

1 M(X1)Ẍr1 +

˙̃
X1

T

(Ξ1 ⊗ Ip)X̃1 + X̃T
1 (Ξ1 ⊗ Ip)

˙̃
X1 (18)

对于向量 x, y以及恰当维数的矩阵P ,有 xTPy

≤ σmax(P )‖x‖‖y‖. 根据此不等式, 可以得到

ST
1 M(X1)Ẍr1 ≤ kmST

1 Ẍr1 ≤
α2kmσ2

max(L11)‖S1‖‖X̃1‖+

αkmσmax(L11)‖S1‖2 (19)

根据之前 q̃i 的定义, 再根据式 (17) 和引理 1,
可以得到

˙̃
X1 = Ẋ1 − 1n1 ⊗ q̇1 =

Ẋ1 − 1n1 ⊗ [(ζT
1 ⊗ Ip)Ẋ1 =

S1 − α(L11 ⊗ Ip)X̃1−
1n1 ⊗ [(ζT

1 ⊗ Ip)S1] (20)

注意到有

(Ξ1 ⊗ Ip){S1 − 1n1 ⊗ [(ζT
1 ⊗ Ip)S1]} =

(Ξ1 ⊗ Ip){S1 − [(1n1 ⊗ ζT
1 )⊗ Ip]S1} =

(Ξ1 ⊗ Ip)S1 − {[Ξ1(1n1 ⊗ ζT
1 )]⊗ Ip}S1 =

[(Ξ1 − ζ1ζ
T
1 )⊗ Ip]S1 (21)

将式 (20) 和式 (21) 代入式 (18) 中可得

V̇1(t) =− kST
1 S1 − ST

1 M(X1)Ẍr1 +

2X̃T
1 [(Ξ1 − ζ1ζ

T
1 )⊗ Ip]S1−

αX̃T
1 (B1 ⊗ Ip)X̃1 (22)

其中, B1 = Ξ1L11+LT
11Ξ1. 注意到有 (ζT

1 ⊗Ip) = 0p

且子图 G1 是强连通的, 根据引理 2, 有

X̃T
1 (B1 ⊗ Ip)X̃1 ≥ a(L11)‖X̃1‖2 (23)

由 1T
n1

ζ = 1, 可知矩阵 Ξ1 − ζ1ζ
T
1 是对角占优

的, 故矩阵也是对称半正定的. 由 Gersorin 定理[29]

可得

σmax(Ξ1 − ζ1ζ
T
1 ) ≤ 1

2
(24)

将式 (19), (23), (24) 代入式 (22) 可得

V̇1(t) ≤− k‖S2
1‖+ α2kmσ2

max(L11)‖S1‖‖X̃1‖+

αkmσmax(L11)‖S1‖2 + ‖X̃1‖‖S1‖−
αa(L11)‖X̃1‖2 ≤
− k‖S1‖2 + αkmσmax(L11)‖S1‖2 +

α2kmσ2
max(L11) + 1
a(L11)

‖S1‖2 +

a(L11)
4

‖X̃1‖2 − αa(L11)‖X̃1‖2 (25)

显然, 如果选择

k = k1 + k0 =

αkmσmax(L11) +
α2kmσ2

max(L11) + 1
a(L11)

+ k0

(26)
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其中, k0 是一个正常数, 那么可以得到

V̇1(t) ≤ −k0‖S1‖2 − 3a(L11)
4

‖X̃1‖2 ≤ 0 (27)

由此可以得到 S1, X̃1 ∈ L∞, 再由式 (20) 可知
˙̃
X1 ∈ L∞. 对式 (27) 两边同时积分, 可以得到 S1,
X̃1 ∈ L2. 再由 Barbalat 引理可知, 当 t → ∞, 有
X̃1 → 0n1p.
接下来考虑第 2 组的一致性问题. 由假设 3 可

知, L22 的行和为零, 那么 L22 为子图 G2 的 Lapla-
cian 矩阵. 由假设 2 和引理 1 可知, 存在 ξ2i > 0,
i = 1, · · · , n2, Σn2

i=1ξ2i = 1, 使得 ζT
2 L22 = 0, 其中

ζ2 为 ξ2i 的列堆栈向量. 与前文类似, 选择如下的
Lyapunov 方程:

V2(t) =
n1+n2∑
i=n1+1

[
1
2
sT

i Mi(qi)si +

1
2
Θ̃T

i Λ−1
i Θ̃i + ξ2(i−n1)q̃

T
i q̃i

]
(28)

定义 Ξ2 = diag{ξ21, · · · , ξ2n2}, M(X2) =
diag{Mn1+1(qn1+1), · · · ,Mn1+n2(qn1+n2)}. 令 S2,
X̃2, Xr2 为 si, q̃i 和 qri 的列堆栈向量, i = n1 + 1,
· · · , n1 + n2. 由式 (6) 和式 (7) 可以得到

S2 = Ẋ2 + α(L21 ⊗ Ip)X̃1 + α(L22 ⊗ Ip)X̃2 (29)

和

Ẍr2 =− α(L21 ⊗ Ip)Ẋ1 − α(L22 ⊗ Ip)Ẋ2 (30)

对式 (28) 求导, 并考虑式 (10) 和性质 2, 可以
得到

V̇2(t) =− kST
2 S2 − ST

2 M(X2)Ẍr2 +

˙̃
X2

T

(Ξ2 ⊗ Ip)X̃2 + X̃T
2 (Ξ2 ⊗ Ip)

˙̃
X2 (31)

仿照第 1 组中情况, 有

ST
2 M(X2)Ẍr2 ≤ kmST

2 Ẍr2 ≤
α2kmσ2

max(L22)‖S2‖‖X̃2‖+

αkmσmax(L22)‖S2‖2 +

α2kmσmax(L22L21)‖S2‖‖X̃1‖+

αkmσmax(L21)‖S2‖‖Ẋ1‖ (32)

和

˙̃
X2 = S2 − α(L21 ⊗ Ip)X̃1 − α(L22 ⊗ Ip)X̃2−

1n2 ⊗ (ζT
2 ⊗ Ip)[S1 − α(L21 ⊗ Ip)X̃1] (33)

将式 (32) 和式 (33), 式 (29) 代入式 (31) 可得

V̇2(t) =− kST
2 S2 − ST

2 M(X2)Ẍr2 +

2X̃T
2 [(Ξ2 − ζ2ζ

T
2 )⊗ Ip]Ẋ2−

αX̃T
2 (B2 ⊗ Ip)X̃2 ≤

− k‖S2‖2 + α2kmσmax(L22L21)‖S2‖‖X̃1‖+

α2kmσ2
max(L22)‖S2‖‖X̃2‖+

αkmσmax(L22)‖S2‖2 − a(L22)‖S2‖2 +

αkmσmax(L21)‖S2‖‖Ẋ1‖+ ‖X̃2‖‖S2‖+

ασmax(L21)‖X̃2‖‖X̃1‖ (34)

其中, B2 = Ξ2L22 + LT
22Ξ2. 注意到有

αkmσmax(L21)‖S2‖‖Ẋ1‖ ≤
[αkmσmax(L21)]2

2
‖Ẋ1‖2 +

1
2
‖S2‖2 (35)

α2kmσmax(L22L21)‖S2‖‖X̃1‖ ≤
[α2kmσmax(L22L21)]2

2
‖X̃1‖2 +

1
2
‖S2‖2 (36)

和

[α2kmσ2
max(L22) + 1]‖S2‖‖X̃2‖ ≤

[α2kmσ2
max(L22) + 1]2

a(L22)
‖S2‖2 +

a(L22)
4

‖X̃2‖2 (37)

ασmax(L21)‖X̃2‖‖X̃1‖ ≤
ασmax(L21)

2

a(L22)
‖X̃1‖2 +

1
2
‖X̃2‖2 (38)

令

w1 =
[α2kmσmax(L22L21)]2

2
+

ασmax(L21)
2

a(L22)

w2 =
[αkmσmax(L21)]2

2

k2 = αkmσmax(L21) +
[α2kmσ2

max(L22) + 1]2

a(L22)
+ 1

选择 k = k2 + k0, 可以得到

V̇2(t) ≤− k0‖S2‖2 − a(L22)
2

‖X̃2‖2 +

w1‖X̃1‖2 + w2‖Ẋ1‖2 (39)

在式 (39) 两边同时积分可得
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V2(t)− V2(0) ≤

− k0

∫ t

0

‖S2‖2dτ − a(L22)
2

∫ t

0

‖X̃2‖2dτ +

w1

∫ t

0

‖X̃1‖2dτ + w2

∫ t

0

‖Ẋ1‖2dτ (40)

由 S1, X̃1 ∈ L2

⋂
L∞ 可以得到 Ẋ1 ∈ L2

⋂
L∞.

所以式 (40) 中最后两项都是有界的, 故 V2(t) 也是
有界的. 由式 (28) 和式 (40) 可知, S2, X̃2 ∈ L2

⋂
L∞, 再由式 (29) 可得 Ẋ2 ∈ L2

⋂
L∞. 根据式 (33)

可知
˙̃
X1 ∈ L∞, 最后使用 Barbalat 引理可知, 当 t

→ ∞, 有 X̃2 → 0n2p.
类似于前两组的情况, 对于任意第 i 组智能体,

当 t →∞, 有 X̃i → 0nip, si → 0nip.
令 S 为 si 的列堆栈向量, i = 1, · · · , n. 令

Q = diag{Q1, Q2, · · · , Qd}. 注意此时的 Q 仍然满

足式 (12) 和式 (13), 而由式 (14) 可知 Q
T
Q = In

− diag{ 1
n1

1n11
T
n1

, · · · , 1
nd

1nd
1T

nd
}. 定义 Ŝ = (Q ⊗

Ip)S, X̂ = (Q ⊗ Ip)X. 其中 X 已在证明开始时给

出定义.
由式 (7) 可得

S = Ẋ + α(L⊗ Ip)X (41)

在上式两边同时乘以 Q⊗ Ip 可得

Ŝ = ˙̂
X + α(QL⊗ Ip)X =
˙̂
X + α(QLQ

T
Q⊗ Ip)X =

˙̂
X + α(QLQ

T ⊗ Ip)X̂ (42)

从引理 4 可知, QLQ
T
的所有特征值均有正实

部.因此系统 (42)是输入到状态稳定的,根据输入到
状态稳定性质可由输入 limt→∞ ‖Ŝ‖ = 0 得到状态
limt→∞ ‖X̂‖ = 0. 由此可得 limt→∞ ‖(Qi ⊗ Ip)Xi‖
= 0, i = 1, · · · , d. 由式 (13), 可以知道 Qi 的秩为

1. 故方程 (Qi⊗Ip)Xi = 0的解为Xi = ai1ni
, 其中

ai 为常数. 因此有 limt→∞ ‖qi − qj‖ = limt→∞ ‖q̇i

− q̇j‖ = 0, i, j ∈ Vi, i = 1, 2, · · · , d. 从而设计的控
制算法可以使系统实现群一致性. ¤

3 仿真分析

本节通过仿真验证设计的控制算法的有效性.
考虑 5 个二连杆转动机械臂所组成的系统, 所

有机械臂的动力学均为相同的 Euler-Lagrange 方
程, 关于方程的具体形式可参考文献 [30]. 在仿真
实验中, 所采用的二连杆机械臂的各杆质量分别为
m1 = 2.5 kg 和 m2 = 1.8 kg, 各杆长度分别为 l1 =

1.0m 和 l2 = 0.6m, 各杆连接点到质心的距离分别
为 lc1 = 0.5m 和 lc2 = 0.3m, 各杆转动惯量分别为
J1 = 0.2083 kg ·m2 和 J2 = 0.0540 kg ·m2, 重力加
速度为 g = 9.8m/s2.
各智能体的初始转动角度分别为 [−2.0, 1.0]T,

[0.0, 1.5]T, [1.0, 2.0]T, [−1.0, −1.0]T, [0.0, −2.5]T,
初始转动角速度分别为 [−1.25, 0.25]T, [−0.25
0.75]T, [3.00, 2.00]T, [−2.50, −0.75]T, [0.00,
−1.50]T. 控制参数我们选择 k = 8, α = 1, Λi = 5,
∀i = 1, · · · , 5.

智能体间的拓扑关系如图 1 所示, 机械臂的转
角变化如图 2 所示, 转动角速度变化如图 3 所示.
可以看出两组智能体在所设计的控制算法的作用下,
分别收敛于两个不同值, 实现了群一致性的要求.

图 1 智能体间的拓扑关系

Fig. 1 The networked topology associated with

the agents

图 2 有向拓扑图下智能体位置状态信息

Fig. 2 The position state of agents under the directed

interaction graph
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图 3 有向拓扑图下智能体速度信息

Fig. 3 The velocities of agents under the directed

interaction graph

4 结论

本文主要研究了当系统拓扑结构为有向图时网

络 Euler-Lagrange 系统的群一致性问题. 在系统参
数不确定时, 通过引入辅助变量构建状态方程, 设
计了无需相对速度信息的分布式自适应控制律, 从
而避免了实际中相对速度信息精度难以保证的情形.
在所设计的控制律的控制作用下, 系统中每一组的
智能体的状态信息均可以收敛于同一点, 而组与组
之间的收敛点可以不同, 从而实现了群一致性. 最后
通过仿真验证了所提算法的有效性.
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