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一类采用分数阶PIλ控制器的分数阶系统

可镇定性判定准则

高 哲 1

摘 要 针对含有一个分数阶项的区间分数阶被控对象, 提出了采用分数阶 PIλ 控制器的闭环系统可镇定性判定准则. 将闭

环系统的特征函数分解为扰动函数和标称函数, 给出了扰动函数值集顶点的构造方法. 根据被控对象分数阶阶次和控制器的

阶次, 研究了值集形状是否切换和切换频率的计算方法. 此外, 给出了测试频率区间的上下界, 以实现在有限频率区间内判定

闭环系统值集与原点的位置关系. 在假设值集顶点函数在测试频率区间内不为零和闭环标称系统稳定的情况下, 以解析的方

式提出了采用分数阶 PIλ 控制器闭环系统的可镇定性判定准则. 最后, 通过对数值算例的可镇定性分析, 验证了提出的判定准

则的有效性.
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Stabilization Criterion for A Class of Interval Fractional-order Systems Using

Fractional-order PIλ Controllers
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Abstract This study proposes a stabilization criterion for interval fractional-order plants involving one fractional-order

term using fractional-order PIλ controllers. The characteristic function of the closed loop system is divided into the

nominal function and disturbance function, and the construction method for the vertices of the value set with respect to

the disturbance function is investigated. Moreover, the upper and lower limits of the test frequency interval are offered

to determine the position relationship between the origin and the value set corresponding to the closed loop system. By

supposing that the vertex functions are not equal to zero within the test frequency interval and the closed loop nominal

system is stable, the stabilization criterion for closed loop systems using fractional-order PIλ controllers is proposed

analytically. Finally, stabilization analyses of numerical examples verify the effectiveness of the proposed criterion.
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由于分数阶微积分运算具有记忆特征, 可以
更加有效地描述具有扩散性和粘弹性等实际物理

系统的动态特性[1], 并且分数阶算子的引入可以使
控制器设计方法更加灵活[2], 因此分数阶微积分理
论在系统与控制理论方面得到了广泛的应用[3−4].
大部分工业现场采用的控制器为各种形式的 PID
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(Propartion integration differentiation)控制器,因
此关于分数阶 PIλDµ 控制器设计和参数整定的研究

是各种分数阶控制器最早出现也是成果最多的. 分
数阶 PIλDµ 控制器是在整数阶 PID 控制器的基础
上, 增加了两个可调参数, 即分数阶积分阶次 λ 和

分数阶微分阶次 µ[5], 使控制器设计更加灵活, 与整
数阶 PID 控制相比, 可以获得更好的控制效果[6−7],
并且已经应用到很多实际的控制系统[8−11].

虽然分数阶算子的引入增加了控制器可调参数,
有效地改善了控制效果, 但也为控制器参数的设计
带来了新的挑战. 文献 [12] 提出了一阶时滞分数阶
系统的分数阶 PIλ 控制器的频域设计方法. 文献
[13] 研究了一阶时滞分数阶系统的分数阶 PIλ 控制

器的可镇定域的绘制方法. 在此基础上文献 [14−15]
分别提出了考虑 H∞ 性能和 D 稳定裕度的分数阶
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PIλ 控制器和分数阶 PIλDµ 控制器的鲁棒可镇定域

的绘制方法. 包括分数阶系统在内, 由于受到实际工
业现场的各种不确定因素的干扰, 实际的被控对象
都含有不确定因素. 在复频域上, 对于系数含有区间
不确定性的分数阶系统, 文献 [16] 提出了基于值集
的计算方法来判定区间分数阶系统的稳定性, 但是
文献 [16] 方法可能会引入大量的冗余顶点和棱边的
计算. 为了避免冗余顶点和棱边的计算, 文献 [17] 提
出了构造值集顶点的方法, 并且给出了当同元阶次
在 1 和 2 之间时, 系统鲁棒稳定性判定方法. 对于
同元阶次在 0 和 1 之间的情况, 文献 [18] 给出了相
应的系统鲁棒稳定性的判定准则. 对于含有时滞的
区间分数阶系统, 文献 [19−20] 研究了中立型和滞
后型两种系数含有区间不确定性的分数阶系统鲁棒

稳定性, 但是都存在冗余顶点的计算问题, 没有给出
值集形状的变化过程. 针对这个问题, 文献 [21] 给
出了一类时滞区间分数阶系统值集的计算方法, 以
避免冗余顶点和棱边的计算, 并且提出了相应的鲁
棒稳定性判定准则. 针对区间分数阶被控对象的分
数阶 PIλ 控制器设计研究, 文献 [22] 提出了相应的
控制器可镇定条件, 但是文献 [22] 提出的控制器设
计方法包含了冗余值集顶点对应函数的可镇定性分

析, 增加了算法的复杂性. 为了解决这个问题, 文献
[23] 给出了基于分数阶控制器的区间分数阶系统闭
环传递函数值集顶点的计算方法, 避免了冗余顶点
和棱边的计算, 并且提出了相应的控制器可镇区间
分数阶被控对象的图像判定方法.
频率从零增加到正无穷大的过程中, 闭环系统

特征函数的值集的形状可能会发生变化, 也就是会
存在切换频率. 在每个切换频率之间的频率段内, 文
献 [23] 给出了值集顶点的计算方法. 但是文献 [23]
没有给出切换频率的计算公式, 而是用作图的形式
判定控制的可镇定性. 因此本文针对含有一个分数
阶项的区间分数阶被控对象, 研究切换频率存在性
和计算方法. 在每个频率段内, 给出相应的值集顶点
的函数表达式. 提出测试频率区间的计算公式, 以实
现在有限频率段内测试值集与原点的位置关系. 根
据除零原理, 研究判定分数阶 PIλ 控制器可镇定区

间分数阶被控对象的解析方法.
符号说明: cot(x) 表示返回变量 x 的余切值,

arccot(x) 表示返回变量 x 的反余切值, arg(x) 表示
复数 x 的相角, max{x, y}, min{x, y} 分别表示返
回变量 x 和 y 的最大值和最小值, R+ 表示正实数

集, Z+ 表示正整数集, Z 表示整数集, ∅ 表示空集.

1 问题描述

考虑如下含有一个分数阶项的区间分数阶被控

对象:

P (s) =
K

Tsα + C
(1)

其中, 系数满足 T ∈ [T−, T+], K ∈ [K−,K+], C ∈
[C−, C+] 并且 T− < T+, K− < K+, C− < C+,
α ∈ R+ 为被控对象的分数阶阶次. 不失一般性, 本
文主要研究 α 6∈ Z+ 的情况.
选择分数阶 PIλ 控制器作为分数阶被控对象的

控制器, 传递函数如下:

C(s) = kp + kis
−λ =

kps
λ + ki

sλ
(2)

其中, kp ∈ R+ 和 ki ∈ R+ 分别是比例系数和积分

系数. λ ∈ (0, 2) 为积分阶次, 并且 λ 满足下面假设

条件.
假设 1. 存在最大的 γ ∈ R+, 使得 λ/γ =

P ∈ Z+ 和 α/γ = Q ∈ Z+ 成立.
注 1. 当分数阶系统 (1) 的阶次 α 已知时, 可

以选择合适的控制器参数 λ 使得假设 1 成立.
根据控制器 C(s) 和被控对象 P (s) 的传递函数

表达式, 闭环系统对应的特征函数为

F (s) = sλ(Tsα + C) + (kps
λ + ki)K (3)

令 T = T + wT δT , K = K + wKδK , C =
C + wCδC , 其中 T = (T− + T+)/2, K = (K− +
K+)/2, C = (C− + C+)/2, wT = (T+ − T−)/2,
wK = (K+−K−)/2, wC = (C+−C−)/2, |δT | ≤ 1,
|δK | ≤ 1, |δC | ≤ 1, 为了获得闭环系统特征函数
的值集顶点, 特征函数 F (s) 可以分解为 F (s) =
F (s) + F∆(s), 其中

F (s) = sλ(Tsα + C) + (kps
λ + ki)K

F∆(s) = sλ(wT δT sα + wCδC) + (kps
λ + ki)wKδK

2 主要结论

2.1 值集形状计算方法

定义 F (s) 为标称函数, F∆(s) 为扰动函数, 那
么将 s = jω 分别代入 F (s) 和 F∆(s) 中, 可得:

F (jω) = ωλe
λπ
2 j(Tωαe

απ
2 j +C)+ (kpω

λe
λπ
2 j + ki)K

(4)
F∆(jω) = ωλe

λπ
2 j(wT δT ωαe

απ
2 j + wCδC)+

(kpω
λe

λπ
2 j + ki)wKδK

(5)

定义 D̂ = wT δT ωαeαπ
2 j +wCδC 和 N̂ = wKδK ,

那么对于某一个频率点 ω, D̂ 的值集为一个平行四

边形. 将 α 分解为 α = α′ + 2k, 其中 k 为非负整

数, α′ ∈ [0, 2). 按照逆时针的顺序, 平行四边形的
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4 个顶点分别对应着函数 D̂1 = wT ωαeα′π
2 j + wC ,

D̂2 = wT ωαeα′π
2 j − wC , D̂3 = −wT ωαeα′π

2 j − wC

和 D̂4 = −wT ωαeα′π
2 j + wC . 规定 D̂5 = D̂1, 用

D̂i − D̂i+1, i = 1, 2, 3, 4 表示以 D̂i 和 D̂i+1 为端点

的平行四边形的棱边 LD̂
i , 赋予棱边 LD̂

i 的方向为由

D̂i+1 指向 D̂i. 函数 N̂ 的值集为位于实轴上一条线

段 LN̂ , 端点对应着函数 N̂1 = wK 和 N̂2 = −wK ,
并且端点函数与频率值 ω 无关. 规定 N̂1 − N̂2 表示

线段 LN̂ , 赋予线段 LN̂ 的方向为由 N̂2 指向 N̂1.
将扰动函数分解为 F∆(jω) = D(ω) + N(ω),

其中函数 D(ω) = ωλeλπ
2 jD̂, 函数 N(ω) =

(kpω
λeλπ

2 j + ki)N̂ , 那么函数 D(ω) 的值集是以
D1 = ωλeλπ

2 jD̂1, D2 = ωλeλπ
2 jD̂2, D3 = ωλeλπ

2 jD̂3

和 D4 = ωλeλπ
2 jD̂4 为顶点的平行四边形. 定义

Di −Di+1, i = 1, 2, 3, 4, 表示以Di 和Di+1 为端点

的平行四边形棱边 LD
i . 也就是说, 下面等式成立.

|D1 −D2| = |D3 −D4| = 2ωλwC

|D2 −D3| = |D4 −D1| = 2ωα+λwT

arg(D1 −D2) =
λπ

2

arg(D3 −D4) =
λπ

2
− π

arg(D2 −D3) =
(λ + α′)π

2
+ 2zπ

arg(D4 −D1) =
(λ + α′)π

2
− π

其中, z ∈ Z 使得 arg(D2 −D3) ∈ (−π, π].
函数N(ω)的值集是以N1 = (kpω

λeλπ
2 j+ki)N̂1

和N2 = (kpω
λeλπ

2 j+ki)N̂2 为端点的线段LN , N1−
N2 表示线段 LN . 同理可计算,

|N1 −N2| =

2
(

k2
i + 2kikpω

λ cos
(

λπ

2

)
+ k2

pω
2λ

) 1
2

wK

arg(N1 −N2) = arccot
(

ki + kpω
λ cos(λπ

2
)

kpωλ sin(λπ
2

)

)

考虑到扰动函数 F∆(jω) 的值集是由函数 D(ω)
和 N(ω) 的Minkowski 和所构成的, 值集的端点由
Di (i = 1, 2, 3, 4), N1, N2 决定. 那么当 LD

i 不平

行于 LN 时, 扰动函数的值集为平行六边形, 当存在
LD

i 平行于 LN 的情况, 扰动函数的值集为平行四边
形. 下面分别讨论值集端点的计算问题.
因为 arg(kpω

λeλπ
2 j + ki) ∈ (0, (λπ)/2) 随着 ω

增加从 0 逐渐趋向于 (λπ)/2, 那么线段 LN 的角

度也是随着 ω 增加从 0 逐渐趋向于 (λπ)/2. 考
虑到当 λ ∈ (0, 2) 为固定值时, 平行四边形的各

个棱边的角度是固定的. 棱边 LD
1 对应的角度为

(λπ)/2 ∈ (0, π), 那么不可能存在某一个频率值 ω0

使得 LN 平行于 LD
1 且它们具有相同的方向. 考虑

到 LD
1 平行于 LD

3 , 那么 LN 也不会平行于 LD
3 .

考虑到 4 个顶点要构成平行四边形, 因此不存
在 ω0 使得 LN 平行于 LD

2 且具有相同方向. 当棱边
LD

4 对应的角度 [(λ + α′)π]/2− π ∈ (0, π) 时, 可能
存在 [(λ + α′)π]/2 − π ∈ (0, (λπ)/2). 因此可能存
在 ω0 使得 LN 平行于 LD

4 且具有相同方向, 也就是

cot
(

(λ + α′)π
2

− π

)
=

ki + kpω
λ
0 cos(λπ

2
)

kpωλ
0 sin(λπ

2
)

(6)

解方程 (6) 可得

ω0 =
[

ki

kp(sin(λπ
2

) cot( (λ+α′)π
2

)− cos(λπ
2

))

] 1
λ

(7)

根据以上分析可知, 如果 ω0 存在, 那么当 ω ∈
(0, ω0) 时, 有 arg(N1−N2) ∈ (0, arg(D4−D1)) 成
立, 当 ω ∈ (ω0,+∞)时, arg(N1−N2) ∈ (arg(D4−
D1), (λπ)/2) 成立. 因此, ω0 把频率区间分成了两

段, 并且在 ω = ω0 处平行六边形变为平行四边形.
当 ω ∈ Ω1 = (0, ω0) 时, 扰动函数的值集为

平行六边形 S∆
1 , 对应的顶点按照逆时针的顺序,

分别对应函数 G1
1 = N1 + D2, G1

2 = N1 + D3,
G1

3 = N1 + D4, G1
4 = N2 + D4, G1

5 = N2 + D1

和 G1
6 = N2 + D2. 当 ω ∈ Ω2 = (ω0,+∞) 时, 扰

动函数的值集仍然为平行六边形 S∆
2 , 对应的顶点

按照逆时针的顺序, 分别对应函数 G2
1 = N1 + D3,

G2
2 = N1 + D4, G2

3 = N1 + D1, G2
4 = N2 + D1,

G2
5 = N2 + D2 和 G2

6 = N3 + D3. 虽然两个系
统的值集都是平行六边形, 但是顶点函数的表达式
不一样. 当 ω = ω0 时, 值集变为平行四边形 S∆

3 ,
对应顶点函数为 G3

1 = N1 + D3, G3
2 = N1 + D4,

G3
3 = N2 + D1 和 G3

4 = N2 + D2.
如果 ω0 不存在, 那么定义 Ω1 = ∅, Ω2 =

(0,+∞), Ω3 = ∅. 当 ω ∈ Ω2 时, 有 arg(N1−N2) ∈
(0, (λπ)/2) 成立. 也就是, 扰动函数的值集一
直为平行六边形 S∆

2 , 且顶点函数分别对应函数
G2

1 = N1 + D3, G2
2 = N1 + D4, G2

3 = N1 + D1,
G2

4 = N2 + D1, G2
5 = N2 + D2 和 G2

6 = N3 + D3.
考虑到 F (jω) = F (jω) + F∆(jω), 那么特征函

数对应值集 Sj 的顶点函数为 F j
i = F (jω) + Gj

i ,
i = 1, 2, · · · , Lj, j = 1, 2, 3, L1 = L2 = 6, L3 = 4,
值集 Sj 可以认为是将 S∆

j 从原点平移到 F (jω), 并
且形状保持不变.

2.2 测试频率区间

频率区间 ω ∈ (0,+∞) 是一个无穷大的区间,
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下面的定理给出了特征函数的值集在 ω ∈ (0, Rmin)
和 ω ∈ (Rmax,+∞) 范围内不会包含原点.
定理 1. 在 ω ∈ (0, Rmin) 和 ω ∈ (Rmax,+∞)

范围内, 特征函数 F (jω) 的值集不会包含原点, 其中

Rmax = max{1, η
1
α

1 } (8)

Rmin = min{1, η
1
λ

2 } (9)

η1 =
max{|C−|, |C+|}+ (kp + ki)max{|K−|, |K+|}

min{|T−|, |T+|}
η2 =

min{|K−|, |K+|}ki

max{|T−|, |T+|}+max{|C−|, |C+|}+max{|K−|, |K+|}kp

证明. 如果原点位于特征函数的值集的棱边
或者内部, 那么存在 |F (jω)| = 0 的情况. 因此
原点不在特征函数的值集棱边或者内部, 则要求
|F (jω)| > 0.
当 ω > 1 时, ωλ+α > ωλ > 1 成立, 那么有:

|F (jω)| ≥|T |ωλ+α − [(|C|+ |K|kp)ωλ + |K|ki] ≥
ωλ[|T |ωα − (|C|+ |K|kp + |K|ki)]

(10)

如果 |T |ωα − (|C|+ |K|kp + |K|ki) > 0, 那么
|F (jω)| > 0 成立. 因此可以获得 ω > 1 时, 式 (8)
中的 Rmax.
当 0 < ω < 1 时, 1 > ωλ > ωλ+α 成立, 那么

有:

|F (jω)| ≥ki|K| − [|T |ωλ+α + (|C|+ |K|kp)ωλ] ≥
ki|K| − ωλ(|T |+ |C|+ |K|kp)

(11)

如果 ki|K| − ωλ(|T | + |C| + |K|kp) > 0, 那么
|F (jω)| > 0 成立. 因此可以获得 0 < ω < 1 时,
式 (9) 中的 Rmin. ¤

根据定理 1可知,只要在区间 [Rmin, Rmax]内检
测特征函数的值集与原点之间的关系即可, 不需要
在无穷大的频率区间 (0,+∞) 内进行检测. 如果 ω0

存在, 定义集合 Ω′1 = Ω1 ∩ [Rmin, Rmax], Ω′2 = Ω2 ∩
[Rmin, Rmax], Ω′3 = {ω0}∩ [Rmin, Rmax]. 如果 ω0 不

存在, 那么定义 Ω′1 = ∅, Ω′2 = Ω2 ∩ [Rmin, Rmax],
Ω′3 = ∅.
注 2. 如果 Ω′1 = ∅, Ω′2 = ∅, 或者 Ω′3 = ∅, 那么

对应的值集 S1, S2 或者 S3 与原点的位置关系不需

要测试.

2.3 闭环系统可镇定性解析判定

当控制器参数 λ 满足假设 1 的情况下, 特征函
数值集顶点函数可以表示为

F j
i =

P+Q∑
k=0

f j
i,kω

kγe
kγπj

2 (12)

其中, j = 1, 2, 3, i = 1, 2, · · · , Lj, L1 = L2 = 6,
L3 = 4.

当 k = 0, k = P 和 k = P + Q 时, 系数 f j
i,k 可

以根据第 2.1 节的值集端点的计算方法获得, 其他
情况下 f j

i,k = 0.
根据欧拉公式, 顶点函数 F j

i 可以表示为

F j
i =

[ P+Q∑
k=0

f j
i,k cos

(
kγπ

2

)
ωkγ

]
+

[ P+Q∑
k=0

f j
i,k sin

(
kγπ

2

)
ωkγ

]
j (13)

定义函数

hj
i,k = f j

i,k cos
(

kγπ

2

)

gj
i,k = f j

i,k sin
(

kγπ

2

)

那么顶点函数 F j
i 的实部 Rj

i 和虚部 Ij
i 可以表示为

Rj
i =

P+Q∑
k=0

hj
i,kω

kγ (14)

Ij
i =

P+Q∑
k=0

gj
i,kω

kγ (15)

定理 2. 定义 F j
Lj+1 = F j

1 , 假设矩阵 M j
i 可

逆, 对于 ω ∈ Ω′j, j = 1, 2, 3, i = 1, 2, · · · , Lj,
L1 = L2 = 6, L3 = 4, 有 F j

i 6= 0 和 F j
i+1 6= 0

成立. 如果 (M j
i )−1M j

i+1 在负实轴有 T j
i 个特征值

W j
i,t, t = 1, 2, · · · , T j

i , 且 T j
i 个负特征值对应的

特征向量 vj
i,t = [vj

i,t,1, v
j
i,t,2, · · · , vj

i,t,2(P+Q)]
T 满足

vj
i,t,k, /vj

i,t,k−1 = (ωj
i,t)γ , k = 2, 3, · · · , 2(P + Q), 并

且 ωj
i,t ∈ Ω′j, 那么连接函数 F j

i 和 F j
i+1 对应顶点的

棱边 (不包含函数 F j
i 和 F j

i+1 对应的顶点), 在 ωj
i,t

处所对应的函数 Ej
i,i+1 满足 Ej

i,i+1 = 0, 其中矩阵
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M j
i 定义如下:

M j
i =




hj
i,0 hj

i,1 · · · hj
i,P+Q−1

gj
i,0 gj

i,1 · · · gj
i,P+Q−1

0 hj
i,0 hj

i,1 · · ·
0 gj

i,0 gj
i,1 · · ·

...
. . . . . . . . .

0 . . . 0 hj
i,0

0 . . . 0 gj
i,0

−→

←−

hj
i,P+Q 0 · · · 0

gj
i,P+Q 0 · · · 0

hj
i,P+Q−1 hj

i,P+Q · · · 0
gj

i,P+Q−1 gj
i,P+Q · · · 0

. . . . . . . . .
...

hj
i,1 · · · hj

i,P+Q−1 hj
i,P+Q

gj
i,1 · · · gj

i,P+Q−1 gj
i,P+Q




(16)

证明. 如果 Ej
i,i+1 = 0, 也就是 Ej

i,i+1 = εj
iF

j
i +

(1− εj
i )F

j
i+1 = 0 成立, 其中 εj

i ∈ [0, 1]. 根据定理 2
的假设条件可知 F j

i 6= 0 和 F j
i+1 6= 0 成立, 那么只

需要判断 εj
i ∈ (0, 1) 时, Ej

i,i+1 = 0 是否成立. 因为
1− εj

i 6= 0, 那么当 Ej
i,i+1 = 0 时, 有:

F j
i+1

F j
i

= − εj
i

1− εj
i

(17)

设W j
i = −εj

i/(1− εj
i ), 当 εj

i 从 0 变化到 1 时,
W j

i 从 0 变化到 −∞. 令 F j
i+1/F j

i 在 ω = ωj
i,t 处满

足 F j
i+1/F j

i = W j
i,t 条件, 那么有:

Rj
i+1 + Ij

i+1j
Rj

i + Ij
i j

= W j
i,t (18)

即

Rj
i+1 = W j

i,tR
j
i (19)

Ij
i+1 = W j

i,tI
j
i (20)

定义

vj
i,t = [vj

i,t,1, v
j
i,t,2, · · · , vj

i,t,2(P+Q)]
T =

[1, (ωj
i,t)

γ , · · · , (ωj
i,t)

(P+Q)γ , · · · , (ωj
i,t)

[2(P+Q)−1]γ ]T

那么式 (19) 和式 (20) 等价于

[hi,0, hi,1, · · · , hi,P+Q, 0, 0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸
P+Q−1

]vj
i,tW

j
i,t =

[hi+1,0, hi+1,1, · · · , hi+1,P+Q, 0, 0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸
P+Q−1

]vj
i,t

(21)

[gi,0, gi,1, · · · , gi,P+Q, 0, 0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸
P+Q−1

]vj
i,tW

j
i,t =

[gi+1,0, gi+1,1, · · · , gi+1,P+Q, 0, 0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸
P+Q−1

]vj
i,t

(22)

将式 (21) 和式 (22) 两边同时乘以 (ωj
i,t)γ , 那么

有:

[0, hi,0, hi,1, · · · , hi,P+Q, 0, 0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸
P+Q−2

]vj
i,tW

j
i,t =

[0, hi+1,0, hi+1,1, · · · , hi+1,P+Q, 0, 0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸
P+Q−2

]vj
i,t

(23)

[0, gi,0, gi,1, · · · , gi,P+Q, 0, 0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸
P+Q−2

]vj
i,tW

j
i,t =

[0, gi+1,0, gi+1,1, · · · , gi+1,P+Q, 0, 0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸
P+Q−2

]vj
i,t

(24)

按照以上方法, 式 (21) 和式 (22) 两边同时乘以
(ωj

i,t)2γ , (ωj
i,t)3γ , · · · , (ωj

i,t)(P+Q−1)γ , 那么有:

M j
i vj

i,tW
j
i = M j

i+1v
j
i,t (25)

假设 M j
i 可逆, 那么根据式 (25) 有 W j

i vj
i,t =

(M j
i )−1M j

i+1v
j
i,t. 因此 W j

i,t 为矩阵 (M j
i )−1M j

i+1

的特征值, vj
i,t 为对应的特征向量. 根据 vj

i,t 的

定义可知 vj
i,t,k/vj

i,t,k−1 = (ωj
i,t)γ ∈ R+, 其中

k = 2, 3, · · · , 2(P + Q).
如果矩阵 (M j

i )−1M j
i+1 的特征值在负实

轴上有 T j
i 个特征值 W j

i,t, t = 1, 2, · · · , T j
i ,

并且 T j
i 个特征值对应的特征向量 vj

i,t =
[vj

i,t,1, v
j
i,t,2, · · · , vj

i,t,2(P+Q)]
T 满足 vj

i,t,k/vj
i,t,k−1 =

(ωj
i,t)γ , k = 2, 3, · · · , 2(P + Q), 并且 ωj

i,t ∈ Ω′j,
j = 1, 2, 3 成立, 那么在 ωj

i,t 处所对应的函数 Ej
i,i+1

满足 Ej
i,i+1 = 0. ¤

定理 3. 假设闭环系统的标称函数 F (s) 稳定,
当 ω ∈ Ω′j, j = 1, 2, 3 时, 对应的闭环系统的特征
函数对应的值集 Sj 的顶点函数满足条件 F j

i 6= 0,
i = 1, 2, · · · , Lj, L1 = L2 = 6, L3 = 4. 分数阶 PIλ

控制器 C(s) 可以镇定区间不确定系统 P (s) 当且仅
当如下三个条件成立.

1) |K/wK | > 1.

2) |T/wT | > 1.

3) 对应所有的 i = 1, 2, · · · , Lj, j = 1, 2, 3,
L1 = L2 = 6, L3 = 4, 都有 T j

i = 0 成立.
证明. 充分性.
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1) 当 ω = 0 时, F (jω) = kiK = ki(K +
wKδK). 如果 F (jω) = 0, 也就是 K + wKδK = 0,
那么 δK = −K/wK , 因此 |δK | = |K/wK | ≤ 1. 如
果要求当 ω = 0 时, F (jω) 6= 0 成立, 也就是要求条
件 1 成立.

2) 如果 ω 6= 0 时, F (jω) 的值集不包含原点,
也就是 F (jω)/(jω)λ+α = T + [(Kkp + C)(jω)λ +
Kki]/(jω)λ+α 的值集也不包含原点. 如果 ω → +∞
时, 值集包含原点那么有 T = T + wT δT = 0, 即
|T/wT | ≤ 1 成立. 因此, 如果要求当 ω → +∞ 时,
F (jω) 6= 0, 那么要求条件 2 成立.

3) 对于 ω ∈ (0,∞) 时, 根据定理 1, 只需检验
ω ∈ Ω′j 时, F (jω) 的值集与原点的位置关系. 根
据定理 2 可知, 如果对应所有的 i = 1, 2, · · · , Lj,
j = 1, 2, 3, L1 = L2 = 6, L3 = 4, 都有 T j

i = 0 成
立, 那么对于所有的棱边都有 Ej

i,i+1 6= 0 成立. 原点
也不会从任何棱边 (不包含顶点) 进入值集内部.
假设 F j

i 6= 0 成立的情况下, 原点不会从顶点进
入值集内部. 当闭环系统的标称函数 F (s) 稳定时,
如果满足定理 3 的条件 1)∼ 3), 那么原点会一直在
F (jω) 的值集外部. 根据除零原理, 分数阶 PIλ 控制

器可以镇定含有一个分数阶项的区间分数阶被控对

象 P (s).
必要性.
如果F (s)稳定,那么对于 s = jω,有F (s) 6= 0,

也就是 F (jω) 6= 0. 根据除零原理, 原点在值集外部,
因此条件 1)∼ 3) 成立.

3 数值算例

例 1. 考虑如下的分数阶被控对象

P (s) =
K

Ts1.8 + C
(26)

其中, K ∈ [9, 11], T ∈ [3.5, 4.5], C ∈ [0.5, 1.5].
分数阶 PIλ 控制器选择为

C(s) = kp + kis
−1.2 (27)

其中, kp = 2, ki = 1.
根据式 (7), 计算 ω0 为 ω0 = 1.4933. 根据定理

1, 计算 Rmin = 0.3884 和 Rmax = 3.5652, 那么测试
频率区间为 [0.3884, 3.5652], 频率 ω0 在测试频率区

间内, 因此 ω0 存在, 也就是 Ω′1 = [0.3884, 1.4933),
Ω′2 = (1.4933, 3.5652], Ω′3 = {1.4933}. 在 Ω′1 内取
ω = 0.4, 0.8, 1.2, 在 Ω′2 内取 ω = 2, 3, 取 ω = ω0,
那么特征函数 F (jω) 的值集如图 1 所示.

根据图 1 描述的特征函数在不同频率点的值集
形状可知, 根据 ω0 是值集形状 S1 和 S2 切换的频率

点. 值集形状在切换点为平行四边形, 在 Ω′1 和 Ω′2

的频率区间的频率点处是平行六边形. 可知, 在这几
个频率点处原点在闭环特征函数值集的外部, 根据
第 2.1 节的方法可以获得特征函数的值集并且避免
了冗余顶点的计算.
根据文献 [24], 可以判定标称函数 F (s) 稳定.

图 2 是当 j = 1, 2, 3 时, 各个值集顶点函数对应的
|F j

i |, i = 1, 2, · · · , Lj 在 ω ∈ Ω′j 的变化曲线, 其中
图 2 的符号“×”表示 ω = ω0 时对应值集顶点的图

像.

图 1 当 ω = 0.4, 0.8, 1.2, ω0, 2, 3 时, 特征函数 F (jω)

的值集

Fig. 1 Value sets of characteristic function F (jω) for

ω = 0.4, 0.8, 1.2, ω0, 2, 3

图 2 顶点函数 |F j
i |, i = 1, 2, · · · , Lj , j = 1, 2, 3, 在 ω ∈ Ω′j

的变化曲线

Fig. 2 Curves of vertex functions |F j
i |, i = 1, 2, · · · , Lj ,

j = 1, 2, 3, within ω ∈ Ω′j

由图 2 的变化曲线可知, 在 ω ∈ Ω′j 内, 都有
|F j

i | 6= 0 成立, 这样意味着例 1 的控制器参数的选
择可以满足定理 3 的假设条件 F j

i 6= 0.
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根据定理 2 可知, 在每个频率区间 Ω′j, j =
1, 2, 3 内都有 T j

i = 0, i = 1, 2, · · · , Lj. 考虑到
|K/wK | = 10 > 1, |T/wT | = 8 > 1, 那么定理 3 的
三个条件都成立, 因此分数阶 PIλ 控制器 C(s) 可以
镇定区间分数阶系统. 为了进一步验证这个结论, 在
T ∈ [3.5, 4.5], C ∈ [0.5, 1.5] 和 K ∈ [9, 11] 的三个
区间内分别均匀地取 10 个数值, 并且令 w = s0.6 代

入 F (s) 中, 那么这 1 000 个变换后的函数 F (w) 的
特征值分布如图 3 所示.

图 3 中的 Line 1 和 Line 2 分别是以原点为起
点角度为 0.3π 和 −0.3π 的射线. 由图 2 描述的特
征根分布可知, 这 1 000 个分数阶闭环特征函数的特
征值都分布在稳定域内, 对应的分数阶系统都是稳
定的, 也进一步说明了定理 3 的有效性. 同样地, 根
据文献 [23] 的方法定义函数D(ω), 函数D(ω) 在有
限频率区间 [0.3884, 3.5652] 内函数变化曲线如图 4
所示.

图 3 F (w) 的特征值分布

Fig. 3 Distribustion of eigenvalues of F (w)

图 4 D(ω) 变化曲线

Fig. 4 Curve of D(ω)

根据图 4 中的函数 D(ω) 变化曲线可知, 函数
D(ω) < 0 在有限频率区间 [0.3884, 3.5652] 都成立,
因此根据文献 [23] 的判据可知, 原点位于值集的外
侧, 分数阶 PIλ 控制器可以镇定分数阶对象 (26), 也
进一步验证了本文提出的算法的有效性.
例 2. 增大例 1 中分数阶系统的不确定区间为

T ∈ [1, 7], K ∈ [2, 18]. 不确定区间 C ∈ [0.5, 1.5]
和分数阶阶次 α = 1.8 不变. 控制器参数和例 1 一
样.

因为例 2 的 C 和 T 和例 1 对应的参数一样,
因此可以判定标称函数 F (s) 稳定. 因为 ω0 的计算

公式与控制器 C(s) 的参数与被控系统 P (s) 的系
数无关, 因此 ω0 仍然是 ω0 = 1.4933. 根据定理 1,
计算 Rmin = 0.0754 和 Rmax = 9.3122, 那么测试
频率区间为 [0.0754, 9.3122], 频率 ω0 在测试频率区

间内, 因此 ω0 存在, 也就是 Ω′1 = [0.0754, 1.4933),
Ω′2 = (1.4933, 9.3122], Ω′3 = {1.4933}. 在 Ω′1 内取
ω = 1, 1.2, 1.4, 在 Ω′2 内取 ω = 1.8, 2, 取 ω = ω0,
那么特征函数 F (jω) 的值集如图 5 所示.

图 5 当 ω = 1, 1.2, 1.4, ω0, 1.8, 2 时, 特征函数 F (jω)

的值集

Fig. 5 Value sets of characteristic function F (jω) for

ω = 1, 1.2, 1.4, ω0, 1.8, 2

由图 5 描述的值集与原点位置关系可知, 当
ω = 1.2, 1.4 时, 原点在值集内部, 因此可以断定分
数阶 PIλ 控制器 C(s) 不能镇定不确定区间扩大后
的分数阶被控对象 P (s). 下面用定理 3 来加以判断
这个结论.
图 6 是当 j = 1, 2, 3 时, 各个值集顶点函数对

应的 |F j
i |, i = 1, 2, · · · , Lj 在 ω ∈ Ω′j 的变化曲线,

其中图 5 的符号 × 表示 ω = ω0 时对应值集顶点的

图像.
由图 6的变化曲线可知,和例 1一样,在 ω ∈ Ω′j

内, 都有 |F j
i | 6= 0 成立, 例 2 的控制器参数的选择

可以满足定理 3 的假设条件 F j
i 6= 0. 也就是在 ω ∈
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[0.0754, 9.3122] 内, 原点是从棱边进入值集内部. 经
计算, |T/wT | = 4/3 > 1 和 |K/wK | = 5/4 > 1 都
满足条件, 因此满足定理 3 的条件 1 和条件 2.

图 6 扩大不确定区间后的顶点函数 |F j
i |, i = 1, 2, · · · , Lj ,

j = 1, 2, 3, 在 ω ∈ Ω′j 的变化曲线

Fig. 6 Curves of vertex functions |F j
i |, i = 1, 2, · · · , Lj ,

j = 1, 2, 3, within ω ∈ Ω′j for enlarged interval case

根据定理 2 可知, 矩阵 (M 1
4 )−1M 1

5 有负特征

值 −0.9369, 并且这个特征值对应的特征向量都满
足 v1

4,4,k/v1
4,4,k−1 = 1.0848, k = 2, 3, · · · , 10, 并且

ω1
4,4 = 1.1453 ∈ Ω′1 成立. 因此, 在 ω1

4,4 处, 原点位
于棱边 E1

4,5 上. 当 ω = ω1
4,4 时, F (ω1

4,4j) 的值集如
图 7 所示.

图 7 当 ω = ω1
4,4 时, 扩大不确定区间后的 F (ω1

4,4j) 对应的

值集

Fig. 7 Value set of F (ω1
4,4j) at ω = ω1

4,4 for enlarged

interval case

从图 7 的值集图像可知, 在 ω = ω1
4,4 = 1.1453

处, 原点确实位于值集的棱边上, 进一步验证了定理
2 的有效性.
根据定理 3 可知, 虽然闭环系统满足定理 3 的

假设条件、条件 1 和条件 2, 但是 T 1
4 = 1, 不满足定

理 3 的条件 3, 因此分数阶 PIλ 控制器不能镇定不

确定区间扩大后的区间分数阶被控对象 P (s).
为了进一步验证这个结论, 在 T ∈ [1, 7], C ∈

[0.5, 1.5] 和 K ∈ [2, 18] 的三个区间内分别均匀地
取 10 个数值, 并且令 w = s0.6 代入 F (s) 中, 那么
这 1 000 个变换后的函数 F (w) 的特征值分布如图
8 所示.
图 8 中的 Line 1 和 Line 2 分别是以原点为起

点角度为 0.3π 和 −0.3π 的射线. 由图 7 描述的特
征根分布可知, 这 1 000 个分数阶闭环特征函数的特
征值有部分分布在不稳定域内, 对应的分数阶系统
是不稳定的, 扩大不确定区间后系统变为不稳定.
同样地, 定义函数 D(ω), 函数 D(ω) 在有限频

率区间 [0.0754, 9.3122] 内函数变化曲线如图 9 所
示. 图 10 是图 9 的局部放大图.

图 8 扩大不确定区间后的 F (w) 的特征值分布

Fig. 8 Curve of D(ω) for enlarged interval case

图 9 扩大不确定区间后的 D(ω) 变化曲线

Fig. 9 Curve of D(ω) for enlarged interval case

根据图 9 和图 10 中的描述函数 D(ω) 变化曲
线可知, 存在 ω 使得函数 D(ω) = 0 成立的频率值.
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因此根据文献 [23] 的判据可知, 原点在这些频率值
处位于值集的棱边上或者值集内部, 分数阶 PIλ 控

制器不能镇定分数阶对象 (26). 因此, 根据文献 [23]
得出的结论和根据本文提出解析判定方法得出的结

论是一致的.

图 10 扩大不确定区间后的 D(ω) 变化曲线的局部放大图

Fig. 10 Zoom on curve of D(ω) for enlarged interval case

4 结论

本文针对含有一个分数阶项的系数为区间不确

定的分数阶被控对象, 提出了采用分数阶 PIλ 控制

器的闭环系统可镇定性判定准则. 首先, 将闭环系统
的特征函数分成扰动函数和标称函数, 在分析扰动
函数对应的值集形状、发生切换的条件及切换频率

ω0 是否存在的基础上, 进一步获得闭环系统特征值
函数值集顶点的计算方法. 为了实现能够在有限频
率区间上测试值集与原点的位置关系, 提出了测试
频率区间边界值的计算方法. 在假设顶点函数在测
试区间内不为零, 并且闭环系统的标称函数稳定的
前提下, 提出了分数阶 PIλ 控制器 C(s) 可以镇定含
有一个分数阶项的区间分数阶被控对象 P (s) 的解
析方法. 文献 [23] 在每个频率点处需要重新计算闭
环系统值集的顶点函数, 对应顶点较多的值集计算
量会变大. 和文献 [23] 相比, 在本文提出的切换区间
内值集顶点函数是固定不变的, 不需要重新计算顶
点函数的表达式, 可以有效地降低计算量.
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