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输入饱和的一类切换系统神经网络跟踪控制

司文杰 1 董训德 1 王 聪 1

摘 要 针对单输入单输出系统研究一种在任意切换下的跟踪控制问题, 系统包含未知扰动和输入饱和特性. 首先, 利用高

斯误差函数描述一个连续可导的非对称饱和模型. 其次, 利用径向基神经网络 (Radial basis function neural network, RBF

NN) 逼近未知的系统动态. 最后, 基于公共的 Lyapunov 函数构造状态反馈控制器. 设计的控制器避免过多参数调节从而减

轻计算负荷. 结果展示本文给出的状态反馈控制器可以保证闭环系统的所有信号是半全局一致有界的, 并且跟踪误差可收敛

到零值小的领域内. 最后的仿真结果进一步验证提出方法的有效性.
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Adaptive Neural Tracking Control Design for a Class of Uncertain Switched

Nonlinear Systems with Input Saturation

SI Wen-Jie1 DONG Xun-De1 WANG Cong1

Abstract This paper deals with tracking control for a class of single input and single output (SISO) uncertain strict-

feedback switched nonlinear systems with input asymmetric saturation actuator, unknown external disturbance and ar-

bitrary switchings. Firstly, Gaussian error function is employed to represent a novel continuous differentiable asymmetric

saturation model. Secondly, by employing radial basis function neural network (RBF NN), unknown functions are approx-

imated. At last, a state-feedback controller is constructed by using common Lyapunov function method. The designed

controller decreases the number of learning parameters, thus reduces the computational burden. The designed state-

feedback controller is shown to be able to guarantee that all the signals in the closed-loop system are semi-globally

uniformly ultimately bounded (SGUUB) and the tracking error converges to a small neighborhood of the origin. Two

simulation examples are presented to show the effectiveness of the proposed approach.
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切换控制在化工、机械操作、电力控制等工业生

产中被广泛应用[1−2], 其构成的系统是由一系列时
间连续的子系统和起协调切换作用的规则组成. 有
两种方法被用来解决切换系统的稳定性问题, 第一
种是利用公共的 Lyapunov 函数以保证系统在切换
规则下的稳定性; 另一种是利用多个 Lyapunov 函
数使切换系统稳定. 文献 [3] 在任意切换的两个子系
统中通过公共控制 Lyapunov 函数解决了其跟踪控
制问题. 文献 [4] 考虑一类严格反馈形式的任意切换
控制系统, 采用 Backstepping 方法和控制稳定性理
论构造控制器. 文献 [5] 在任意切换情况下开展了切
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换系统的鲁棒 H∞ 跟踪控制研究. 文献 [6] 给出了
一种具有很好的跟踪效果和抗扰动能力的切换控制

方法. 但是这些工作[3−6] 的切换控制器设计需要系

统模型是已知的.
模糊逻辑系统 (Fuzzy logic systems) 和神经网

络 (Neural networks) 已经被证明可以逼近任意的
非线性函数. 因此, 出现了基于模糊逻辑或神经网
络的切换控制研究. 文献 [7] 针对一类非线性函数完
全未知的切换系统提出了一个自适应神经网络控制,
但是该方法需要构造切换规则, 即切换信号不是随
意的. 在文献 [8] 提出了一个新的神经网络控制策略
去满足系统的不确定和切换的跳变, 但是需要满足
一定的驻留时间 (Dwell-time). 文献 [7−8] 是针对
一类严格反馈的非线性系统. 文献 [9] 针对一类纯反
馈的切换系统设计了自适应模糊 Backstepping 控
制器. 基于滤波的 Backstepping 方法和 Lyapunov
稳定性理论, 研究了纯反馈系统的神经网络切换控
制问题[10]. 在一般的自适应神经网络控制中, 需要
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大量神经网络权值的更新, 直接导致计算负荷的增
加. 文献 [11] 给出了严格反馈形式的直接神经网
络跟踪控制. 文献 [12] 考虑了一类严格反馈系统在
输入受限 (具有饱和特性) 下的神经网络控制. 文献
[13] 基于确定学习理论给出了神经网络动态面控制
方法. 但是文献 [11−13] 在利用 Backstepping 技术
设计控制器时用到神经网络权值向量的更新, 随着
神经元数目的增加会导致计算负荷增大. 本文在设
计控制器时避免了过多自适应更新参数的计算最终

减小了运算负担.
实际中, 许多系统都可以归为严格反馈系

统的结构, 例如, 四分之一主动悬挂系统 (The
quarter-car model)、柔性关节机器人 (Flexible
joint robots)[14]、连续搅拌釜式反应器 (Continu-
ous stirred tank reactor, CSTR)[15] 等. 因此研究
严格反馈系统的控制问题一直是工业应用中的热

点. 输入非线性特性, 如输入饱和 (Input satura-
tion)、死区特性 (Deadzone)、间隙 (Backlash)、磁
滞 (Hysteresis) 等在工业系统中是常见的. 压电陶
瓷驱动[16] 会出现磁滞现象, 发动机退喘在磁滞特性
线的影响下会导致发动机性能的损失, 电机私服系
统[17] 会出现输入死区特性, 机械的运动[18] 等不可

避免地出现死区现象. 其中, 输入饱和特性是其中常
见的输入限制[19], 可能使控制系统性能衰退, 常常
引起控制效果不理想甚至破坏系统的稳定性; 对于
作用于能量和幅值的输出控制, 需要研究控制器输
出的饱和特性. 因此针对饱和非线性特性分析和稳
定性有大量的研究. 文献 [20] 研究具有输入饱和的
一类输出受限的非线性系统, 构建了模糊逻辑的输
出反馈控制器. 针对非平滑输入饱和的一类单输入
单输出严格反馈随机系统研究神经网络自适应控制

策略[21]. 文献 [22] 针对多输入多输出的随机纯反馈
系统, 设计了具有输入饱和的模糊逻辑输出反馈控
制器.
任意切换下自适应控制的研究是一项困难的工

作. 文献 [23] 设计了模糊逻辑的切换控制, 系统包含
了死区特性, 虽然是在预设性能的条件下完成跟踪
控制任务, 但是在仿真例子中仍有一定的跟踪误差
和需要固定的切换信号. 文献 [24] 给出了随机系统
的切换控制研究, 切换需要一定的驻留时间并且在
仿真例子中的跟踪信号是大幅值频率很低的正弦信

号. 文献 [25−26] 同样是在固定切换信号下完成的
自适应控制设计, 最终仿真例子中没有达到理想的
跟踪效果. 文献 [27] 研究了一类纯反馈的任意切换
控制, 用到了多个自适应更新率并且最后的仿真结
果没有最终稳定. 因此在任意切换情况下保证系统
的跟踪性能和调整时间是一项困难的工作. 本文研
究的自适应任意切换控制可以保证较好的跟踪性能

和较短的调整时间并且只用到单一的更新率, 使得
控制器设计更加简单具有工程应用价值, 特别对研
究输入受限的系统具有一定的价值.
本文针对具有输入饱和的一类严格反馈系统,

设计在任意切换下的自适应神经网络跟踪控制器,
并且包含完全未知的系统动态. 在控制器设计中, 利
用RBF神经网络去逼近未知的非线性系统动态. 提
出的自适应控制器可以保证闭环系统的所有信号半

全局一致有界 (Semi-globally uniformly ultimately
bounded, SGUUB), 跟踪误差收敛到零值小的范围
内.
本文的主要贡献如下:
1) 利用高斯误差函数把不对称的饱和非线性

表达为连续的可微分形式, 以便于应用在 Backstep-
ping 设计中.

2) 利用 RBF 神经网络去逼近未知的非线性系
统函数, 提出的控制器可以解决在任意切换系统中
的跟踪控制问题. 与文献 [23−27] 相比, 本文提出的
控制策略可以在任意切换控制的情况下保证较小的

跟踪误差并具有较快的调整时间.
3) 本文避免大量神经网络径向基函数的运算,

并且只包含了单一的自适应更新率.与文献 [11−13]
设计的神经网络控制方法相比, 本文提出的方法减
少了更新参数最终减轻了运算负荷. 本文系统包含
了不对称饱和输入特性和不确定项, 这些更符合实
际在线运算的要求.

1 问题描述及预备知识

本部分给出系统描述, 并且介绍饱和模型和
RBF 神经网络.

1.1 系统描述

考虑如下的一类严格反馈非线性系统





ẋi = gi,σ(x̄xxi)xi+1 + fi,σ(x̄xxi) + di,σ(t)

ẋn = gn,σ(x̄xxn)u(v) + fn,σ(x̄xxn) + dn,σ(t)

y = x1, 1 ≤ i ≤ n− 1

(1)

其中, x̄xxi = [x1, x2, · · · , xi]T, y ∈ R分别是系统的状
态,系统输出. σ(t) : [0,+∞) → M = {1, 2, · · · ,m}
是切换信号. fi,σ(·), gi,σ(·) 为未知的平滑非线性函
数. di,σ(i = 1, 2, · · · , n) 是有界的扰动, 可能来自于
外界扰动、测量误差、建模误差等 (di,σ ≤ d̄i,σ).
目标是设计神经网络控制器, 使得系统 (1) 在

有界的误差内跟踪时变的信号 yd(t), 并保证闭环系
统在任意切换的条件下所有信号都是有界的.

u(v) ∈ R 是系统输入和饱和器的输出, 如下描
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述

u(v) = sat(v) =





u−, v < u−

v, u− ≤ v ≤ u+

u+, v > u+

(2)

其中, u+ 和 u− 分别是 u(t) 的上界和下界.
假设 1. 对于 i = 1, 2, · · · , n, gi,σ(x̄i) 的符号是

已知的. 这里存在正的函数 gi,min 和 gi,max 使得

0 < gi,min ≤ |gi,σ(x̄i)| ≤ gi,max,∀x̄i ∈ Ri (3)

注 1. 条件 (3) 表示 gi,σ(x̄i) 是严格正或者严格
负, 因此限制了控制系统的应用范围. 在过去的十几
年里, 很多自适应神经网络控制 (Adaptive neural
network control, ANNC)的研究结论都是基于类似
的假设[28]. 本文也假设 gi,σ(x̄xxi) 符号是正的. 本文
使用 gi,σ(x̄xxi) 的界限来构造控制器和设计虚拟控制
函数.

对于系统 ẋ = f(x, t) 的稳定性分析过程中, 如
下的不等式将会用到:

V̇ (t) ≤ −cV (t) + d (4)

其中, c 和 d 是正的设计参数. 通过两边乘 ect, 并对
其在区间 [0, t] 进行积分, 最终的不等式如下:

V (t) ≤
[
V (0)− d

c

]
e−ct +

d

c
(5)

这表明 V (t) 将会收敛到以零为中心 d/c 为半径的

领域内.

1.2 饱和模型

对于式 (2) 描述的饱和模型, 当 v(t) = u− 和
v(t) = u+ 时, 控制的输出 u(t) 与控制的输入 v(t)
是不光滑的. 这里考虑新的非线性模型去描述饱和
特性. 给出如下[12]

u(v) = uM × erf
( √

π

2uM

v

)
(6)

其中, uM =
(
(u+ + u−) + (u+ − u−)sgn(v)

)
/2, u+

和 u− 是执行器的上界和下界. sgn(·) 是标准的符号
函数. erf(·) 是高斯误差函数, 定义如下:

erf(x) =
2√
π

∫ x

0

exp(−t2)dt (7)

其中, 误差函数 erf(·) 是连续的微分函数.
图 1 展示式 (6) 对平滑输入起到了饱和限制作

用. 其中, u− = 2, u+ = 2.5, 输入为 v(t) = 5 sin(t).
对比式 (2) 和基于误差函数的饱和模型的输出效果.

图 1 饱和函数

Fig. 1 Saturation functions

为了便于下面的控制器设计, 定义如下函数:

∆(v) = u− cv (8)

其中 c 是正常数, u 和 v 是时间的函数. 给出的新模
型可以表达为

u = cv + ∆(v) (9)

为了控制器设计目的, 给出如下假设条件.
假设 2. 这里存在如下的正常数 ∆̄, c, c̄, di,max

可以满足 ∆(v) ≤ ∆̄, c ∈ [c, c̄], di,k ≤ di,max.

1.3 RBF神经网络

RBF 神经网络在控制器设计和稳定性证明过
程中是一个有用的工具, 其被用来逼近未知非线性
函数[29]. 假定存在一个连续函数 f(ZZZ) : Rm →
R, 在给定的紧集 ΩZZZ ⊂ Rm 和任意值 ε > 0, 有
神经网络WWWTSSS(ZZZ), 使得 sup |f(ZZZ) −WWWTSSS(ZZZ)| ≤
ε, 其中 WWW ∈ Rl 是神经网络权值, l > 1 是神经
网络个数. ZZZ ∈ Rm 是神经网络输入, SSS(ZZZ) =
[s1(ZZZ), s2(ZZZ), · · · , sl(ZZZ)]T 是径向基函数, 本文选高
斯函数, 如下:

si(ZZZ) = exp
[−(z − µi)T(z − µi)

η2
i

]
, i = 1, · · · , l(10)

其中, µi 和 ηi 分别代表神经元中心和高斯函数的宽

度.
基于神经网络逼近原理, 连续函数 f(ZZZ) 被逼近

为

f(ZZZ) = WWW ∗TSSS(ZZZ) + ε(ZZZ) (11)

其中, WWW ∗
是神经网络权值向量, ε(ZZZ) 是逼近误差.

理想的权重可以表达为

WWW ∗ := arg min
ŴWW∈Rl

{
sup

ZZZ∈ΩZ

|f(ZZZ)− ŴWW
T
SSS(ZZZ)|

}
(12)
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其中, ŴWW 是WWW ∗
的估计值.

‖WWW ∗‖2 是一个未知的常值, 存在未知的常值 θ∗

满足 ‖WWW ∗
i,max‖2 = biθ

∗
i , 这里的参数 bi 是相关的正

常数, WWW ∗
i,max = max{WWW ∗

i,k : k ∈MMM}. θ̂ 作为 θ∗ 的

估计值, 其估计误差 θ̃ 可表达为 θ̃ = θ̂ − θ∗.
注 2. 在通常的设计中, 会用到 l 个估计值

ŴWW ∈ Rl, 其中 l 代表神经元个数. 随着神经网络的
增大, 会使计算负荷增加. 为解决这个问题, 本文只
需估计一个理想的常值参数 θ∗, 这种方式也被应用
在文献 [9, 30] 中.

2 神经网络控制器设计及稳定性分析

本部分基于 RBF 神经网络逼近能力和 Lya-
punov 稳定性理论设计任意切换下的自适应神经网
络控制器.
在 Backstepping 设计过程中, 用到虚拟控制函

数 αi, 定义 zi = xi − αi, 其中 α0 = yd.
1)考虑 z1 = x1−yd, z2 = x2−α1,及Lyapunov

函数

V1 =
1
2
z2
1 +

1
2r1

θ̃2
1 (13)

对其求导可得

V̇1 = z1ż1 +
1
r1

θ̃1
˙̃
θ1 =

z1(g1,kx2 + f1,k + d1,k − ẏd) +
1
r1

θ̃1
˙̃
θ1 (14)

定义 F1,k = f1,k − ẏd, k ∈ MMM , MMM = {1, 2, · · · ,m}
是切换信号.
利用 RBF 神经网络

F1,k = WWW ∗T
1,kSSS1,k(ZZZ1) + ε1,k(ZZZ1), |ε1,k| ≤ ε∗1,k (15)

其中, ZZZ1 = [x1, yd, ẏd]T, ε∗1,k 是正的常数.
式 (15) 代入到 (14) 并考虑到 z2 = x2 − α1 得

V̇1 = z1(g1,kx2 + d1,k + WWW ∗T
1,kSSS1,k(ZZZ1) +

ε1,k) +
1
r1

θ̃1
˙̃
θ1 ≤

g1,kz1z2 + g1,kz1α1 +
1

2a2
1,k

z2
1‖WWW ∗

1,k‖2SSST
1,kSSS1,k +

1
2
a2

1,k +

z2
1 +

1
2
ε∗21,k +

1
2
d̄2

1,k +
1
r1

θ̃1
˙̂
θ1 (16)

其中, a1,k 是常值的设计参数.
给出如下的虚拟控制

α1 = − 1
g1,min

(
θ̂1

2a2
1,minb1

SSST
1,kSSS1,k + k1 + 1

)
z1 (17)

和更新率

˙̂
θ1 =

r1

2a2
1,minb1

SSST
1,kSSS1,kz

2
1 − σ1θ̂1 (18)

这里定义 ‖WWW ∗
1,max‖2 = b1θ

∗
1 , 其中 WWW ∗

1,max =
max{WWW ∗

1,k : k ∈MMM}.
并把式 (17) 和式 (18) 代入到式 (16) 可得

V̇1 ≤ g1,kz1z2 − g1,kz
2
1

g1,min

(
θ̂1

2a2
1,minb1

+ k1 +

1
)

+
1

2a2
1

z2
1

θ∗1
b1

SSST
1,kSSS1,k +

1
2
a2

1,k +

z2
1 +

1
2
ε∗21,k +

1
2
d̄2

1,k +
1
r1

θ̃1
˙̃
θ1 ≤

−k1z
2
1 + g1,kz1z2 − σ1

r1

θ̃1θ̂1 +

a2
1,k + ε∗21,k + d̄2

1,k

2
(19)

i) 假定已经完成了前 i − 1 (2 ≤ i < n) 步的计
算. 参考如下的 Lyapunov 函数

Vi = Vi−1 +
1
2
z2

i +
1

2ri

θ̃2
i (20)

其中

zi = xi − αi−1 (21)

定义

Fi,k = fi,k − α̇i−1 =

fi,k −
i∑

l=1

∂αi−1

∂xl

ẋl +

i∑
l=1

∂αi−1

∂θ̂l

˙̂
θl +

i∑
l=0

∂αi−1

∂y
(l)
d

y
(l+1)
d (22)

利用 RBF 神经网络逼近未知的非线性函数
Fi,k

Fi,k = WWW ∗T
i,kSSSi,k(ZZZi) + εi,k, |εi,k| ≤ ε∗i,k (23)

其中, ZZZi = [x̄i,
¯̂
θi−1, ȳ

(i)
d ]T. ε∗i,k 是正的常数.

给出如下的虚拟控制

αi = − 1
gi,min

(
θ̂i

2a2
i,minbi

SSST
i,kSSSi,k +

ki + 1
)

zi (24)

和更新率

˙̂
θi =

ri

2a2
i,minbi

SSST
i,kSSSi,kz

2
i − σiθ̂i (25)
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这里定义 ‖WWW ∗
i,max‖2 = biθ

∗
i , 其中 WWW ∗

i,max =
max{WWW ∗

i,k : k ∈MMM}.
最终可得

V̇i ≤ V̇i−1 − kiz
2
i + gi,kzizi+1 +

a2
i,k + ε∗2i,k + d̄2

i,k

2
− σi

ri

θ̃iθ̂i (26)

n) 根据如上的演算过程, 直接给出 Lyapunov
函数和控制器设计

Vn = Vn−1 +
1
2
z2

n +
1

2rn

θ̃2
n =

n∑
i=1

{
1
2
z2

i +
1

2ri

θ̃2
i

}
(27)

更新率

˙̂
θn =

rn

2a2
n,minbn

SSST
n,kSSSn,kz

2
n − σnθ̂n (28)

和控制器

v = − 1
Dn

(
θ̂nzn

2a2
n,minbn

SSST
n,kSSSn,k + knzn + zn

)
(29)

其中 Dn = gn,maxc̄ 是常数值.

V̇n−1 ≤
n−1∑
i=1

{−kiz
2
i + gi,kzizi+1 +

a2
i,k + ε∗2i,k + d̄2

i,k

2
− σi

ri

θ̃iθ̂i} (30)

对 (27) 求导并考虑 zn = xn − αn−1 可得

V̇n ≤ V̇n−1 + znżn +
1
rn

θ̃n
˙̂
θn ≤

V̇n−1 + zn(gn,k(cv + ∆(v)) + fn +

dn,k − α̇n−1) +
1
rn

θ̃n
˙̂
θn (31)

定义

Fn,k = fn,k − α̇n−1 =

fn,k −
n∑

l=1

∂αn−1

∂xl

ẋl +

n∑
l=1

∂αn−1

∂θ̂l

˙̂
θl +

n∑
l=0

∂αn−1

∂y
(l)
d

y
(l+1)
d (32)

利用 RBF 神经网络逼近未知的非线性函数
Fn,k

Fn,k = WWW ∗T
n,kSSSn,k(ZZZn) + εn,k, |εn,k| ≤ ε∗n,k (33)

其中, ZZZn = [x̄n,
¯̂
θn−1, ȳ

(n)
d ]T. ε∗n,k 是正的常数. 类

似前面 n− 1 步, 这里定义 ‖WWW ∗
n,max‖2 = bnθ∗n, 其中

WWW ∗
n,max = max{WWW ∗

n,k : k ∈ M}.

V̇n ≤ V̇n−1 + zn(gn,k(cv + ∆(v))+

WWW ∗T
n,kSSSn,k(ZZZn) + εn,k + dn,k) +

1
rn

θ̃n
˙̂
θn ≤

V̇n−1 − θ̂nz2
n

2a2
n,minbn

SSST
n,kSSSn,k +

1
2
z2

n +
1
2
d̄2

n,k−

knz2
n − z2

n + z2
n +

1
4
(gn,max∆̄(v))2+

1
2a2

n

z2
n

θ∗n
bn

SSST
n,kSSSn,k +

1
2
a2

n,k +
1
2
z2

n +
1
2
ε∗2n,k+

θ̃n(
1

2a2
n,minbn

SSST
n,kSSSn,kz

2
n − σnθ̂n) (34)

整理可得

V̇n ≤
n−1∑
i=1

gi,kzizi+1 + z2
n +

1
4
(gn,max∆̄(v))2 +

n∑
i=1

{−kiz
2
i +

a2
i,k + ε∗2i,k + d̄2

i,k

2
−

σi

ri

θ̃iθ̂i} (35)

利用如下不等式

n−1∑
i=1

gi,kzizi+1 ≤
n∑

i=1

gi,maxz
2
i (36)

−σi

ri

θ̃iθ̂i ≤ −σi

ri

θ̃2
i +

σi

ri

θ̃iθ
∗
i ≤ −σiθ̃

2
i

2ri

+
σiθ

∗2
i

2ri

(37)

最终可得

V̇n ≤
n−1∑
i=1

(
− (ki − gi,max)z2

i −
σi

2ri

θ̃2
i

)
−

(kn − 1− gn,max)z2
n −

σn

2rn

θ̃2
n +

n∑
i=1

{a2
i,max + ε∗2i,max + d̄2

i,max

2
+

σi

2ri

θ∗2i }+
1
4
(gn,max∆(v))2 (38)

我们有

V̇n ≤ −ρ1Vn + δ1 (39)
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其中,

ρ1 = min{2(ki − gi,max), σi, 2(kn − 1−
gn,max), σn}, i = 1, 2, · · · , n− 1

δ1 =
n∑

i=1

{
a2

i,max + ε∗2i,max + d̄2
i,max

2
+

σi

2ri

θ∗2i

}
+

1
4
(gn,max∆(v))2 (40)

为了保证 ρ1 是正值, 需要 ki − gi,max > 0, σi > 0,
kn − 1− gn,max > 0, i = 1, 2, · · · , n− 1.

定理 1. 由被控系统 (1), 自适应更新率 (18),
(25) 和 (28), 虚拟控制信号 (17) 与 (24) 和控制器
(29) 构成的闭环系统. 对于足够大的紧集 ΩZZZ , 使得
对于所有的 t ≥ 0, ZZZ ∈ ΩZZZ . 则对于有界的初始条
件, 有:

1) 对于闭环系统的所有信号都是有界的; 2) 在
有限的时间下, 通过选择合适的控制参数, 可以保证
跟踪误差 z1 = x1 − yd 收敛到零的小范围内.

证明. 从式 (39) 中可以看出

Vn(t) ≤
(

Vn(0)− δ1

ρ1

)
e−ρ1t +

δ1

ρ1

(41)

根据不等式 (41), 表明在闭环系统中的所有信号都
是有界的.

‖z1‖ ≤
√

δ1

k1 − g1,max

(42)

即随着 t 趋近于无穷, 有如下的不等式成立

‖zi‖ ≤
√

δ1

ki − gi,max

‖zn‖ ≤
√

δ1

kn − 1− gn,max

‖θ̃i‖ ≤
√

2riδ1

σi

, i = 1, 2, · · · , n (43)

证明过程和上面推导过程类似, 这里省略. ¤

3 仿真与验证

这部分利用两个例子验证提出控制器的可行性.
例 1. 考虑如下的二阶切换非线性系统





ẋ1 = g1,1x2 + f1,1 + d1,1

ẋ2 = g2,1u + f2,1 + d2,1

y = x1

(44)





ẋ1 = g1,2x2 + f1,2 + d1,2

ẋ2 = g2,2u + f2,2 + d2,2

y = x1

(45)

其中, g1,1 = sin(x1) + 2, f1,1 = x2
1, g2,1 =

cos(x1x2) + 4, f2,1 = x1x
2
2, g1,2 = 2, f1,2 = x1,

g2,2 = 2, f2,2 = x1x2, d1,1 = d1,2 = 0.1sin(t) cos(t),
d2,1 = d2,2 = 0.2sin(0.5t). 参考轨迹 yd =
sin(t) + sin(0.5t). 初始条件 x1(0) = 0.05, x2(0) =
0.05, θ̂1(0) = 0, θ̂2(0) = 0.

控制输入考虑饱和的非线性特性, 参数 u− =
−9, u+ = 3. 基于设计的控制器, RBF 神经网络用
来逼近未知的系统动态, RBF 神经网络 ŴWW 1

TSSS1(ZZZ1)
包含 53 个神经元和 ŴWW 2

TSSS2(ZZZ2) 包含 56 个神经元均
匀分布在 [−2, 2]3 和 [−2, 2]6, 神经网络间距为 1, 宽
度设为 0.95.

˙̂
θ1 =

r1

2a2
1b1

SSST
1 SSS1z

2
1 − σ1θ̂1 (46)

˙̂
θ2 =

r2

2a2
2b2

SSST
2 SSS2z

2
2 − σ2θ̂2 (47)

其中, r1 = 10, r2 = 13, σ1 = 0.2, σ2 = 0.08,
b1 = 1, b2 = 1, a1 = 1, a2 = 1.
虚拟控制函数如下:

α1 = − 1
g1

(
θ̂1

2a2
1b1

SSST
1 SSS1 + k1 + 1

)
z1 (48)

其中, g1 = 1, k1 = 21. 控制器如下:

v = − 1
D

(
θ̂2z2

2a2
2,minbn

SSST
2 SSS2 + k2z2 + z2

)
(49)

其中, D = 6, k2 = 3.
仿真结果展示在图 2∼图 7 中. 图 2 给出了系

统输出 y 和参考轨迹 yd. 图 3 展示了系统输出和
参考轨迹的差值, 稳定后的跟踪误差在 −0.015 和
0.015 之间. 图 4 展示了控制器 u 的时间轨迹, 可以
看出饱和特性的输入 v 在饱和特性下的输出 u 的效

果图. 图 5 和图 6 显示了自适应控制率的轨迹. 图 7
是用到的随机切换控制信号. 仿真结果展示闭环系
统中所有信号有界.
这里主要从更新参数个数、运行时间和跟踪

性能方面展示本文提出方法的有效性. 借用文献
[11−13] 控制器设计方法做对比研究, 使其跟踪同
一参考轨迹 yd = sin(t) + sin(0.5t) 并且仿真时间
统一设定为 100 s. 文献 [11] 用到了 52 和 33 × 5
的神经元, 该方法需要对虚拟控制函数进行微分求
解. 在本例子中利用设计的控制器可以使得系统跟
踪误差收敛到 −0.015 到 0.015 之间, 而文献 [11]
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图 2 跟踪性能

Fig. 2 Tracking performances

图 3 跟踪误差 y − yd

Fig. 3 The tracking error y − yd

图 4 控制输入

Fig. 4 Control inputs

图 5 自适应更新率 θ̂1

Fig. 5 Response of the adaptive law θ̂1

图 6 自适应更新率 θ̂2

Fig. 6 Response of the adaptive law θ̂2

图 7 切换信号

Fig. 7 Switching signal
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的仿真结果显示有大的跟踪误差. 文献 [12] 用到的
神经元个数为 112 和 113, 文献 [13] 用到了 172 和

92 × 17 布局的神经网络. 而本文是基于输入饱和的
任意切换控制, 文中设计的控制器只需要两个自适
应更新参数 θ̂1, θ̂2 并且最终都收敛到常值附近, 最
终证明是有界的. 而文献 [11−13] 设计的控制器至
少需要 l 个更新参数 (l 是神经元个数), 因此本文提
出的方法避免了过多参数的调节, 减轻了运算负荷.
与文献 [23−27] 比较可以看出本文提出的控制器设
计可以在有输入受限的条件下实现任意切换控制并

保证系统性能.
例 2. 考虑带有扰动的双环化学反应器[23]:

ẋ1(t) = − 1
Gσ(t),1

x1(t)− Cσ(t),1x1(t) +

1−Rσ(t),2

Vσ(t),1

x2(t) + dσ(t),1

ẋ2(t) = − 1
Gσ(t),2

x2(t)− Cσ(t),2x2(t) +

Rσ(t),1

Vσ(t),2

x1(t) +
Fσ(t)

Vσ(t),2

u(t) + dσ(t),2(50)

其中, R 是循环流速, G 是反应滞留时间, C 是相互

作用常值. F 代表给定的速率, V 代表反应器的体

积. R11 = R12 = 0.5, G11 = G12 = 1, C11 = C12 =
1, V11 = V12 = 0.5, F1 = 0.5, R21 = R22 = 0.5,
G21 = G22 = 2, C11 = C12 = 2, V21 = V22 = 0.2,
F2 = 0.8. dσ(t),1 和 dσ(t),2 代表外部扰动以及不确定

项, 分别为 d11(·) = d21(·) = x2
1(t) cos(x1(t))/(1 +

x2
1(t)), d12(·) = d22(·) = 3/2x1(t) sin(x2(t). 参考轨
迹 yd = 0.8 sin(t). 初始条件 x1(0) = 0.05, x2(0) =
0.05, θ̂1(0) = 0, θ̂2(0) = 0.
控制输入考虑饱和的非线性特性, 参数与仿

真例 1 相同, u− = −9, u+ = 3. 其中, r1 = 5,
r2 = 6, σ1 = 0.08, σ2 = 0.1, b1 = 2, b2 = 2,
a1 = 1, a2 = 2. g1 = 2, k1 = 25, k1 = 14. 基于
设计的控制器, RBF 神经网络用来逼近未知的系
统动态, RBF 神经网络 ŴWW 1

TSSS1(ZZZ1) 包含 53 个神经
元和 ŴWW 2

TSSS2(ZZZ2) 包含 56 个神经元分别均匀分布在
[−1.2, 1.2]3 和 [−1.2, 1.2]2 × [−1, 1]2 × [−2, 2]2, 神
经网络间距为 1.2, 宽度设为 1.15. 仿真结果展示在
图 8∼图 12 中. 图 8 给出了系统输出 y 和参考轨

迹 yd. 图 9 展示了系统输出和参考轨迹的差值, 误
差在 −0.02 到 0.02 之间并且系统调整时间很短. 图
10 展示了自适应控制率的轨迹. 图 11 给出了饱和
特性的输入 v 和输出 u 的时间轨迹. 图 12 是随机
切换控制信号时间轨迹. 从仿真结果可以看出闭环
系统所有信号是有界的.

文献 [23] 采用了相同的双环化学反应器, 文献

图 8 跟踪性能

Fig. 8 Tracking performance

图 9 跟踪误差

Fig. 9 The tracking error

图 10 自适应更新率 θ̂1, θ̂2

Fig. 10 Adaptive laws θ̂1, θ̂2

[23]的参考轨迹是以频率为 0.0239Hz 的正弦信号
yd = sin(0.15t), 从跟踪效果图可以看出在正弦信
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号的上下峰值的地方出现比较大的误差并且文献

[23] 并非采用任意切换信号. 本文的参考轨迹频率
为 π

2
Hz 的正弦信号, 误差在 −0.02 到 0.02 之间.

图 11 控制输入

Fig. 11 Control inputs

图 12 切换信号轨迹 σ(t)

Fig. 12 Trajectory of the switching signal σ(t)

4 结论

本文利用 Backstepping 方法研究在任意切换
情况下的自适应神经网络跟踪控制, 系统包含未知
扰动和输入不对称饱和, 设计了神经网络状态反馈
控制器. 贡献如下: 1) 利用高斯误差函数描述一个
新的平滑非对称饱和特性, 并把 Backstepping 技术
推广应用到一类切换控制问题, 涉及到完全未知的
系统函数. 2) 提出的更新率极大减少了计算负担.
系统的输入不需要考虑虚拟控制信号的微分形式,
减少了计算的复杂度. 3) 提出的控制器可以使被控
制系统在任意切换的情况保证较小的跟踪误差并具

有短的调整时间. 最终证明设计的神经网络跟踪控
制器不仅保证了闭环系统中所有信号有界而且使系

统输出误差能收敛到零值小的领域内. 下一步工作
是开展多输入多输出系统在全状态受限和输出性能

约束情况下的任意切换控制.
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