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基于罚函数内点法的泄露积分型回声状态网的参数优化

伦淑娴 1 胡海峰 2

摘 要 为了提升泄露积分型回声状态网 (Leaky integrator echo state network, Leaky-ESN) 的性能, 提出利用罚函数内点

法优化 Leaky-ESN 的全局参数, 如泄漏率、内部连接权矩阵谱半径、输入比例因子等, 这克服了通过反复试验法选取参数值

而降低了 Leaky-ESN 模型的优越性和性能. Leaky-ESN 的全局参数必须保障回声状态网满足回声状态特性, 因此它们之间

存在不等式约束条件. 有学者提出利用随机梯度下降法来优化内部连接权矩阵谱半径、输入比例因子、泄露率三个全局参数,

一定程度上提高了 Leaky-ESN 的逼近精度. 然而, 随机梯度下降法是解决无约束优化问题的基本算法, 在利用随机梯度下降

法优化参数时, 没有考虑参数必须满足回声特性的约束条件 (不等式约束条件), 致使得到的参数值不是最优解. 由于罚函数内

点法可以求解具有不等式约束的最优化问题, 应用范围广, 收敛速度较快, 具有很强的全局寻优能力. 因此, 本文提出利用罚函

数内点法优化 Leaky-ESN 的全局参数, 并以时间序列预测为例, 检验优化后的 Leaky-ESN 的预测性能, 仿真结果表明了本文

提出方法的有效性.
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Parameter Optimization of Leaky Integrator Echo State Network with

Internal-point Penalty Function Method

LUN Shu-Xian1 HU Hai-Feng2

Abstract To improve leaky integrator echo state network (Leaky-ESN) performance, internal-point penalty function

(IPF) method is used to optimize the global parameters of Leaky-ESN, such as leakage rate, spectral radius of internal

connection weight matrix, scaling of input, etc., which overcomes loss of superiority and performance of Leaky-ESN be-

cause of using trial and error method to select parameter values. The global parameters of Leaky-ESN have to guarantee

the echo state network to meet the echo state property, thus inequality constraints exist between them. Some researchers

put forward the method using the stochastic gradient descent (GD) to optimize leakage rate, spectral radius of inter-

nal connection weight matrix, and scaling of input, which can improve the approximation precision of the Leaky-ESN

to some certain extent. However, the stochastic gradient descent method is a basic algorithm to solve unconstrained

optimization problems. Without considering parameters which need satisfy the constraint conditions of the echo state

property (inequality constraints) during using stochastic gradient descent method, the parameter value is not the optimal

solution. Internal-point penalty function method can solve the optimized problem with inequality constraints, a wide

scope of application, fast convergence speed, strong ability of global optimization. Therefore, in this paper, internal-point

penalty function method is used to optimize the global parameters of Leaky-ESN, and time series prediction is selected

as an example to examine the performance of the optimized Leaky-ESN. Simulation results show the effectiveness of the

proposed approach.
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回声状态网 (Echo state network, ESN) 是由
Jaeger 教授于 2001 年提出的一种新型递归神经网
络模型[1−2], 不仅能够解决递归神经网络存在的问
题, 而且利用其预测著名的 Mackey-Glass 混沌时
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间序列, 与以往报道的预测结果相比, 预测精度提
高 2 400 倍, 成为 ESN 研究的标志性成果[3]. 回声
状态网在系统辨识[4]、动态模式识别[5]、滤波或者

控制[6−8]、预测[9−10] 等领域获得成功应用. 与传统
的递归神经网络相比, ESN 具有如下显著特点: 1)
ESN 由随机稀疏连接的神经元组成储备池作为隐
层. 储备池的生成过程独立于回声状态网络的训练
过程, 保证了 ESN 在训练过程中的稳定性. 2) ESN
采用线性回归或最小二乘法训练储备池至输出层的

权值, 使网络的训练过程得以简化, 保证了权值的全
局最优性. 然而, 除了输出权值外, ESN 的全局参数
还包括储备池处理单元个数、内部连接权矩阵谱半

径、输入比例因子、输出反馈比例因子、泄露率等.
这些全局参数之间存在复杂的非线性关系, 通常在
训练之前根据经验选取, 因此使得 ESN 的逼近能力
不能达到最优. 文献 [11]提出了一种 ESN的改进模
型, 称为泄露积分型回声状态网 (Leaky integrator
echo state network, Leaky-ESN). Leaky-ESN 利
用随机梯度下降法来优化内部连接权矩阵谱半径、

输入比例因子、泄露率三个参数, 一定程度上提高
了 Leaky-ESN 的预测精度. 众所周知, 回声状态网
需要满足回声特性. 然而, 随机梯度下降法是解决
无约束优化问题的基本算法, 在利用随机梯度下降
法优化参数时, 没有考虑参数必须满足回声特性的
约束条件 (不等式约束条件). 因此, 从某种意义上
说, 得到的参数值不是最优解. 罚函数内点法可以求
解具有不等式约束的最优化问题, 应用范围广, 收敛
速度较快, 具有很强的全局寻优能力. 因此, 本文以
Leaky-ESN 为例, 提出利用罚函数内点法优化回声
状态网的全局参数, 进一步提升回声状态网的预测
性能. 利用罚函数内点法实质上是将不等式约束条
件下的优化问题转换为无约束的优化问题, 进而通
过牛顿法来求解无约束优化问题, 获得回声状态网
的全局最优参数.

1 泄露积分型回声状态网

Leaky-ESN 网络是 ESN 网络的一种改进模型,
能够学习慢变动态系统等. Leaky-ESN 与 ESN 的
拓扑结构相同, 其储备池是由泄露积分型神经元
组成, 如图 1 所示[11]. 在图 1 中, 输入层有 K 个

输入节点; 储备池由 N 个内部节点以及稀疏的节

点连接权值构成; 输出层有 L 个输出节点. 图中
实线表示了网络的必要连接, 而虚线表示了不同
情况下可能存在的连接. 假定网络的输入 u(n) =
[u1(n), u2(n), · · · , uK(n)]T, 储备池的神经单元状态
为 x(n) = [x1(n), x2(n), · · · , xN(n)]T, 网络的输出
y(n) = [y1(n), y2(n), · · · , yL(n)]T. 那么, Leaky-

ESN 网络的状态更新方程和输出方程为

图 1 回声状态网络的拓扑结构

Fig. 1 Structure of echo state network

x (n + 1) = (1− a) x (n) + f
(
sinW inu (n + 1)+

(ρW ) x (n) + W fby (n)
)

(1)

y(n) =g
(
W out [x(n);u(n)]

)
(2)

其中, n 是离散时刻, a 是泄漏率, a ∈ [0, 1]; ρ 是储

备池连接权值W 的谱半径; sin 是归一化之后输入

单元的比例因子, 称为输入比例因子; f 是储备池单

元的激励函数 (通常是 tanh 函数或者是 S 型函数);
g 表示输出激励函数 (典型的是单位函数和 tanh 函
数), 根据问题的不同 g 可以取线性函数或者 S 型函
数; [; ] 表示二个向量级联; W in、W、W out 和W fb

分别表示输入、储备池、输出、输出反馈的连接权矩

阵. 在整个学习和训练过程中, W , W in 和 W fb 在

随机生成之后就固定不变, W out 是通过网络训练计

算得到. Leaky-ESN 模型的训练过程就是计算输出
权值W out 的过程, 就是在均方根误差的意义上的最
小化. 通常采用 Tikhonov 正则化 (岭回归) 的方法
获得W out[12], 即:

W out = Y XT
(
XXT + θI

)−1
(3)

式中, θ 是一正则化系数. 假设 uteach(n) 是训练
样本的输入信号, yteach(n) 是训练样本的期望输出
信号. 把所有的 uteach (n) 和 x (n) 储存起来并用矩
阵 X ∈ R(K+N)×T 的行来表示, 对应的目标输出
值 y (n) 表示成 Y ∈ RL×T 的行向量. 为了评价
Leaky-ESN 模型训练效果, 通常采用标准均方根误
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差 (NRMSE), 其表达式为:

NRMSE (y, yteach) =

√√√√√
〈
‖y (n)− yteach (n)‖2

〉
〈
‖yteach (n)− 〈yteach (n)〉‖2

〉

(4)
式中, ‖·‖ 表示的是欧氏距离; 〈·〉 表示的是均值函
数.

2 罚函数内点法在 Leaky-ESN全局参数优

化中的应用

2.1 全局参数优化问题的数学模型

在 Leaky-ESN 的训练过程中, 本文除了优化
W out, 还优化泄漏率 a, 储备池连接权矩阵的谱半
径 ρ, 输入比例因子 sin. 因此, 需要建立这些全局
参数优化问题的数学模型. 由于这些参数必须保障
Leaky-ESN 具有回声状态特性, 它们之间存在不等
式约束. 因此, 具有不等式约束的优化问题表示为:

min f (ζ)

s.t. ḡi(ζ) ≥ 0, i = 1, 2, 3, · · · ,m

ζ ∈ X (5)

式中 f , gi 是定义在R 上的函数, f (ζ) 是目标函数,
ḡi (ζ) ≥ 0 是不等式约束条件; ζ = (ζ1, ζ2, · · · , ζn)
是一个 n 维向量; 集合约束 X 是 R 上的一个子集.
其可行域记为

S =
{
ζ|gi (ζ) ≥ 0, i = 1, 2, 3, · · · ,m, ζ ∈ X

}

罚函数法就是利用目标函数和约束函数构造具

有惩罚性质的函数 P (ζ) = P
(
f(ζ), ḡi(ζ)

)
, 使原约

束优化问题转化为求 P (ζ) 最优解的无约束优化问
题. 罚函数内点法, 又称内罚函数法, 它是一类保持
严格可行性的方法, 在求解无约束优化问题时, 严格
要求迭代点在可行域的内部移动. 当迭代点由可行
域的内部接近可行域的边界时, 将有无穷大的障碍,
迫使迭代点返回可行域的内部[12].

2.2 目标函数和约束条件的建立

Leaky-ESN 全局参数优化的目的是希望网络
输出值与期望值之间尽可能的接近. 因此, 在本文中
建立了如下的目标函数:

L (n) =
1
2
‖yteach (n)− y (n)‖2 (6)

只有在满足回声状态特性的情况下, 回声状态网才
是有效的, 能够具有很好的性能, 比如对时间序列的
预测性能. 回声状态特性就是随着迭代次数的增加,
回声状态网受到初始条件的影响以一定的速率越来

越小直至消失, 对于输入驱动来说, 就是不受之前输
入和内部状态的影响, 网络达到渐近稳定状态. 递
归神经网络的大多数应用是纯输入驱动情况 (例如
动态模式识别、时间序列预测、滤波或控制). 对于
这些应用, 回声状态网模型通常忽略输出反馈, 即
W fb = 0.

下面给出文献 [11] 的回声状态特性充分条件
(定理 1) 和必要条件 (定理 2).

定理 1[11]. 对于 Leaky-ESN模型 (1)和 (2),如
果满足如下条件:

1) f 是 tanh 函数;
2) g 是有界函数 (比如 tanh 函数) 或没有输出

反馈 (W fb = 0);
3) |1− (a− σ(W ))| < 1, σ(·) 表示矩阵的最大

奇异值;
那么 Leaky-ESN 模型对所有输入都满足回声状态
特性.
定理 2 [11]. 对于 Leaky-ESN 模型 (1) 和 (2),

如果满足如下条件:
1) f 是 tanh 函数;
2) 矩阵的谱半径 |λ|max (W ) > 1, 其中 W =

(ρW ) + (1− a) I, (I 是单位矩阵);
那么 Leaky-ESN 模型不具有回声状态特性.
由文献 [11] 的定理 1 和定理 2 可知, 在 Leaky-

ESN 不考虑输出反馈情况下 (即W fb = 0), 如果矩
阵W = (ρW ) + (1− a) I 的谱半径 |λ|max (W ) 大
于 1, 那么 Leaky-ESN 模型就不存在回声状态特性,
换句话说就是必须小于等于 1才行. |λ|max (W ) ≤ 1
被称为有效谱半径, 能够保证对所有的任务都满足
回声状态特性. 因此根据 |λ|max (W ) ≤ 1 可得约束
条件 1− a + ρ ≤ 1. 因此, Leaky-ESN 全局参数优
化问题的约束条件为

a− ρ ≥ 0 (7)

1− a > 0 (8)

ρ > 0 (9)

2.3 罚函数内点法的障碍函数建立

罚函数内点法需要通过构建障碍函数来解决约

束优化问题. 所谓障碍函数, 就是在可行域边界设置
一道屏障, 以保证算法在进行优化时始终在可行域
内. 罚函数内点法的障碍函数形式如下:

ϕ
(
ζ, M (k)

)
= f (ζ) + M (k)

m∑
i=1

G [ḡi (ζ)] (10)

式中, k = 1, 2, · · · , l 是内点法惩罚因子的递归次

数; ζ 是集合约束; m 是集合约束中不等式条件的个

数; M (k) 是第 k 步惩罚因子 (M (k) > 0). 惩罚函数
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G[ḡi(ζ)] 通常具有如下两种形式:

G [ḡi(ζ)] =
1

ḡi(ζ)
(11)

G [ḡi(ζ)] = − ln (ḡi(ζ)) (12)

本文采用倒数形式的惩罚项, 即式 (11). 因此, 构造
的内点法障碍函数形式如下:

ϕ
(
ζ, M (k)

)
= f (ζ) + M (k)

m∑
i=1

1
ḡi(ζ)

(13)

式中 ζ = [a; ρ],m = 3. 在优化过程中M (k) 是一个

严格递减序列, M (0) > M (1) > · · · > M (k). 因此在
实际操作过程中令

M (k+1) = cM (k) (14)

式中 c 为缩减系数 (0 < c < 1). 初始的惩罚因子
M (0) 对于整个障碍函数的性能起着很大的影响作

用. 如果太小, 那么它起的作用就会很小; 如果太大,
那么需要花费大量的时间来得到最优值, 因此采用
如下的形式来计算:

M (0) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

f (ζ (0))
m∑

i=1

1
ḡi(ζ(0))

∣∣∣∣∣∣∣∣
(15)

式中, f (ζ (0)) 是目标函数初始值; ζ (0) 是参数的
初始优化值.
通过式 (13) 可知, 随着迭代次数 k 的增加, 在

障碍函数中, 惩罚因子越来越小, 因此障碍项也越来
越小, 换句话说就是目标函数越来越接近最优值, 那
么此时得到的解越来越接近最优解.

Leaky-ESN 模型的惩罚项可以表示成:

G[gi (a, ρ)] = {a, ρ|a− ρ ≥ 0, 1− a > 0, ρ > 0}
(16)

因此, Leaky-ESN 模型的障碍函数为:

ϕ
(
X, M (k)

)
=

T∑
n=1

L (n)+

M (k)

(
1

a− ρ
+

1
1− a

+
1
ρ

)
(17)

式中, T 是批量计算中一个样本点所含的离散时刻

数.
通过式 (17), 我们把非线性不等式约束优化问

题转换成了无约束优化问题.

2.4 罚函数内点法的优化过程及步骤

本文采用牛顿法来求解无约束优化问题的最优

参数值. 牛顿法的基本思想是利用二次近似多项式

的极值点求法给出原函数的极值点的求法. 其迭代
公式如下[13]:

ζ(n + 1) = ζ(n)− [∇2ϕ(ζ(n))
]−1∇ϕ(ζ(n)) (18)

根据式 (18) 可知, 需要计算泄漏率 a 和谱半径 ρ

关于障碍函数的一阶偏导数和二阶偏导数. 为了
简化符号的表达, 我们用 ϕ1, ϕ2, ϕ11, ϕ12, ϕ21 和

ϕ22 来代替
∂ϕ
∂a

, ∂ϕ
∂ρ

, ∂ϕ2

∂a2 , ∂ϕ2

∂a∂ρ
, ∂ϕ2

∂ρ∂a
和 ∂ϕ2

∂ρ2 (∂ϕ =
∂ϕ(ζ, M (k))), 用 0u = (0, · · · , 0)T 来表示 ∂u(n)

∂q
(q ∈

{a, ρ}). 令 ` (n) = yteach (n)− y (n), 所有偏导数的
推导如下所示:

ϕ1 (n) = − `T (n) W out

[
∂x (n)

∂a
; 0u

]
−

M (k)

(
1

(ρ− a)2
− 1

(a− 1)2

)
(19)

ϕ2(n) = − `T(n)W out[
∂x(n)

∂ρ
; 0u]+

M (k)

(
1

(ρ− a)2
− 1

ρ2

)
(20)

ϕ11(n) =
(

W out

[
∂x(n)

∂a
; 0u

])2

−

`T(n)W out

[
∂2x(n)

∂a2
; 0u

]
−

M (k)

(
2

(ρ− a)3
+

1
(a− 1)3

)
(21)

ϕ12(n)=
(

W out

[
∂x(n)

∂ρ
; 0u

]
·W out

[
∂x(n)

∂a
; 0u

])
−

`T(n)W out

[
∂2x(n)
∂a∂ρ

; 0u

]
+ M (k) 3

(ρ− a)3

(22)

ϕ21(n)=
(

W out

[
∂x(n)

∂a
; 0u

]
·W out

[
∂x(n)

∂ρ
; 0u

])
−

`T(n)W out

[
∂2x(n)
∂ρ∂a

; 0u

]
+ M (k) 3

(ρ− a)3

(23)

ϕ22(n) =
(

W out

[
∂x(n)

∂ρ
; 0u

])2

−

`T(n)W out

[
∂2x(n)

∂ρ2
; 0u

]
−

M (k)

(
1

(ρ− a)3
− 2

ρ3

)
(24)
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通过式 (19)∼ (24) 可知, 我们还必须求得偏导
数 ∂x(n)

∂a
, ∂x(n)

∂ρ
,∂2x(n)

∂a2 , ∂2x(n)

∂a∂ρ
, ∂2x(n)

∂ρ∂a
和 ∂2x(n)

∂ρ2 . 其中,
为了表示方便,令 ζ (n) = sinW inu (n)+(ρW ) x (n),
可以得到如下偏导数:

∂x(n)
∂a

=(1− a)
∂x(n− 1)

∂a
− x (n− 1)+

f ′(ζ(n)) ·
(

(ρW )
∂x(n− 1)

∂a

)
(25)

∂x (n)
∂ρ

=(1− a)
∂x (n− 1)

∂ρ
+ f ′(ζ(n)) ·

(
(ρW )

∂x(n− 1)
∂ρ

+ Wx(n− 1)
)

(26)

∂2x(n)
∂a2

=(1− a)
∂2x(n− 1)

∂a2
− 2 · ∂x(n− 1)

∂a
+

f ′′(ζ(n)) ·
(

(ρW )
∂x(n− 1)

∂a

)2

+

f ′(ζ(n)) ·
(

(ρW )
∂2x (n− 1)

∂a2

)
(27)

∂2x(n)
∂a∂ρ

=(1− a)
∂2x(n− 1)

∂a∂ρ
−

∂x(n− 1)
∂ρ

+ f ′′(ζ(n)) ·
(

(ρW )
∂x(n− 1)

∂ρ
+ Wx(n− 1)

)
·

(
(ρW )

∂x (n− 1)
∂a

)
+ f ′(ζ(n)) ·

(
W

∂x(n− 1)
∂a

+ (ρW )
∂2x (n− 1)

∂a∂ρ

)

(28)

∂2x(n)
∂ρ∂a

=(1− a)
∂2x(n− 1)

∂ρ∂a
−

∂x(n− 1)
∂ρ

+ f ′′(ζ(n)) ·
(

(ρW )
∂x(n− 1)

∂ρ
+ Wx(n− 1)

)
·

(
(ρW )

∂x(n− 1)
∂a

)
+ f ′(ζ(n)) ·

(
W

∂x(n− 1)
∂a

+ (ρW )
∂2x(n− 1)

∂ρ∂a

)

(29)

∂2x(n)
∂ρ2

=(1− a)
∂2x(n− 1)

∂ρ2
+ f ′′(ζ(n)) ·

(
(ρW )

∂x(n− 1)
∂ρ

+ Wx(n− 1)
)2

+

f ′(ζ(n)) ·
(

W
∂x(n− 1)

∂ρ
+

(ρW )
∂2x(n− 1)

∂ρ2
+ W

∂x(n− 1)
∂ρ

)

(30)

式 (25)∼ (30) 提供了一个由 ∂x(n−1)

∂q
, ∂2x(n−1)

∂q2

到 ∂x(n)

∂q
, ∂2x(n)

∂q2 的递归计算方法. 这些递归方程的
初始值可以是任意值 (通常我们都设为零矩阵, 即
∂x(n−1)

∂q
= 0 和 ∂2x(n−1)

∂q2 = 0). 在递归方程中, f 函

数都是双曲正切函数 (tanh 函数), 因此我们有

f ′
(
ζ
)

=
4

2 + e2ζ + e−2ζ
(31)

f ′′
(
ζ
)

=
8

(
e−2ζ − e2ζ

)

(
2 + e2ζ + e−2ζ

)2 (32)

下面给出利用罚函数内点法寻找 Leaky-ESN
全局参数 (主要是泄漏率 a 和谱半径 ρ) 的最优值的
具体实现步骤.
步骤 1.对罚函数内点法初始化. 初始参数 ζ(0)

的值需要选取在可行域内; 根据式 (12) 可以计算
得到M 0; 缩减因子 c 的选取; 收敛精度; 迭代步数
k = 0.
步骤 2.利用牛顿法求解无约束优化问题. 首先

要判断 ‖ϕ1(n)− ϕ2(n)‖ ≤ ε 是否成立, 如果满足收
敛条件, 那么此时经过优化得到的参数值就是牛顿
优化算法下的最优值, 若不然, 我们就利用牛顿法来
继续优化参数, 即利用式 (32) 优化参数 ζ 直到满足

收敛条件.

ζ(n) = ζ(n− 1)−
[

ϕ11(n− 1) ϕ12(n− 1)
ϕ21(n− 1) ϕ22(n− 1)

]−1

×
[

ϕ1(n− 1)
ϕ2(n− 1)

]T

(33)

步骤 3.罚函数内点法寻找全局最优值. 当步骤
2 收敛条件满足时, 此时的最优值 ζ(n) 可能只是
相对的最优值, 并不一定是最终的全局最优值. 因
此, 我们还需要判断 ‖ζ(n)− ζ(n− 1)‖ ≤ ε 是否成

立, 如果收敛条件成立, 那么此时的参数值就是要
寻找的全局最优值, 否则就是相对最优值. 因此, 我
们将此时的相对最优值作为下次迭代的初始值, 令
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M (k+1) = cM (k), k = k + 1, 然后重复上述两步, 直
到满足所有的收敛条件为止.
步骤 4. 现在通过前面 3 个步骤就可以得到全

局最优参数了, 同时根据式 (3) 和式 (4) 得到输出权
值W out 和训练误差.

3 仿真与分析

为了评价罚函数内点法的优化效果, 本文以时
间序列预测为例, 与利用文献 [10] 中的随机梯度
下降法 (Gradient descent, GD) 优化 Leaky-ESN
模型参数进行比较和分析. 程序运行总的步长是
20 000 步, 500 次为一个样本点 (T = 500), 总共 40
个样本点. 当 Leaky-ESN 模型学习完成之后, 利用
50 个样本数据来评估优化后的模型的预测精度. 为
了保证数据的科学性与合理性, 训练误差 NRMSE
和测试 NRMSE, 预测误差等都是经过 50 次随机测
试之后所得出的平均值.

3.1 第一个时间序列

时间序列模型为 u (n) = sin (n)+sin (0.51n)+
sin (0.1002n) + sin (0.054n), 其期望输出 d(n) =
u(n − 5). Leaky-ESN 模型的初始值设置为

[a (0) ; ρ (0)] = ζ (0) = [0.43; 0.2], sin = 0.3,
W fb = 0. W in 是由具有均匀伪随机分布的 [−1, 1]
元素构成的矩阵. W 是由具有均匀伪随机分布的

非零元素产生具有单位谱半径的随机稀疏矩阵, 其
稀疏连接度为 0.5. 连接输入权值 W in 和内部连接

权值 W 在整个训练过程中不变, 储备池元素个数
N = 20. 罚函数内点法的惩罚因子M (0) = 6, 缩减
因子 c = 0.7; 收敛精度 ε = 10−6. 梯度下降法的初
始值选取相同.

图 1 是采用随机梯度下降法和罚函数内点法分
别优化 Leaky-ESN 时的训练误差变化曲线. 由图 1
可以看出, 罚函数内点法和随机梯度下降法均能收
敛, 利用内点法优化 Leaky-ESN 比随机梯度下降法
具有更小的 NRMSE. 另外, 图 1 表明, 在总迭代步
数中, 运用罚函数内点法优化后的模型收敛的有效
迭代步数 (优化过程中趋于收敛真正需要的迭代步
数) 更少, 说明罚函数内点法在优化时具有更快的收
敛速度. 图 2 和图 3 是随机测试中某次时间序列预
测的结果. 从图 2 和图 3 中可以看出, 罚函数内点
法优化的 Leaky-ESN 模型预测结果精度更高, 因此
与它们相对应的误差与零值线 (虚线) 的距离更为接
近. 表 1 是采用随机梯度下降法和罚函数内点法分
别优化 Leaky-ESN 时的测试 NRMSE (50 次测试
的统计平均值). 由表 1 可以看出, 利用罚函数内点
法和随机梯度下降法优化后的 Leaky-ESN 模型均
具有良好的预测性能, 其中罚函数内点法的测试误

差明显要比随机梯度下降法小. 图 4 是第 5 000 步
数据的 NRMSE 的分布区间. 其中, 柱形图纵坐标

图 2 第一时间序列的训练误差

Fig. 2 Training errors for the first time series

图 3 第一时间序列的预测

Fig. 3 Predicted values for the first time series

图 4 第一时间序列的预测误差

Fig. 4 Predicted errors for the first time series
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表示出现在每个区间总共的次数, 横坐标上数字 1
代表的误差出现的区间是 [0, 0.05] (因为在此统计区
间误差出现的次数为零, 所以人为地将第一个统计
区间扩大, 避免在图中空置), 数字 2 代表的区间是
[0.051, 0.071], 数字 2 和数字 3 的区间间隔为 0.02,
以此类推. 从图中可知, 罚函数内点法优化模型误差
在区间 [0.072, 0.092]出现次数最多达到 23次,随机
梯度下降法在区间 [0.198, 0.218] 出现最多为 25 次,
因此罚函数内点法优化模型的标准均方根误差出现

在更小区间的次数更多, 进一步说明了优化后的模
型具有更高的预测精度和更好的预测稳定性.

3.2 第二个时间序列

Mackey-Glass 混沌时间序列模型:

x(n + 1) = x(n)+

∆T




αx
(
t− τ

∆T

)

1 + x
(
t− τ

∆T

)10 + γx(n)




(34)

式中, α = 0.2, τ = 17, γ = −0.1, ∆T = 1/10. τ

表示延迟因子, 当 τ > 16.8 时序列 (34) 具有混沌
特性. Leaky-ESN 模型, 罚函数内点法初始值设置
与第一个时间序列一样. 通过仿真可知, 与随机梯
度下降法相比, 用罚函数内点法优化的 Leaky-ESN
模型仍具有良好的逼近性能. 图 5 描述了随机梯
度下降法和罚函数内点法的训练误差 NRMSE. 从
图 5 中可知, 罚函数内点法优化的模型具有更小
的 NRMSE. 图 6 和图 7 是随机测试中某次时间序
列预测的结果.从图 6和图 7中可以看出罚函数内点

图 5 第一时间序列预测的 NRMSE 分布图

Fig. 5 NRMSE of predicted values for

the first time series

图 6 第二时间序列的训练误差

Fig. 6 Training errors for the second time series

图 7 第二时间序列的预测

Fig. 7 Predicted values for the second time series

表 1 Leaky-ESN 的测试 NRMSE

Table 1 Testing NRMSE of Leaky-ESN

方法 第一时间序列 第二时间序列

随机梯度下降法 0.21240 0.17710

罚函数内点法 0.08698 0.01397

法优化的模型预测结果精度更高. 由表 1 也可以看
出, 与随机梯度下降法相比, 利用罚函数内点法优
化后的 Leaky-ESN 模型均具有良好的预测性能. 图
8 是第 5 000 步数据的 NRMSE 的分布区间. 其中,
柱形图纵坐标表示 NRMSE 出现在每个区间总共的
次数, 数字 1 表示误差的统计区间 [0, 0.01] (同样地,
为了避免过多的在图中空置, 因此我们就将第一个
统计区间人为地放大一点), 数字 2 表示误差的统计
区间 [0.011, 0.015], 数字 2 和数字 3 的区间间隔为
0.004, 以此类推. 罚函数内点法优化的模型误差主
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要集中在区间 [0.011, 0.015], 总共出现 22 次, 并且
分布比较紧凑, 说明稳定性相对比较好; 而随机梯度
下降法优化的模型主要集中在后面几个区间, 而且
分布相对比较均匀, 说明模型训练时会有一定的随
机性和不稳定性.
由以上两个仿真例子可以说明, 与随机梯度下

降法优化的 Leaky-ESN 相比, 罚函数内点法优化的
Leaky-ESN 具有更好的逼近精度. 一旦参数的初始
值满足可行域要求, 罚函数内点法将始终使参数工
作在可行域, 因此不用像随机梯度下降法那样去实
时判断参数是否满足回声特性条件, 避免算法被强
行中断重新开始, 这样不仅节约了整个优化过程的
时间, 而且对可行域中的任意一点初值都具有很好
的收敛性和稳定性.

图 8 第二时间序列的预测误差

Fig. 8 Predicted errors for the second time series

图 9 第二时间序列预测的 NRMSE 分布图

Fig. 9 NRMSE of predicted values for

the second time series

4 结论

为了保障 Leaky-ESN 模型的回声特性, Leaky-
ESN 的泄漏率和储备池连接权谱半径等全局参数
之间满足不等式约束条件. 通常需要合理地选择
Leaky-ESN 的全局参数值, 有效地提升 Leaky-ESN
模型的性能. 因此, 本文利用罚函数内点法在参数的
可行域内进行搜索, 充分利用了目标函数的二阶导
数信息, 能够获取 Leaky-ESN 模型的最优全局参数
值,提高了 Leaky-ESN模型的预测精度.另外, 在参
数修正过程中增加了目标函数的二阶导数信息, 使
得计算量增大, 但与随机梯度下降法相比, 罚函数内
点法将始终使参数工作在可行域内, 不用实时判断
参数是否满足回声特性条件, 避免算法被强行中断
重新开始, 实际上节约了整个优化过程的时间, 而且
对可行域中的任意一点初值都具有很好的收敛性和

稳定性.
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