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非均匀采样数据系统的新型模型描述方法

谢 莉 1, 2 杨慧中 1, 2 丁 锋 1, 2

摘 要 提升技术是处理非均匀采样数据 (Non-uniformly sampled-data, NUSD) 系统的标准工具. 然而, 提升状态空间模型

存在因果约束问题, 相应的提升传递函数模型结构复杂, 且参数数目过多. 因此, 它们不便于非均匀采样数据系统的辨识与控

制. 通过引入时变后移算子, 本文提出了一种输入输出表达的新型模型描述方法. 该模型能够克服提升系统模型的缺点, 使得

传统单率系统的辨识和控制方法能够推广到非均匀采样数据系统中. 仿真结果表明了新模型的优越性和有效性.
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Novel Input-output Representation of Non-uniformly Sampled-data Systems
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Abstract The lifting technique is a benchmark tool to deal with non-uniformly sampled-data (NUSD) systems. However,

the lifted state space model suffers from the causality constraint problem, and the corresponding lifted transfer function

model is complex and involves a large number of parameters. Therefore, they are inconvenient for the identification

and control purposes. By introducing a time-varying backward shift operator, this paper proposes a novel input-output

representation of NUSD systems. The proposed model can overcome the limitation of the lifted models, and make

traditional identification methods and control strategies of single-rate systems applicable to NUSD systems. The simulation

results illustrate the advantages and effectiveness of the novel model.
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非均匀采样数据 (Non-uniformly sampled-
data, NUSD) 系统是一类更为一般的多率系统, 其
输入刷新和 (或) 输出采样呈现不等时间间隔[1−2].
受到硬件设备的限制、经济条件的制约或环境因素

的影响, 非均匀采样数据系统在石油、化工、电力、
冶金、食品、医药等过程工业中广泛存在[3−5]. 在网
络控制系统中, 受到传输距离的影响以及网络承载
能力和通讯带宽的限制, 数据在传输过程中不可避
免地存在时延甚至丢包现象, 使得其实际采样间隔
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呈现非均匀性[6−7]. 在集散控制系统中, 为了节约存
储空间, 原始数据通常会经过压缩处理, 压缩之后的
数据也可看作非均匀采样数据[8].

另一方面, 相对于均匀采样方式, 非均匀采样方
式能够获得更多的有用信号, 有助于降低平均采样
频率和提高处理器的利用效率[9−10]. 因此, 非均匀
采样数据系统在雷达目标识别、信号检测与处理、通

信等领域的应用十分广泛. 同时, 非均匀采样比均匀
采样更能保证离散化后系统的能控性和能观性, 由
非均匀采样数据系统的提升状态空间模型能够唯一

重构原连续系统; 且非均匀采样数据控制系统能够
提高传统单率控制系统的性能. 因此, 可以尝试对控
制变量或被控变量进行非均匀刷新或采样, 以达到
某种特殊的设计要求[4, 11−12].
近年来, 非均匀采样数据系统在辨识领域受到

了国内外专家和学者的广泛关注. 基于快速均匀刷
新的输入数据和慢速非均匀采样的输出数据, Zhu
等利用高斯 – 牛顿迭代方法求解最小化问题, 提出
了辨识快速单率输出误差模型的预测误差方法[13];
Ding等提出了辅助模型随机梯度辨识方法, 从而对
非均匀损失输出数据和快速单率输出误差模型的参

数进行交互估计[14]; Raghavan等将最大期望算法
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和卡尔曼滤波算法相结合, 提出了快速单率状态空
间模型的辨识方法[15]. 针对存在非均匀损失输出数
据的非线性系统, Gopaluni将最大期望算法和粒子
滤波算法相结合, 提出了快速单率非线性状态空间
模型的辨识方法[16]; Tulsyan 等将未知参数向量增
广为状态向量, 提出了系统状态和参数联合在线估
计的贝叶斯方法[17]. 此外, 针对输出采样点不在快
速输入刷新点上的非均匀采样数据系统, 文献 [18]
提出了可变迭代间隔的递推辨识算法, 对连续时间
状态空间模型的参数矩阵进行估计. 针对输出在输
入刷新周期内非均匀采样的非线性系统, 文献 [19]
基于提升技术推导了各个非均匀采样点上子系统的

输入输出表达形式, 采用支持向量回归方法对模型
进行在线估计, 并提出了这类非均匀采样数据系统
的模型预测控制方法.
针对输入数据与输出数据同步非均匀采样的系

统, 丁锋等利用提升技术推导了系统的提升状态空
间模型, 基于递阶辨识原理提出了模型参数和状态
的交互估计方法[20]. 在此基础上, 文献 [21−23] 分
别考虑了提升状态空间模型的因果约束问题, 提出
了基于子空间的辨识方法. 为了避免求解因果约束
问题, 文献 [24−25] 将提升状态空间模型转化为等
价的提升传递函数模型进行辨识. 然而, 提升传递
函数模型包含的参数比提升状态空间模型更多, 因
此, 相应辨识算法的计算量较大. 文献 [26] 进一步
将提升传递函数模型分解为多个辨识子模型, 以避
免重复求解各子模型中存在的耦合参数变量, 从而
减小算法的计算量, 提高参数估计精度. 文献 [27]
借助于递阶辨识原理, 提出了计算量较小的递阶最
小二乘辨识算法. 针对有色噪声干扰的非均匀采样
数据系统, 文献 [28] 利用噪声分布的先验知识, 提
出了一种带方差重置的递推贝叶斯辨识方法. 文献
[29−30] 分别针对非均匀采样的 Wiener 非线性系
统和 Hammerstein-Wiener 非线性系统, 提出了梯
度迭代辨识算法和递阶随机梯度辨识算法. 此外, 文
献 [31−32] 研究了异步非均匀采样数据系统的辨识
问题.
如上所述, 提升状态空间模型存在因果约束问

题, 相应的提升传递函数模型结构复杂、参数数目过
多, 给非均匀采样数据系统的辨识和控制带来极大
挑战. 为此, 本文通过引入时变后移算子, 提出一种
与提升系统模型等价, 但是更加简洁的新型模型. 论
文剩余部分的框架结构如下: 第 1节为问题描述; 第
2节推导非均匀采样数据系统的离散时间模型, 包括
传统的提升状态空间模型和提升传递函数模型, 以
及本文首次提出的基于时变后移算子的传递函数模

型; 第 3 节利用仿真例子对新模型的有效性进行验
证; 第 4节为结论.

1 问题描述

考虑图 1 所示的非均匀采样数据系统, 其中连
续时间过程 P 为一个线性时不变单输入单输出系

统, 且可以描述为如下状态空间模型:
{

ẋxx(t) = Axxx(t) + BBBu(t)
y(t) =CCCxxx(t) + Du(t)

(1)

系统的输入信号 u(t)由离散时间输入序列 u(kT +
ti) 经过非均匀零阶保持器 Hτ 产生; 输出信号
y(t) 经过非均匀采样器 Sτ 获得离散时间输出序列

y(kT + ti); xxx(t) ∈ Rn 为状态向量, A ∈ Rn×n,BBB ∈
Rn,CCC ∈ R1×n, D ∈ R为连续系统状态空间模型的
参数矩阵.

图 1 非均匀采样数据系统的结构图

Fig. 1 The schematic of the non-uniformly

sampled-data systems

图 2 非均匀刷新与采样方式

Fig. 2 The non-uniform updating and sampling pattern

非均匀零阶保持器 Hτ 和采样器 Sτ 的刷

新与采样方式如图 2 所示, 离散时间输入序列
{u(kT + ti)} 与输出序列 {y(kT + ti)} 在每个框
架周期 T 内非均匀刷新和采样 r 次, 各采样时
刻 t = kT + ti, i = 0, 1, 2, · · · , r 之间的非均

匀采样间隔依次为 {τ1, τ2, · · · , τr}, 且 t0 = 0,
ti = ti−1 + τi (i = 1, 2, · · · , r), T = tr =

∑r

i=1 τi.

2 模型推导

本节通过引入时变后移算子, 提出非均匀采样
数据系统的新型传递函数模型. 为了对比研究, 以表
明新模型的优越性, 下文将首先推导出非均匀采样
数据系统的提升状态空间模型和提升传递函数模型.
为记作简便, 将 kT 时刻之后的第 i (i =

0, 1, 2, · · · , r) 个采样数据 s(kT + ti) 记作 si(k),
即 si(k) := s(kT + ti). 而 kT 时刻之前的第 i

(i = 0, 1, 2, · · · , r) 个采样数据 s(kT − T + tr−i)
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记作 s−i(k), 即

s−i(k) := s(kT − T + tr−i) = sr−i(k − 1) (2)

2.1 提升状态空间模型

根据非均匀零阶保持器Hτ 的特性, 连续输入信
号 u(t)可表示为

u(t) = ui(k), t ∈ [kT + ti, kT + ti+1)

设 tα 时刻的初始状态为 xxx(tα), 则状态空间模
型 (1)状态方程的解为

xxx(t) = exp[A(t− tα)]xxx(tα) +∫ t

tα

exp[A(t− τ)]BBBu(τ)dτ (3)

取 tα = kT + ti−1, t = kT + ti (i = 1, 2, · · · , r),
得到

xxxi(k) = Qixxxi−1(k) + HHH iui−1(k) (4)

其中

Qi := exp(Aτi) ∈ Rn×n

HHH i :=
∫ τi

0

exp(At)dtBBB ∈ Rn

递推应用式 (4)可得:

xxxi(k) = Gixxx0(k) +
i∑

j=1

FFF i,juj−1(k) (5)

其中

Gi := QiQi−1 · · ·Q1

FFF i,j :=

{
HHHj, j = i

QiQi−1 · · ·Qj+1HHHj, j = 1, 2, · · · , i− 1

由系统 (1), 利用式 (5), 输出信号 y(t) 在非均匀采
样时刻 kT + ti (i = 0, 1, · · · , r − 1)可以表示为

yi(k) =CCCGixxx0(k) + [CCCFFF i,1, CCCFFF i,2, CCCFFF i,i, D]×
[u0(k), u1(k), · · · , ui−1(k), ui(k)]T

分别定义非均匀采样提升输入向量 uuu(k) 和提
升输出向量 yyy(k)如下,

uuu(k) := [u0(k), u1(k), u2(k), · · · , ur−1(k)]T ∈ Rr

yyy(k) := [y0(k), y1(k), y2(k), · · · , yr−1(k)]T ∈ Rr

非均匀采样数据系统 (1)的提升状态空间模型可以
表示为

{
xxx0(k + 1) = Gxxx0(k) + F uuu(k)
yyy(k) = Cxxx0(k) + Duuu(k)

(6)

其中

G := Gr ∈ Rn×n

F := [FFF r,1, FFF r,2, · · · , FFF r,r] ∈ Rn×r

C :=




CCC

CCCG1

CCCG2

...
CCCGr−1



∈ Rr×n

D :=




D

CCCFFF 1,1 D 0
CCCFFF 2,1 CCCFFF 2,2 D

...
...

. . . . . .

CCCFFF r−1,1 CCCFFF r−1,2 · · · CCCFFF r−1,r−1 D



∈

Rr×r

值得注意的是, D为一个下三角矩阵, 其对角线
以上的所有元素均为 0. 这就是所谓的因果约束问
题, 在非均匀采样数据系统的辨识与控制中必须得
到有效处理. 为了避免求解这个问题, 可将提升状态
空间模型转化为输入输出表达的提升传递函数模型.

2.2 提升传递函数模型

引入单位后移算子 z−1: xxx0(k−1) =: z−1xxx0(k),
或单位前移算子 z: xxx0(k + 1) =: zxxx0(k), 提升状态
空间模型 (6)的提升传递函数模型为

yyy(k) = C(zI −G)−1F uuu(k) + Duuu(k) (7)

上式共包含 r 个子系统, 拆分以后第 i (i =
0, 1, · · · , r − 1)个子系统可表示为

yi(k) =
1

α(z)

r∑
j=1

βi,j(z)uj−1(k) (8)

其中

α(z) := z−n det[zI −G ] =

1 + α1z
−1 + α2z

−2 + · · ·+ αnz−n

βi,j(z) :=



z−nCCCGiadj[zI −G ]FFF r,j + CCCFFF i,jα(z),
j = 1, 2, · · · , i

z−nCCCGiadj[zI −G ]FFF r,j + Dα(z),
j = i + 1

z−nCCCGiadj[zI −G ]FFF r,j,

j = i + 2, i + 3, · · · , r

=

β0
i,j + β1

i,jz
−1 + β2

i,jz
−2 + · · ·+ βn

i,jz
−n
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且

β0
i,j =





CCCFFF ij, j = 1, 2, · · · , i

D, j = i + 1
0, j = i + 2, i + 3, · · · , r

βn
i,j = 0, j = 1, 2, · · · , i

与非均匀采样数据系统的提升状态空间模型

(6)相比较, 提升传递函数模型 (8)能够自然满足提
升系统的因果约束条件, 但是却包含更多的参数.

2.3 基于时变后移算子的传递函数模型

不失一般性, 以周期 T 均匀采样的线性时不变

系统 (1)可以描述为一个 n阶差分方程,

y(k) =−a1y(k − 1)− a2y(k − 2)− · · · −
any(k − n) + b0u(k) + b1u(k − 1) +

b2u(k − 2) + · · ·+ bnu(k − n)

或等价的 n阶传递函数模型,

y(k) =
b0 + b1z

−1 + b2z
−2 + · · ·+ bnz−n

1 + a1z−1 + a2z−2 + · · ·+ anz−n
u(k)

它表明 kT 时刻的采样输出 y(k)可以表示为 n + 1
个输入 {u(k), u(k − 1), u(k − 2), · · · , u(k − n)}和
n个输出 {y(k− 1), y(k− 2), · · · , y(k− n)}的线性
组合.

同理, 当系统 (1) 以图 2 所示的非均匀方
式采样时, 也可证明 kT + ti 时刻的采样输出

yi(k) 能够由 n + 1 个非均匀刷新的输入数据
{ui(k), ui−1(k), ui−2(k), · · · , ui−n(k)} 和 n 个非均

匀采样的输出数据 {yi−1(k), yi−2(k), · · · , yi−n(k)}
线性表示, 即 yi(k)可以表示为如下差分方程:

yi(k) =−ai,1yi−1(k)− ai,2yi−2(k)− · · · −
ai,nyi−n(k) + bi,0ui(k) + bi,1ui−1(k) +

bi,2ui−2(k) + · · ·+ bi,nui−n(k) (9)

定理 1. 定义提升系统第 i (i = 0, 1, · · · , r−1)
个子系统的可观测矩阵为

Oi :=




CCC

CCCQi−n+1

CCCQi−n+2Qi−n+1

...
CCCQi−1 · · ·Qi−n+1



∈ Rn×n (10)

如果 rank[Oi] = n, 即Oi可逆, 则连续时间系统 (1)
在非均匀采样时刻 kT + ti (i = 0, 1, · · · , r − 1)的
输出可以表示为式 (9)所示的差分方程形式.

证明. 设 m为大于等于 0 的任意正整数, 利用
式 (2), 由式 (4)可得:

xxxi−mr(k + m) = Qixxxi−1−mr(k + m) +

HHH iui−1−mr(k + m)

即

xxxi−mr(k) = Qixxxi−1−mr(k) + HHH iui−1−mr(k)

令 l = i−mr, 上式可写为

xxxl(k) = Qlxxxl−1(k) + HHH lul−1(k) (11)

其中

Ql := Ql+mr = Qi

HHH l :=HHH l+mr = HHH i

式 (11)适用于所有 l ≤ r 的情形. 对于确定的 l, 只
要找到满足 l + mr > 0的最小m值, 就能够求得相
应的 Ql 和HHH l.
因此,分别取 l = i−n+1, i−n+2, · · · , i−1, i,

递推应用式 (11)可得:

xxxi−n+1(k) = Qi−n+1xxxi−n(k) + HHH i−n+1ui−n(k)

xxxi−n+2(k) = Qi−n+2Qi−n+1xxxi−n(k) +

Qi−n+2HHH i−n+1ui−n(k) + HHH i−n+2ui−n+1(k)
...

xxxi−1(k) = Qi−1 · · ·Qi−n+1xxxi−n(k) +

Qi−1 · · ·Qi−n+2HHH i−n+1ui−n(k) +

Qi−1 · · ·Qi−n+3HHH i−n+2ui−n+1(k) + · · ·+
Qi−1HHH i−2ui−3(k) + HHH i−1ui−2(k)

xxxi(k) = Qi · · ·Qi−n+1xxxi−n(k) +

Qi · · ·Qi−n+2HHH i−n+1ui−n(k) +

Qi · · ·Qi−n+3HHH i−n+2ui−n+1(k) + · · ·+
QiHHH i−1ui−2(k) + HHH iui−1(k)

则 kT +tl (l = i−n, i−n+1, i−n+2, · · · , i−1, i)
时刻系统的采样输出可以表示为

yi−n(k) = CCCxxxi−n(k) + Dui−n(k)

yi−n+1(k) = CCCQi−n+1xxxi−n(k) +

CCCHHH i−n+1ui−n(k) + Dui−n+1(k)

yi−n+2(k) = CCCQi−n+2Qi−n+1xxxi−n(k) +

CCCQi−n+2HHH i−n+1ui−n(k) +

CCCHHH i−n+2ui−n+1(k) + Dui−n+2(k)
...
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yi−1(k) = CCCQi−1 · · ·Qi−n+1xxxi−n(k) +

CCCQi−1 · · ·Qi−n+2HHH i−n+1ui−n(k) +

CCCQi−1 · · ·Qi−n+3HHH i−n+2ui−n+1(k) + · · ·+
CCCQi−1HHH i−2ui−3(k) + CCCHHH i−1ui−2(k) +

Dui−1(k)

yi(k) = CCCQi · · ·Qi−n+1xxxi−n(k) +

CCCQi · · ·Qi−n+2HHH i−n+1ui−n(k) +

CCCQi · · ·Qi−n+3HHH i−n+2ui−n+1(k) + · · ·+
CCCQiHHH i−1ui−2(k) + CCCHHH iui−1(k) + Dui(k)

将 yi(k), yi−1(k), · · · , yi−n(k) 的表达式代入式
(9), 比较等号两边同项前的系数可得:

xxxi−n(k) : −ai,nCCC − ai,n−1CCCQi−n+1 −
ai,n−2CCCQi−n+2Qi−n+1 − · · · −
ai,1CCCQi−1 · · ·Qi−n+1 = CCCQi · · ·Qi−n+1

ui−n(k) : bi,n − ai,nD − ai,n−1CCCHHH i−n+1 −
ai,n−2CCCQi−n+2HHH i−n+1 − · · · −
ai,1CCCQi−1 · · ·Qi−n+2HHH i−n+1 =

CCCQi · · ·Qi−n+2HHH i−n+1

ui−n+1(k) : bi,n−1 − ai,n−1D − ai,n−2CCCHHH i−n+2 −
ai,n−3CCCQi−n+3HHH i−n+2 − · · · −
ai,1CCCQi−1 · · ·Qi−n+3HHH i−n+2 =

CCCQi · · ·Qi−n+3HHH i−n+2

...

ui−1(k) : bi,1 − ai,1D = CCCHHH i

ui(k) : bi,0 = D

上述等式可以写为如下矩阵形式:

−aaaT
i Oi = MMM i (12)

bbbi −Πiaaai = ΓΓΓi (13)

其中

aaai := [ai,n, ai,n−1, ai,n−2, · · · , ai,1]T ∈ Rn

bbbi := [bi,n, bi,n−1, bi,n−2, · · · , bi,1, bi,0]T ∈ Rn+1

MMM i :=CCCQi · · ·Qi−n+1 ∈ R1×n

Πi :=




D CCCHHH i−n+1 CCCQi−n+2HHH i−n+1

0 D CCCHHH i−n+2

0 0 D
...

...
. . .

0 0 0
0 0 0

· · · CCCQi−1 · · ·Qi−n+2HHH i−n+1

· · · CCCQi−1 · · ·Qi−n+3HHH i−n+2

· · · CCCQi−1 · · ·Qi−n+4HHH i−n+3

. . .
...

0 D

0 0




∈

R(n+1)×n

ΓΓΓi :=




CCCQi · · ·Qi−n+2HHH i−n+1

CCCQi · · ·Qi−n+3HHH i−n+2

...
CCCHHH i

D



∈ Rn+1

根据定理中的假设条件, 即 Oi 满秩, 则式 (12)中的
参数向量 aaai 有唯一解,

aaai = −[MMM iOi
−1]T (14)

将式 (14) 代入式 (13), 可求得参数向量 bbbi 的唯一

解,
bbbi = ΓΓΓi −Πi[MMM iOi

−1]T (15)

式 (9) 中的各个参数有唯一解, 因此 yi(k) (i =
0, 1, · · · , r − 1) 可以表示为式 (9) 所示的差分方
程形式. ¤

与单位后移算子 z−1 和单位前移算子 z 相对应,
分别定义时变后移算子 δ−1 和时变前移算子 δ为

si−1(k) =: δ−1si(k), si+1(k) =: δsi(k)

它们分别使得 kT + ti时刻的采样数据 si(k)后移采
样间隔 τi 和前移采样间隔 τi+1.
利用时变后移算子 δ−1的定义, 式 (9)所示的差

分方程形式可以表示为如下传递函数模型:

yi(k) =
Bi(δ)
Ai(δ)

ui(k) (16)

其中

Ai(δ) := 1 + ai,1δ
−1 + ai,2δ

−2 + · · ·+ ai,nδ−n

Bi(δ) := bi,0 + bi,1δ
−1 + bi,2δ

−2 + · · ·+ bi,nδ−n

对于辨识而言, 得到系统的模型结构形式是非
常重要的, 而模型参数可以利用输入输出数据, 通过
辨识算法进行估计. 基于时变后移算子 δ−1 的传递

函数模型 (16) 与提升传递函数模型 (8) 完全等价.
但是显然提出的新型传递函数模型 (16) 更加简洁,
它与传统单率系统的传递函数模型具有类似结构.
因此, 基于提出的新型传递函数模型, 传统单率系统
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的辨识和控制方法能够直接推广到非均匀采样数据

系统中. 另外, 与提升状态空间模型和提升传递函数
模型相比, 用模型 (16)来描述非均匀采样数据系统
所需的参数数目大大减少 (如表 1所示), 因此将极
大程度降低相关辨识和控制算法的复杂度和计算量.

表 1 模型参数数目比较

Table 1 The parameter number comparison of

different models

模型 参数数目 (n = 2, r = 10)

提升状态空间模型 n2 + 2nr + r2 144

提升传递函数模型 nr2 + n + r 212

基于时变后移算子的

传递函数模型
2nr + r 50

3 仿真验证

设非均匀采样数据系统 (图 1)中连续时间过程
P 的状态空间模型为





ẋxx(t) =

[
−0.083333−0.0083333

1 0

]
xxx(t)+

[1 0]Tu(t)

y(t) = [0 0.0083333]xxx(t)

(17)

取框架周期 T = 15 s, 非均匀采样次数 r = 5, 非
均匀采样间隔依次为 τ1 = 2 s, τ2 = 2.5 s, τ3 = 3 s,
τ4 = 3.5 s, τ5 = 4 s. 离散化后可得系统的提升状态
空间模型 (6), 其中各矩阵分别计算为

G =

[
−0.072935−0.051541

6.1849 0.44247

]

F =

[
−0.049101 0.24715 0.83288 1.8273 3.3267

12.452 15.353 16.869 15.126 7.1029

]

C =




0 0.0083333
0.015267 0.0082022
0.030401 0.0077189
0.042910 0.0067897
0.050554 0.0054089




D =




0 0 0 0 0
0.015735 0 0 0 0
0.049509 0.02422 0 0 0
0.078629 0.07226 0.034349 0 0
0.098000 0.10893 0.097963 0.046035 0




上述提升状态空间模型可转换为等价的提升传

递函数模型 (8), 其中各多项式如表 2所示.

表 2 提升传递函数模型

Table 2 The lifted transfer function model

j α(z) β0,j

1 0.1038z−1 + 0.005038z−2

2 0.1279z−1 + 0.02207z−2

3 1− 0.3695z−1 + 0.2865z−2 0.1406z−1 + 0.05318z−2

4 0.126z−1 + 0.1034z−2

5 0.05919z−1 + 0.1758z−2

j β1,j β2,j(z)

1 0.01573 + 0.09557z−1 0.04951 + 0.07633z−1

2 0.1297z−1 + 0.007972z−2 0.02422 + 0.1171z−1

3 0.1511z−1 + 0.03344z−2 0.1555z−1 + 0.01162z−2

4 0.152z−1 + 0.0775z−2 0.1723z−1 + 0.04747z−2

5 0.109z−1 + 0.145z−2 0.156z−1 + 0.1069z−2

j β3,j β4,j(z)

1 0.07863 + 0.05338z−1 0.098 + 0.02866−1

2 0.07226 + 0.08816z−1 0.1089 + 0.05529z−1

3 0.03435 + 0.1376z−1 0.09796 + 0.09715z−1

4 0.1812z−1 + 0.01602z−2 0.04604 + 0.1572z−1

5 0.1911z−1 + 0.06427z−2 0.2066z−1 + 0.02117z−2

为了将非均匀采样数据系统描述为基于时变后

移算子 δ−1 的传递函数模型 (16), 首先需要判定式
(10)所定义的可观测矩阵 Oi (i = 0, 1, · · · , 4)是
否满秩. 根据定义, 5 个子系统的可观测矩阵分别计
算为

O0 =

[
CCC

CCCQ4

]
=

[
0 0.0083333

0.024871 0.0079497

]

O1 =

[
CCC

CCCQ0

]
=

[
0 0.0083333

0.027722 0.0078401

]

O2 =

[
CCC

CCCQ1

]
=

[
0 0.0083333

0.015267 0.0082022

]

O3 =

[
CCC

CCCQ2

]
=

[
0 0.0083333

0.018644 0.0081315

]

O4 =

[
CCC

CCCQ3

]
=

[
0 0.0083333

0.021845 0.0080471

]

可见, 各个可观测矩阵均满秩, 由式 (14) 和 (15)可
以唯一确定参数向量 aaai 和 bbbi. 非均匀采样数据系统
能够描述为基于时变后移算子 δ−1 的传递函数模型

(16), 其中各多项式如表 3所示.
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表 3 基于时变后移算子的传递函数模型

Table 3 The time-varying backward shift operator

based transfer function model

i Ai(δ) Bi(δ)

0 1− 1.7269δ−1 + 0.83267δ−2 0.059191δ−1 + 0.046547δ−2

1 1− 1.3497δ−1 + 0.3946δ−2 0.015735δ−1 + 0.029157δ−2

2 1− 1.9913δ−1 + 1.0337δ−2 0.02422δ−1 + 0.018176δ−2

3 1− 1.8905δ−1 + 0.95134δ−2 0.034349δ−1 + 0.026472δ−2

4 1− 1.8047δ−1 + 0.88668δ−2 0.046035δ−1 + 0.035974δ−2

通过对比发现, 表 3 中基于时变后移算子 δ−1

的传递函数模型仅包含 20个参数, 数目远远少于表
2中提升传递函数模型所包含的 52个参数. 而且对
于单个子系统, 基于时变后移算子 δ−1 的传递函数

模型的结构也更加简单, 不包含子子模型, 而提升传
递函数模型却包含 5个子子模型. 因此, 利用本文提
出的基于时变后移算子 δ−1 的传递函数模型, 更容
易实现非均匀采样数据系统的辨识和控制.

图 3 模型预测输出与非均匀采样输出

Fig. 3 The predicted output and the non-uniformly

sampled output

将表 3中基于时变后移算子 δ−1 的传递函数模

型用于非均匀采样数据系统的单步预测, 结果如图 3
所示, 其中实线表示实际的非均匀采样输出数据, 点
表示模型预测输出. 图 3 中的对比结果表明模型预
测输出与系统的实际输出完全重合, 从而验证了提
出新模型的有效性.

4 结论

为了克服非均匀采样数据系统提升状态空间模

型和提升传递函数模型的缺陷, 本文通过引入时变
后移算子 δ−1, 提出了一种新型传递函数模型. 该模
型的结构类似于传统单率系统的传递函数模型, 参
数少且不包含子子模型, 因此更容易实现非均匀采
样数据系统的辨识和控制.
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