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初值偏差对线性系统状态向量Kalman滤波的影响

洪腾腾 1 胡绍林 1, 2

摘 要 Kalman 滤波在系统控制、信号处理和飞行器导航等领域有广泛应用. 众所周知, Kalman 滤波是建立在一组递推计

算的滤波算法. 不准确的初始值设置是否影响状态滤波结果, 这是实际应用 Kalman 滤波时必须关注和解决的问题. 本文在推

导滤波初始值与系统真实初态之间偏差对滤波结果影响的基础上, 建立了初始值偏差对后续滤波影响的传递关系, 以及滤波

结果收敛的充分条件; 通过设置多组不同初始值偏差, 分别对某三阶可观测系统和不可观测系统进行了仿真计算及结果分析,

验证了滤波初始值偏差会导致滤波结果发生明显偏离. 研究结果揭示, 即使是可观测的线性系统, 采用 Kalman 滤波时也必须

尽可能选取准确的初始值.
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Effect of Initial Deviation on Kamlan Filter of State Vectors in Linear Systems

HONG Teng-Teng1 HU Shao-Lin1, 2

Abstract Kalman filter is widely used in system control, signal processing, spacecraft navigation and other fields. It has

come to light that the Kalman filter is composed of a series of recursion algorithms. When the filter is used in practical

projects, it is an open problem whether the biased initialization is infectious to Kalman filtering results or not, which must

be paid much attention to and solved down. In this paper, the effect of initialization deviation on the recursive Kalman

filter is discussed, a transmission formula is built to analyze the Kalman filtering difference which comes from initialization

deviation, and a sufficient condition is deduced for convergence of the Kalman filter of state vectors. Setting several kinds

of initial deviation values for simulation, series of simulation results are given for a 3rd-order observable system as well

as a 3rd-order unobservable linear system. Simulation results show that deviation of initial value may result in distinct

difference of the state filtering. The results given in this paper reveal that the initial value must be carefully selected even

if the dynamic system is an observable linear time-invariant systems.
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Kalman 是上世纪 60 年代由 R. Kalman 提出
的一种时域滤波算法[1]. 该算法由于有简单的递
推结构且计算量小和存储空间少, 因而一经提出便
在过程自动化、动态系统控制[2−3]、航天器测控管

理[4]、导航与制导、机电工程与自动化乃至经济管理

等领域得到广泛的应用. 但是, 在实际应用 Kalman
滤波的过程中也面临着诸多实际问题, 譬如: 递推计
算的初始值如何设置, 模型扰动和测量误差的方差
如何给定, 选取不同初始值是否会影响滤波的结果,
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方差估计不准确会如何影响滤波效果等. 本文侧重
讨论初始值设置不当可能带来的影响.
对于 Kalman 滤波递推计算的初始值如何设置

问题, 国际国内陆续有研究成果见诸文献. 综合这方
面研究, 大致可以分为 3 类:
第一类直接假定初值已知, 回避初值如何设置

的问题, 例如, 文献 [4−7] 直接或间接地假定初始值
已知, 文献 [8−9] 初始值设定先验信息, 文献 [10] 则
避而不谈初值如何设置.

第二类是将初始值设置不准确可能带来影响

的关注点放在算法的收敛性上[11−14], 例如, Bjorn
Ursin (1980)[11]、Jafar 等 (2015)[14]、Francesco 等
(2015)[15]和Yuki等 (2015)[13]从滤波算法是否收敛
的角度讨论初始值问题, 邓自立等 (1989)[12] 在《现
代时间序列分析及其应用— 建模、滤波、去卷、预

报和控制》中认为, 只要算法收敛, 初始值偏差的影
响可忽略; 更有研究认为在实际应用中滤波初始值
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取为 0 并将 P0 选得足够大, 则初始值偏差对于系统
稳态精度无影响, 只会影响过渡过程时间长短, 并将
研究的关注点放在 Kalman 滤波的收敛速度. 客观
地说, 邓自立等 (1989) 由于只是将 Kalman 滤波用
于 CAR (Controlled auto-regressive) 等模型参数
在线辨识, 只要模型参数不随时间变化, 忽略初始值
误差影响是无可厚非的. 但是, 也有学者忽视邓教授
著作特殊背景 (常值参数递推估计), 片面地忽略初
值偏差影响, 对动态系统状态 (动态系统状态一般是
随时间变化的) 滤波估计无疑是不合适的. 更何况
即使只考虑收敛情形, 也还有是否收敛到真实状态
的问题.

第三类是附加特殊条件, 尝试估计初值, 例如,
Martin 等 (1976) 假定初值及其他时刻状态变量服
从高斯分布[16], Sumanchai 等 (1990) 通过最小二
乘法估计初值[17], Eugenio (2006) 提出用一个数学
表达式在不同情况下设置不同的初始值[18]. 另外,
近年来, 也有零星文章讨论初值偏差的问题, 例如,
Liu 等 (2009) 指出了设定初始值会带来初始估计误
差[19], 但是缺少初始值偏差对滤波结果的影响分析
和有深度的讨论.
基于上述分析, 滤波初始值对 Kalman 滤波的

结果和效果是否有影响、是否有持续性影响等基本

问题, 即使是线性系统也尚无统一和可信的结论. 鉴
于此, 本文综合运用理论分析和仿真计算分析的方
法, 并以线性系统为对象具体讨论滤波初值设置偏
差可能带来的影响.

1 初值对Kalman滤波的影响分析

为简化分析和直观反映滤波初始值 X̂0|0 与系
统真实初态 X0 之间差异 ∆X̂0 = X̂0|0 − X0 对

Kalman 滤波影响, 本文采用式 (1) 所示线性系统为
研究对象[7]

{
Xk+1 = AkXk + εk

Yk = CkXk + ηk

(1)

式中, Ak ∈ Rn×n, Ck ∈ Rm×n.
在假定扰动分量 εk ∼ N(0, Q)和测量误差 ηk ∼

N(0, R) 下, 由 Kalman 滤波理论[7] 可知状态向量

Xk ∈ Rn 最优估计和滤波误差方差阵可由式 (2) 和
式 (3) 所示的递推关系给出:

X̂k+1|k+1 = AkX̂k|k + Kk+1(Yk+1 − Ck+1AkX̂k|k) (2)

Pk+1|k+1 = (I −Kk+1Ck+1)(AkPk|kA
τ
k + Q) (3)

式中, 滤波增益矩阵满足递推关系

Kk+1 = (AkPk|kA
τ
k + Q)Cτ

k×
(Ck+1(AkPk|kA

τ
k + Q)Cτ

k + R)−1 (4)

显然, 式 (2) 和式 (3) 均为递推算式, 在实际应用
Kalman 滤波进行递推计算时, 必须先设定初值
X̂0|0 = X0 和 P0|0 = P0.

为便于讨论初始值偏差对 Kalman 滤波结果
的影响, 假定取两组初始值 X̂a

0 和 X̂b
0 分别进行

Kalman 滤波计算, 记由初始值 X̂a
0 计算的状态滤

波估计为 X̂a
k|k, 由 X̂b

0 计算的状态滤波估计为 X̂b
k|k,

则由式 (2) 不难导出如下关系:

X̂a
k+1|k+1 = AkX̂

a
k|k + Kk+1(Yk+1 − Ck+1AkX̂

a
k|k)
(5)

X̂b
k+1|k+1 = AkX̂

b
k|k + Kk+1(Yk+1 − Ck+1AkX̂

b
k|k)
(6)

记∆X̂k|k = X̂a
k|k− X̂b

k|k, 由式 (5) 和式 (6) 做差, 可
得递推关系

∆X̂k+1|k+1 = (Ak −Kk+1Ck+1Ak)∆X̂k|k (7)

引进记号Mk = Ak −Kk+1Ck+1Ak, 则由式 (7)
可得出初始值偏差对 Kalman 滤波的影响

∆X̂k+1|k+1 =
∏k

i=0
Mk+1−i(X̂a

0 − X̂b
0) (8)

定理 1.对于线性系统 (1), 为确保任意 tk 时刻

状态 Xk 的 Kalman 滤波与初始值无关, 其充要条
件是

∏k

i=0 Mk+1−i = 0.
证明. 充分性是显而易见的. 为论证必要性, 只

需分别取 n 组初始值偏差为阶单位矩阵 In 的各列,
代入式 (8) 中, 立知: 要使状态Xk 的 Kalman 滤波
与初始值无关, 至少必须

(∏k

i=0
Mk+1−i

)
In = 0 (9)

由此可知本定理成立.
定理 2.对于线性系统 (1), 如果某 tk0 时刻滤波

增益矩阵Kk0 满足方程

I −Kk0Ck0Ak0−1 = 0 (10)

则 tk0 时刻之后的 Kalman 滤波与初始值无关.
证明. 由式 (8) 和递推关系式 (7) 立知本定理

成立. 详细证明过程, 略. ¤
由于增益 Kk+1 和矩阵

∏k

i=0 Mk+1−i = 0 都
是矩阵序列 {(Ai, Ci)|i = 1, 2, · · · , k} 及协方差
矩阵 Q 和 R 的函数, 定理 1 和定理 2 的要求是
很苛刻的. 为此, 文献 [8−11] 在讨论初始值偏差
影响时, 引入滤波算法稳定性概念, 讨论能否实现
limk→+∞∆X̂k|k = 0 或者 limk→+∞ ||∆X̂k|k|| = 0.
基于上述的滤波稳定性分析的构想, 本节后续部分
简要分析 ||∆X̂k|k|| 的变化关系. 由式 (8) 可以导出
如下关系:

||∆X̂k+1|k+1|| = (X̂a
0 − X̂b

0)
τΘk(X̂a

0 − X̂b
0) (11)
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式中, Θk = (
∏k

i=0 Mk+1−i)τ
∏k

i=0 Mk+1−i.
由式 (11) 可看出, 初始值偏差对滤波结果的影

响取决于Θk 的大小. 本文称Θk 为初始偏差的影响

传递矩阵.
由于矩阵Θk 是半正定对称矩阵, 一定存在正交

矩阵 Tk, 实现矩阵的 SVD (Singular value decom-
position) 分解:

TkΘkT
τ
k =




λ1,k

. . .

λn,k


 (12)

记 X̄k = TkXk, 代入式 (11), 得初值偏差对Kalman
滤波影响关系:

||∆X̂k+1|k+1|| =
n∑

i=1

λi,k(ˆ̄xa
i,0 − ˆ̄xb

i,0)
2 (13)

式中, xi,0 为向量XXX0 的第 i 分量.
由式 (13) 可知, limk→+∞ ||∆ ˆ̄Xk+1|k+1||2 = 0

的条件是 limk→+∞maxi=1,2,··· ,n{λi,k} = 0, 亦即式
(12) 基于 SVD 分解的特征值必须是无穷小量, 才
能保证滤波结果在未来充分长的时间之后可忽略滤

波初值偏差的影响. 但是, 这并不符合工程应用的实
际需求.

2 仿真计算与结果分析

为定量分析滤波初值对 Kalman 滤波结果的影
响, 本节采用Monte Carlo 仿真方法进行数值仿真,
并分析仿真计算结果.

2.1 仿真模型的选用

为充分揭示初始值对 Kalman 滤波结果是否存
在影响不能简单归结为系统可观测性或类似条件,
本节分别选用可观测系统模型 (14) 和不可观测系统
模型 (15), 进行仿真分析.
模型 A (可观测系统)





Xk+1 =




1 0.03 −0.005
−0.03 1 0.03
0.005 0.03 1


Xk + εk

Yk =
[

1 2 1
]
Xk + ηk

(14)
模型 B (不可观测系统)





Xk+1 =




1
1

1


Xk + εk

Yk =
[

1 2 1
]
Xk + ηk

(15)

式中, εk ∼ N(0, I3σ
2
ε), ηk ∼ N(0, σ2

η).

2.2 仿真计算的步骤

步骤 1.置 σ2
ε = σ2

η = 1, 采用Monte Carlo 方
法生成两组各 N = 100 个高斯白噪声随机误差序
列 {εi|i = 1, 2, · · · , N} 和 {ηi|i = 1, 2, · · · , N};
步骤 2.置系统初值 X0, 分别按模型 A 和模型

B 递推计算, 生成系统的 “真实” 状态;

步骤 3.选取三组不同的初始值 ˆ̄Xa
0|0 = X0、

ˆ̄Xb
0|0 = X0 + 0.1X0 和

ˆ̄Xc
0|0 = X0 + 0.5X0, 按式

(2)∼ (4) 分别计算不同初始值递推获得的 Kalman
滤波 {X̂ω

k|k|k = 1, 2, · · · , N} (ω = a, b, c);

步骤 4. 对不同初始值递推获得的 Kalman 滤
波, 进行做差和比对分析.

步骤 5.计算矩阵 Θk 的最大特征值, 分析其变
化情况.

2.3 仿真结果分析

为了直观地显示不同初始值对 Kalman 滤波结
果的影响, 本节分别将初始值偏置 10% 的滤波结果
{X̂b

k|k|k = 1, 2, · · · , N} 和初始值偏置 50% 的滤波
结果 {X̂c

k|k|k = 1, 2, · · · , N} 与初始值等于系统初
态的滤波结果 {X̂a

k|k|k = 1, 2, · · · , N} 比对做差, 并
绘制影响传递矩阵 Θk 的最大特征值变化曲线.

1) 初始值偏差 10% 的滤波结果比较
分别对可观测系统模型 A 和不可观测系统

模型 B, 计算初始值偏差 10% 的 Kalman 滤波
{X̂b

k|k}, 无偏差的 Kalman 滤波 {X̂a
k|k}, 并形成比

对差 ∆X̂b−a
k = X̂b

k|k − X̂a
k|k, 绘制比对差的三个分

量变化曲线, 如图 1 所示.
分别对模型 A 和模型 B, 计算初始值偏差 10%

的 Kalman 滤波 {X̂b
k|k}, 并与系统状态 {Xk} 比对

做差 ∆X̂b−s
k = X̂b

k|k −Xk, 绘制比对差的三个分量
变化曲线, 如图 2 所示.

2) 初始值偏差 50% 的滤波结果比较
分别对可观测系统模型 A 和不可观测系统

模型 B, 计算初始值偏差 50% 的 Kalman 滤波
{X̂c

k|k} 无偏差的 Kalman 滤波 {X̂a
k|k}, 并形成比

对差 ∆X̂c−a
k = X̂c

k|k − X̂a
k|k, 绘制比对差的三个分

量变化曲线, 如图 3 所示.
分别对模型 A 和模型 B, 计算初始值偏差 50%

的 Kalman 滤波 X̂c
k|k, 并与系统状态 {Xk} 比对做

差 ∆X̂c−s
k = X̂c

k|k −Xk, 绘制比对差的三个分量变
化曲线, 如图 4 所示.
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(a) 模型 A 下计算结果

(a) Computation result under model A

(b) 模型 B 下计算结果
(b) Computation result under model B

图 1 初始值偏 10 % 时的 Kalman 滤波比对差

Fig. 1 Difference of Kalman filtering states under 10 %

deviation from the initial state of dynamic system

(a) 模型 A 下计算结果

(a) Computation result under model A

(b) 模型 B 下计算结果

(b) Computation result under model B

图 2 初始值偏 10% 的滤波与实际状态比对差

Fig. 2 Difference of Kalman filtering and true states

under 10% deviation from the initial state

(a) 模型 A 下计算结果

(a) Computation result under model A

(b) 模型 B 下计算结果
(b) Computation result under model B

图 3 初始值偏 50% 时的 Kalman 滤波比对差

Fig. 3 Difference of Kalman filtering states under 50%

deviation from the initial state of dynamic system
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(a) 模型 A 下计算结果

(a) Computation result under model A

(b) 模型 B 下计算结果
(b) Computation result under model B

图 4 初始值偏 50% 的滤波与实际状态比对差

Fig. 4 Difference of Kalman filtering and true states

under 50% deviation from the initial state

3) 不同扰动下影响传递阵的最大特征值
分别对模型 A 和模型 B, 计算在扰动误差 (协)

方差 σ2
ε 和 σ2

η 取不同值时, 影响传递矩阵 Θk 的最

大特征值变化曲线, 结果如图 5 所示.
由图 1 ∼ 4 可以看出: 无论是对可观测系统模

型 A 还是不可观测系统模型 B, Kalman 滤波初始
值与真实初始状态之间差异都会导致 Kalman 滤波
结果明显偏离真实状态, 并且不同大小的初始值偏
差可能会导致 Kalman 滤波结果出现不同大小的偏
差, 偏离真实初态越大, Kalman 滤波的偏差越大.

从图 5 可以看出: 无论是对于可观测系统模型
A, 还是不可观测系统模型 B, 影响传递阵 Θk 的最

大特征值变化曲线在滤波初始段大幅变化, 随后逐
步稳定, 但是没有像预期的收敛到 0. 这也从一个侧
面解释了为什么滤波初始值的偏差可能会长时间影

响 Kalman 滤波质量.

(a) 模型 A 下计算结果

(a) Computation result under model A

(b) 模型 B 下计算结果
(b) Computation result under model B

图 5 不同扰动方差下的最大特征值变化曲线

Fig. 5 Plot of the biggest eigenvalue under different

disturbance variance

3 结论

本文采用理论分析和仿真计算分析相结合的方

法, 系统地分析了滤波初值偏差对 Kalman 滤波的
影响.
在理论分析方面, 建立了初值偏差的影响传递

关系、影响传递矩阵和基于影响传递矩阵 SVD分解
的滤波关于初值偏差收敛的充分必要条件; 在仿真
分析方面, 以可观测和不可观测 3 维线性定常系统
为对象, 分析了不同大小初值偏差对滤波结果的影
响, 仿真计算结果显示, 无论是对于可观测还是不可
观测模型, Kalman 滤波的初始值偏差, 其影响都是
不可忽略的, 它不仅可能会导致滤波估计值偏离真
实状态, 而且偏差越大影响也可能会越大. 另外, 模
型扰动和测量系统误差的大小也会影响初值偏差对

滤波结果的影响, 方差越大则影响传递矩阵最大特
征值越大, 初始值偏差对 Kalman 滤波的影响也会
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越大. 通过详细计算分析和仿真验证, 揭示了三个方
面重要信息: 1) 关于初始值的影响, 初始值偏差可
能会导致状态滤波特别是滤波计算的前若干步滤波

结果存在很大偏差. 2) 即使是算法进入收敛状态之
后, 滤波初始值的影响也不能简单地忽略, 可能会因
为初始值设置不当, 收敛的滤波结果也不一定能收
敛到状态的真实值, 因而, 作为动态系统状态向量递
推估计的 Kalman 滤波, 不同于常值参数向量迭代
计算, 仅仅考虑算法收敛情况是不够的. 3) 偏差对
滤波结果的影响, 与系统是否可控和可观测等性质
以及算法收敛与否无必然联系, 即使是可观测系统,
滤波结果也可能持续偏离状态真实值.

本文研究结果对于实际应用 Kalman 滤波和分
析滤波结果可靠性有重要意义. 在实际应用Kalman
滤波算法时, 必须尽可能准确地选取滤波初始值和
尽可能准确地估计系统误差大小; 否则, 有可能会出
现滤波结果系统性偏差, 影响状态滤波估计的可靠
性与准确性.
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