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两个异构复杂网络的广义同步与参数识别

韦 相 1, 2 赵军产 3, 4 胡春华 4

摘 要 本文实现复杂网络未知系统参数的识别. 针对系统未知参数, 提出基于广义同步 (Generalized synchronization, GS)

的参数识别方法. 该方法基于 Babalat 引理, 利用 Lyapunov 稳定性理论, 构造另一个具有不同拓扑结构和动力学方程的网

络, 并设计有效的自适应控制器, 实现具有耦合时滞两个不同网络的广义同步, 同时准确识别未知参数. 与基于完全同步的参

数识别方法相比, 该方法能够构造低维的系统去识别高维系统的参数. 数值实验验证了算法的有效性.
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Generalized Synchronization and System Parameters Identification Between

Two Different Complex Networks
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Abstract This paper proposes a method to identify system unknown parameters of complex network. Aimed at system

unknown parameters, a method using generalized synchronization (GS) is proposed. This method bases on Barbalat lemma

and Lyapunov stability scheme and contructs an auxiliary complex network with different topologies and dynamics. Some

adaptive controllers are also designed to identify system parameters upon GS with delay coupling. Compared to the method

based on complete outer synchronization, the proposed method can construct simple and low dimensional dynamics to

identify the parameters of high dimensional dynamics. Numerical simulations are provided to show the effectiveness of

the proposed method.
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复杂网络在自然界中普遍存在、包括因特网、社

会网络、生态网络、食物链网络等. 自从Watts 等[1]

提出小世界模型和 Barabási 等[2] 提出无标度网络
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模型后, 有关复杂网络的结构、同步以及应用成为各
个领域的研究热点.
复杂网络的同步是指网络中各个相互作用节点

的一种一致行为,最近 20年,它在生物、化学、金融、
生态学、社会学等领域获得广泛的研究和应用[3−8].
陈翼等[9] 针对银行系统结构网络的研究, 从具有同
质性的随机网络, 扩展到具有异质性的无标度网络,
并从仿真中获得很多启示.
然而, 很多复杂网络的研究, 都是假设节点动力

系统参数是已知的. 当系统参数未知时, 无法开展对
复杂网络的同步或者控制等方面的研究. 因此, 复杂
网络的系统参数识别具有重要的理论和现实意义,
得到了广泛关注. 系统参数或者拓扑结构的识别方
法主要有基于压缩感知的方法和基于同步的方法等.
基于压缩感知的方法是使用高阶幂级数展开序列来

表示系统的参数和拓扑结构, 使未知参数在所有系
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数中是稀疏的, 再使用压缩感知技术计算出非零系
数, 而非零系数就是未知的参数和拓扑结构[10−11].
基于同步的方法是在驱动—响应网络模型的基础
上, 设驱动网络的动力学方程的参数是未知的, 通过
构造一个响应网络并施加自适应控制器, 使驱动网
络和响应网络达到同步状态, 同时, 识别了未知参数
或拓扑结构[12−16]. Wu[12] 提出基于完全同步的识别

方法, 构造自适应控制技术, 准确识别出拓扑结构.
Zhou 等[13] 采用自适应反馈控制方法, 能够识别包
含不同动力学节点的加权网络. Liu 等[14] 提出基

于完全同步同时识别参数和拓扑结构的方法. Zhao
等[15] 研究了具有时变节点动力学加权网络的拓扑

识别问题, Mei 等[16] 提出基于有限时间同步的识别

方法, 实现有限时间的拓扑结构识别. 以上文献都是
使用基于完全同步的识别方法.

基于完全同步的方法要求驱动网络和响应网络

的节点动力学是相同的. 然而, 在现实世界中, 不同
的网络节点具有不同的动力学. 例如生态网络的捕
食者和被捕食者模型中, 捕食者之间组成一个网络,
被捕食者之间组成另一个网络, 捕食者和被捕食者
的动力学行为是不同的, 它们之间要达到一种动态
的平衡. 这类同步被称为广义同步[17−19], 它代表着
另一层次的一致性. 与基于完全同步的识别方法相
比, 使用基于广义同步的识别方法, 可以任意构造一
个简单的, 维数更低的响应网络从而达到识别的目
的, 使得这种方法更简单更实用. Zhang 等[20] 研究

基于广义同步的拓扑识别方法, 但该文献未考虑系
统参数识别和耦合时滞的影响. 而在复杂网络中信
息传输速度是有限的, 因此, 时滞是不可避免的. 时
滞广泛存在于现实世界, 如通信网络、基因调控网
络、电力网络等. 因此, 考虑到时滞具有现实意义,
很多学者在研究复杂网络的同步和控制中都考虑了

时滞[21−24]. 罗毅平等[25] 针对节点扩张的时滞复杂

网络系统, 结合自适应控制方法和计脉冲控制器, 实
现了同步保性能控制.
基于上述的讨论, 本文针对具有系统未知参数

的复杂网络, 把它作为驱动网络, 构造另一个具有不
同拓扑结构和动力学方程的响应网络, 实现具有耦
合时滞两个网络的广义同步, 同时准确识别未知参
数. 基于 Babalat引理, 并利用 Lyapunov稳定性方
法, 设计有效的自适应控制器, 同时实现异构网络的
广义同步和参数识别. 因广义同步是指驱动网络的
某个节点和相应网络的对应节点满足一定的函数关

系, 因此, 它包含了完全同步和投影同步, 因而本文

的模型和方法更具有普遍意义. 本文首先设计了两
个网络的关系模型; 其次, 设计相应的控制器并实现
基于广义同步的参数识别; 最后, 用两个数值仿真验
证算法的有效性.

1 驱动和响应网络模型

考虑的复杂网络模型包含驱动网络和响应网络,
且驱动网络节点动力学的参数是未知的, 待识别的.
每个网络分别由 N 个节点构成, 网络内的节点动力
方程相同, 但不同网络的节点动力学方程不同, 且拓
扑结构不同, 如图 1 所示, 上层为驱动网络, 下层为
响应网络.

图 1 驱动和响应网络模型 (虚线表示网络之间的连边)

Fig. 1 Model of drive network and response network

(dashed links as interlayer links between networks)

具体模型如下:

ẋxxi(t) = fff(xi(t))) + w1

N∑
j=1

cijΓ1xxxj(t− τ),

i = 1, 2, · · · , N (1)

ẏyyi(t) = ggg(yyyi(t)) + w2

N∑
j=1

dijΓ2yyyj(t− τ) + uuui(t),

i = 1, 2, · · · , N (2)

其中, xxxi(t) = (xi1, xi2, · · · , xin)T ∈ Rn, yyyi(t) =
(yi1, yi2, · · · , yim)T ∈ Rm 分别是驱动网络和响应

网络的动力学状态变量, τ 表示耦合时滞, uuui(t) 表
示响应网络节点 i 的控制器. fff : Rn → Rn 表

示驱动网络的节点动力学, 且驱动网络节点动力
学参数是未知的. 为了区分驱动系统的未知参数,
把驱动系统分成无未知参数部分和有未知参数部

分, 则 fff(xxxi(t)) = f̄ff(xi(t)) + F̄FF (xxxi(t))ααα, ααα ∈ Rh

表示系统未知参数向量, h 表示未知参数的个数.
ggg : Rm → Rm 表示响应网络的节点动力学. Γ1 和

Γ2 分别表示驱动网络和响应网络的内耦合矩阵. w1
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和 w2 分别表示驱动网络和响应网络的耦合强度.
CCC = (cij)N×N 和DDD = (dij)N×N 分别是驱动网络和

响应网络的外耦合矩阵, cij 和 dij 定义如下: 如果
节点 j 到节点 i (i 6= j) 有连接, 则 cij > 0, dij > 0;
否则, cij = 0, dij = 0 (i 6= j), cii = −∑N

j=1,j 6=i cij,
dii = −∑N

j=1,j 6=i dij.
驱动网络 (1) 和响应网络 (2) 实现广义同步本

文这样描述[21]: 对驱动网络节点 i进行映射,连续可
微的向量映射为 ΦΦΦi : Rn → Rm (i = 1, 2, · · · , N),
如果存在控制器 uuui(t), 使得映射结果ΦΦΦi(xi(t))与响
应网络的对应节点误差趋于 0, 即

lim
t→∞

‖yyyi(t)−ΦΦΦi(xxxi(t)) ‖ = 0, i = 1, 2, · · · , N (3)

那么驱动网络 (1) 和响应网络 (2) 实现广义同步. 向
量 xxx 的范数 ‖ · ‖ 定义为 ‖xxx‖ = (xxxTxxx)1/2.
假设 1. 对任意的 xxx,yyy ∈ Rm, 存在正常量 L,

满足:

‖ggg(yyy(t))− ggg(xxx(t))‖ ≤ L‖yyy(t)− xxx(t)‖ (4)

假设 2. 对任意给定 i = 1, 2, · · · , N , 函数
组 {FFF (j)(xxxi)}m

j=1 在同步流形 {ΦΦΦi(xxxi(t)) = yyyi(t)}N
i=1

上线性无关.

2 自适应控制方法

首先定义广义同步误差如下:

eeei = yyyi(t)−ΦΦΦi(xxxi(t)) (5)

为了实现广义同步和参数识别, 需要设计有效的控
制器和更新规则. 本文设计如下的控制器并给出广
义同步和参数识别的证明.

uuui = JJJΦΦΦi
f̄ff(xxxi(t)) + JJJΦΦΦi

F̄FF (xxxi(t))α̂αα+

JJJΦΦΦi
w1

N∑
j=1

cijΓ1xxxj(t− τ)− ggg(Φi(xxxi(t)))−

w2

N∑
j=1

dijΓ2φj(xxxj(t− τ))− kieeei(t) (6)

˙̂ααα = −
N∑

i=1

F̄FF
T

i (xxxi(t)JJJT
ΦΦΦi

(xxxi(t))eeei(t) (7)

k̇i = ‖eeei(t)‖2 (8)

其中, JJJΦi
是映射ΦΦΦi(xxxi(t)) 的雅可比矩阵. α̂αα ∈ Rh

是未知参数向量 ααα 的估计, ki 是反馈控制参数, 且

是不断增大的, 当网络达到同步之后, 因为同步误差
为零, 这时 ki 将达到恒定的值, 不再增加.
使用 eeei(t) = yyyi(t)−ΦΦΦi(xxxi(t)), 设参数误差向量

α̃αα = α̂αα−ααα, 获得以下的同步误差动态方程:

ėeei(t) = ẏyyi(t)− JJJΦΦΦi
ẋxxi(t) =

ggg(yyyi(t)) + w2

N∑
j=1

dijΓ2yj(t− τ)+

uuui(t)− JJJΦΦΦi
[f̄ff(xxxi(t)) + F̄FF (xxxi(t))α̂αα+

w1

N∑
j=1

cijΓ1xxxj(t− τ)] = ggg(yyyi(t))−

ggg(ΦΦΦi(xxxi(t))) + w2

N∑
j=1

dijΓ2eeej(t− τ)+

JJJΦΦΦi
F̄FF (xxxi(t))α̃αα− kieeei(t), i = 1, 2, · · · , N

定理 1. 当假设 1 和假设 2 成立时, 在控制器
(6) 和更新规则 (7) 和 (8) 的作用下, 驱动网络 (1)
和响应网络 (2) 同时达到广义同步和参数识别.
证明. 考虑如下的 Lyapunov 函数

V (t) =
1
2

N∑
i=1

eeeT
i (t)eeei(t) +

1
2

h∑
i=1

α̃ααT
i α̃ααi+

1
2

N∑
i=1

(ki − k̄)2 +
1
2

N∑
i=1

∫ t

t−τ

eeeT
i (θ)eeei(θ)dθ

对 V (t) 沿着误差系统 (5) 的轨迹求导, 得到:

V̇ (t) =
N∑

i=1

eeeT
i (t)ėeei(t) +

h∑
i=1

α̃ααT
i

˙̃αααi +
N∑

i=1

(ki − k)k̇i+

1
2

(
N∑

i=1

eeeT
i (t)eeei(t)−

N∑
i=1

eeeT
i (t− τ)eeei(t− τ)

)
=

N∑
i=1

eeeT
i (t)[ggg(yyyi(t))− ggg(φφφi(xxxi(t)))− kieeei(t)]+

w2

N∑
j=1

N∑
j=1

eeeT
i (t)dijΓ2eeej(t− τ)+

N∑
i=1

(ki − k)||eeei(t)||2 +
1
2

N∑
i=1

eeeT
i (t)eeei(t)+

1
2

N∑
i=1

eeeT
i (t− τ)eeei(t− τ)
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因为

eeeT
i (t)AeAeAej(t− τ) ≤ 1

2
eeeT

i (t)AAAAAATeeei(t)+

1
2
eeeT

i (t− τ)eeei(t− τ) (9)

AAA = DDD ⊗ Γ2, 设 eee(t) = (eee1(t)T, eee2(t)T, · · · ,
eeeN(t)T)T ∈ Rn×N , 由假设 1 得:

V̇ (t) ≤ (L− k +
1
2
)eeeT(t)eee(t) +

1
2
eeeT(t)AAAAAATeee(t) ≤

−
(

k − L− 1
2
− 1

2
λmax(AAAAAAT)

)
eeeT(t)eee(t)

其中, λmax(AAAAAAT) 表示矩阵AAAAAAT 的最大特征值.
当取 k = 1 + L + 1/2 + λmax(AAAAAAT)/2 时,

V̇ (t) ≤ −eeeT(t)eee(t), 所以, V̇ (t) 是半负定的. 同时,
V (0) 有界, 因此 V (t) 有界, 根据 Barbalat 引理可
知,

lim
t→∞

eeei(t) = 0, i = 1, 2, · · · , N (10)

因此, 驱动网络 (1)和响应网 (2)达到广义同步, 同
时因为参数向量误差 α̃αα → 0, 即参数估计 α̂αα 有效地

逼近实际的参数向量 ααα, 实现了未知参数的识别. ¤
推论 1. 两个网络都没有耦合时滞时, 设计如

下的控制器可同时达到广义同步和参数识别.

uuui =JΦΦΦi
f̄ff(xxxi(t)) + JJJΦΦΦi

F̄FF (xxxi(t))α̂αα+

JJJΦΦΦi

N∑
j=1

cijΓ1xxxj(t)− ggg(ΦΦΦi(xxxi(t)))−

N∑
j=1

dijΓ2φφφj(xxxj(t))− ki(t)eeei(t) (11)

˙̂ααα = −
N∑

i=1

F̄FF
T

i (xxxi(t)JJJT
ΦΦΦi

(xxxi(t))eeei(t) (12)

k̇i(t) = ‖eeei(t)‖2 (13)

推论 2. 网络没有耦合时滞时, 且外部耦合矩
阵都相同, 设计如下的控制器可同时实现网络的广
义同步和参数识别.

uuui =JJJΦΦΦi
f̄ff(xxxi(t)) + JJJΦΦΦi

F̄FF (xxxi(t))α̂αα−
ggg(ΦΦΦi(xxxi(t)))− kieeei(t) (14)

˙̂ααα = −
N∑

i=1

F̄FF
T

i (xxxi(t)JJJT
ΦΦΦi

(xxxi(t))eeei(t) (15)

k̇i(t) = ‖eeei(t)‖2 (16)

对于推论 1 和推论 2, 可利用如下的 Lyapunov
函数

V (t) =
1
2

N∑
i=1

eeeT
i (t)eeei(t) +

1
2

h∑
i=1

α̃ααT
i αααi)+

1
2

N∑
i=1

(ki − k̄)2
(17)

证明可同时达到广义同步和参数识别.

3 数值仿真

驱动网络的节点是超混沌 Lü系统, 节点动力学
方程如下:

f(xi) =




â(xi2 − xi1) + xi4

−xi1xi3 + ĉxi2

xi1xi2 − b̂xi3

xi1xi3 + d̂xi4




=




xi4

−xi1xi3

xi1xi2

xi1xi3




+




xi2 − xi1 0 0 0

0 0 xi2 0

0 −xi3 0 0

0 0 0 xi4







â

b̂

ĉ

d̂




把动力系统方程写成无未知参数和有未知参数两部

分, 参数向量 α̂ = (â, b̂, ĉ, d̂)T 是未知的. 参数 α 的

真值为 a = 36, b = 3, c = 20, d = −0.8. 响应网络
的节点是蔡氏电路, 节点动力学方程如下:

ggg(xxxi) =




ς(−xi1 + xi2 − l(xi1))

xi1 − xi2 + xi3

−%xi3




其中, l(xi1) = bxi1 +0.5(a−b)(|xi1 +1|−|xi1−1|),
当 ς = 10, % = 18, a = −4/3, 且 b = −3/4, 蔡氏电
路进入混沌状态.

说明 1. 对任意的状态向量 xxxi, 因为混沌
吸引子是有界的[26], 所以必存在正的常数 M 满足

‖xxxik‖ ≤ M , k = 1, 2, 3. 同时, 蔡氏电路是线性系
统, 所以它满足假设 1 成立的条件.
说明 2. 当驱动网络的耦合强度较小, 使得驱

动网络不达到内同步时[27], 函数组 {FFF (j)(xxxi)}m
j=1 在

同步流形 {ΦΦΦi(xxxi(t)) = yyyi(t)}N
i=1 上线性无关的条件

是容易满足的, 达到假设 2 成立的条件.
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驱动网络和响应网络各有 5 个节点. 驱动网络
的耦合矩阵 C 为

C =




−3 1 0 0 2

2 −5 0 2 1

0 1 −3 2 0

0 3 1 −5 1

1 1 0 1 −3




响应网络的耦合矩阵 D 为

D =




−6 3 2 0 1

3 −4 1 0 0

2 1 −3 0 0

1 0 0 −5 4

1 0 0 4 −5




定义的广义映射为 ΦΦΦi(xxxi) = (2xi1, xi2 + xi3, xi4)T,
因此, 得到雅可比矩阵

JJJΦΦΦi
(xxxi) =




2 0 0 0

0 1 1 0

0 0 0 1




仿真中, 耦合时滞 τ = 0.2, Γ1 = I4, Γ2 =
I3. 耦合强度 w1 = 0.5, w2 = 1. 驱动网络

节点的初始状态为 (xi1(t), xi2(t), xi3(t), xi4(t)) =
(0.5iii + 1, 0.5iii + 3, 0.5iii + 5, 0.5iii + 7), 响应网络的
初始状态为 (yi1(t), yi2(t), yi3(t)) = (1 − sin(iii), 2 −
0.2cos(iii),−0.1iii), 初始的未知参数 α̂ααi, iii = 1, 2, 3, 4
和反馈控制参数 ki, i = 1, 2, · · · , N 是 [0, 1]
中的随机数. 图 2∼图 4 表示没有耦合时滞的
演化效果, 图 2 展示算法得到的参数估计值为
α̂αα = (36, 3, 20,−0.8)T. 图 5∼图 7 表示存在耦合
时滞的演化效果, 图 5 展示算法得到的参数估计值
α̂αα = (36.0001, 3, 20.0001,−0.8)T, 与实际的参数值
ααα = (36, 3, 20,−0.8)T 相比, 误差非常小. 如总体误
差图 4 和图 7 所示, 经过一定的时间演化后, 两个网
络实现了广义同步, 并准确地实现了参数识别. 图 3
和图 6 表示反馈控制参数 ki 随时间的演化过程, 当
两个网络实现同步后, 因为同步误差为 0, 因而 ki 达

到恒定值.
驱动网络和响应网络都是节点数为 200 的无

标度网络, 使用无标度网络做了仿真实验, 定义的

广义映射和例 1 相同, 仿真中, 耦合时滞 τ = 0.2,
ΓΓΓ1 = III4, ΓΓΓ2 = III3. 耦合强度 w1 = 0.2, w2 = 1.

驱动网络节点的初始状态和响应网络的初始

状态与例 1 相同, 初始的未知参数 α̂ααi, i = 1, 2, 3, 4
和反馈控制参数 ki, i = 1, 2, · · · , N 是 [0, 1] 中
的随机数. 图 8∼图 10 表示没有耦合时滞的
演化效果, 图 8 展示算法得到的参数估计值为
α̂αα = (36, 3, 20,−0.8)T, 图 11∼图 13 表示存在耦
合时滞的演化效果, 图 11 展示算法得到的参数估计
值为 α̂αα = (36.0001, 3, 20,−0.8)T, 与实际的参数值
ααα = (36, 3, 20,−0.8)T 相比, 误差非常小. 如总体误
差图 10 和图 13 所示, 经过一定的时间演化后, 两个
网络实现了广义同步, 并实现了参数识别. 图 9 和图
12 表示反馈控制参数 ki 随时间的演化过程, 当两个
网络实现同步后, 因为同步误差为 0, 因而 ki 达到恒

定值.

图 2 参数识别

Fig. 2 Parameters identification

图 3 反馈参数时间演化

Fig. 3 Feedback parameters time evolution
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图 4 广义同步总误差

Fig. 4 Total error of GS

图 5 耦合时滞的参数识别

Fig. 5 Parameters identification with delay coupling

图 6 耦合时滞的反馈参数时间演化

Fig. 6 Feedback parameters time evolution with

delay coupling

图 7 耦合时滞的广义同步总误差

Fig. 7 Total error of GS with delay coupling

图 8 参数识别

Fig. 8 Parameters identification

图 9 反馈参数时间演化

Fig. 9 Feedback parameters time evolution
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图 10 广义同步误差

Fig. 10 Total error of GS

图 11 耦合延迟的参数识别

Fig. 11 Parameters identification with delay coupling

图 12 耦合时滞的反馈参数时间演化

Fig. 12 Feedback parameters time evolution with

delay coupling

图 13 耦合延迟的广义同步总误差

Fig. 13 Total error of GS with delay coupling

4 结论

针对具有系统未知参数的复杂网络, 通过构造
另一个具有不同拓扑结构和动力学方程的网络, 从
而实现具有耦合时滞两个不同复杂网络的广义同步,
同时准确识别未知参数. 仿真结果显示, 通过设计有
效的自适应控制器, 可以同时实现两个网络的广义
同步和参数识别. 如何设计更简单的控制器以及基
于广义同步并具有随机扰动的拓扑结构识别问题及

其应用, 有待后续研究.
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14 Liu H, Lu J A, Lü J H, Hill D J. Structure identification

of uncertain general complex dynamical networks with time

delay. Automatica, 2009, 45(8): 1799−1807

15 Zhao J C, Li Q, Lu J A, Jiang Z P. Topology identification

of complex dynamical networks. Chaos, 2010, 20(2): 023119

16 Mei J, Jiang M H, Wang J. Finite-time structure identifi-

cation and synchronization of drive-response systems with

uncertain parameter. Communications in Nonlinear Science

& Numerical Simulation, 2013, 18(4): 999−1015

17 Wu X Q, Zheng W X, Zhou J. Generalized outer synchro-

nization between complex dynamical networks. Chaos, 2009,

19(1): 013109

18 Wu X J, Lu H T. Generalized function projective (lag, antic-

ipated and complete) synchronization between two different

complex networks with nonidentical nodes. Communications

in Nonlinear Science & Numerical Simulation, 2012, 17(7):

3005−3021

19 Wu Y Q, Li C P, Wu Y J, Kurths J. Generalized synchro-

nization between two different complex networks. Communi-

cations in Nonlinear Science & Numerical Simulation, 2012,

17(1): 349−355

20 Zhang S N, Wu X Q, Lu J A, Feng H, Lü J H. Recovering
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