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延迟不确定马尔科夫跳变系统的执行器和传感器故障

同时估计方法

李晓航 1 朱芳来 1

摘 要 针对具有参数不确定和延迟环节的马尔科夫跳变系统, 在状态转移概率矩阵 (Transition probability matrix, TPM)

不确定的情形下, 讨论了其执行器和传感器故障同时估计的方法. 通过扩展系统状态, 将系统转换为一个具有马尔科夫跳变参

数的广义描述系统, 基于此广义描述系统设计马尔科夫跳变观测器实现对其状态和传感器故障的估计. 与此同时, 还设计了一

组自适应律对执行器故障进行在线调节. 通过求解一组线性矩阵不等式最优化问题, 得到观测器存在的充分条件. 最后, 针对

两个数值实例, 验证了所设计方法的有效性.
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Simultaneous Estimation of Actuator and Sensor Faults for Uncertain

Time-delayed Markovian Jump Systems

LI Xiao-Hang1 ZHU Fang-Lai1

Abstract In this paper, a method of simultaneous estimation of actuator and sensor faults based on a class of uncertain

time-delayed Markovian jump systems is presented. The transition probability matrix (TPM) is assumed to be uncertain.

By extending the sensor faults as an auxiliary state, the system is converted into a generalized descriptor system with

Markovian jump parameters. Based on the transformed system, a Markovian jump observer is designed to provide the

estimates of the states and sensor faults. Meanwhile, a set of adaptive laws are given to adjust the actuator faults.

Sufficient conditions of existence of the observer are given in terms of a linear matrix inequality optimization problem.

Finally, two numerical examples are simulated to validate the effectiveness of the proposed approach.

Key words Markovian jump system, Markovian jump system observer, actuator fault estimation, sensor fault estima-

tion, time-delayed component
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马尔科夫跳变系统是一类包含连续时间状态变

量和离散时间模态变量的混杂系统. 在马尔科夫跳
变系统中, 离散的模态变量是一个在连续时间下具
有离散模态的马尔科夫过程, 其模态值取自一个有
限的集合. 马尔科夫跳变系统被广泛应用于那些存
在突发故障或环境变化的系统中, 包括电力系统、
航空航天系统、制造业系统和网络控制系统等[1].
近些年, 马尔科夫跳变系统逐渐成为了控制理论
领域的一个研究热点, 主要研究包括稳定性与控
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制设计[2−15]、故障检测与容错控制[3, 16−20]、滤波及

状态和故障估计[3, 7, 9, 16, 20, 21−24]. 在针对马尔科夫
跳变系统估计问题的研究中, 文献 [9] 针对奇异马
尔科夫跳变系统设计了观测器. 文献 [16] 基于描述
系统的方法, 对一类具有延迟和非线性项的马尔科
夫跳变系统设计了滑模观测器, 给出了系统状态和
传感器故障的估计, 并将其应用到容错控制中. 文
献 [20] 针对一类具有伊藤型随机运动的马尔科夫跳
变系统处理了容错控制问题. 针对无法在线实时获
得系统模态的广义马尔科夫跳变系统, 文献 [21] 研
究了部分模态依赖观测器和控制器设计问题. 文献
[7, 22] 考虑了状态估计和滤波问题. 文献 [23] 针对
具有非线性扰动的描述马尔科夫跳变系统设计全维

和降维观测器来估计系统的状态. 文献 [24] 基于自
适应观测器对马尔科夫跳变系统讨论了故障估计问

题. 在以上的介绍中, 文献 [7, 21−23] 考虑的是马尔
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科夫跳变系统不具有执行器和传感器的情形, 文
献 [24] 只考虑了执行器故障的估计问题, 虽然文献
[16, 20]基于滑模观测器给出了执行器和传感器故障
的同时估计, 但是需要事先获知故障以及其导数的
上界. 由此可见, 目前国内外对同时具有执行器和传
感器故障的马尔科夫跳变系统进行状态、执行器故

障和传感器故障同时估计的研究并不多见. 此外, 在
实际系统中, 延迟环节往往是导致系统不稳定的因
素之一, 状态转移概率也往往是在线估计获得的, 具
有一些不确定性, 因此对于具有延迟环节和状态转
移概率不确定性的情形进行相关议题的讨论具有重

大意义.
综上所述, 本文针对一类具有不确定状态转移

概率的延迟马尔科夫跳变系统设计了自适应观测器

来同时估计执行器和传感器故障. 本文的贡献在于:
1) 在状态转移概率不确定的情形下, 对一类具有延
迟环节和参数不确定性的马尔科夫跳变系统给出了

执行器和传感器故障的同时估计; 2) 本文假设状态
转移概率矩阵是其估计值且具有不确定性, 相较于
基于精确状态转移概率矩阵的文献 [16, 20] 更具实
用性; 3) 本文设计过程中无需事先获知执行器或传
感器故障的任何信息, 比如, 文献 [16] 要求传感器上
界已知等, 因此本文具有更小的保守性.

1 系统模型和问题描述

考虑如下在概率空间 (Ω, F, P ) 上具有参数不
确定性的线性延迟马尔科夫跳变系统



ẋxx(t) = (A(rt) + ∆A(rt))xxx(t) +
Ad(rt)xxx(t− τ) + B(rt)uuu(t) + D(rt)fffa(t)

yyy(t) = C(rt)xxx(t) + G(rt)fff s(t)
xxx(t) = φφφ(t), t ∈ [ −τ 0 ]

(1)
其中, Ω 是样本空间, F 是样本空间上的 σ-代数子
集, P 为概率测度. xxx(t) ∈ Rn, uuu(t) ∈ Rm 分别为系

统状态和控制输入. fffa(t) ∈ Rq 和 fff s(t) ∈ Rw 分

别是未知的执行器故障和传感器故障[16, 20]. {rt} 是
在有限集 S = {1, · · · , s} 内取值的连续时间离散状
态的马尔科夫过程, 它具有如下状态转移概率:

Pr(rt+h = j|rt = i) =

{
πijh + o(h), i 6= j

1 + πiih + o(h), i = j

其中 h > 0, limh→0 o(h)/h = 0, πij 是从时间 t 处

状态 i 到时间 t + h 处状态 j 的状态转移概率, 且有
πii = −∑s

j=1, i 6=j πij, πij ≥ 0. 定义 Π = {πij} 为
未知的状态转移概率矩阵, 且满足

Π⊆
{

Π̂ + ∆Π : |∆πij|≤κij, κij≥0, i 6=j, i, j∈S
}

其中 Π̂ = {π̂ij} 是已知的常数矩阵, π̂ij ≥ 0, i 6= j,

i, j ∈ S 是 πij 的估计值, ∆Π = {∆πij} 表示
状态转移速率矩阵中的不确定性, ∆πij 为速率

估计误差, 并且在有限集 [ −κij κij ] 中取值,
对于 i ∈ S, 有 π̂ii = −∑s

j=1, i 6=j π̂ij 和 ∆πii =
−∑s

j=1, i 6=j ∆πij. A(rt), Ad(rt), B(rt), D(rt),
C(rt) 和 G(rt) 是具有适当维数关于 rt 的矩阵函

数. ∆A(rt) 是表示参数不确定性的未知矩阵, 并
假设∆A(rt) = M(rt)F (rt, t)H(rt), 其中M(rt) 和
H(rt) 是已知的常矩阵, F (rt, t) 是未知的时变矩阵
满足 FT(rt, t)F (rt, t) ≤ I. τ > 0 是已知的延迟时
间. 函数 φφφ(t) 是在 [ −τ 0 ] 上的初始状态, 系统
初始模态为 r0. 假设 G (rt) 是列满秩.

注 1. 本文假设 G (rt) 是列满秩是具有一
般性的, 许多关于传感器故障估计的文献都用到
了此假设[16, 20, 25]. 关于参数不确定性 ∆A(rt) =
M(rt)F (rt, t)H(rt) 的假设也在针对不确定性系统
问题的研究中被频繁应用[26−27].
为了表示方便, 我们定义对任意矩阵 Ψ 有

Ψ(rt = i) = Ψi, i ∈ S, 任意变量 χχχ(t) 有 χχχ(t) = χχχ.
定义 1. 定义变量 === = {===(t)} ∈ L2[ 0 ∞ ),

则它的 L2 范数为 ‖===‖
2

=
√∫∞

0
===(t)T===(t)dt．

定义 2[25]. 对于 τ > 0, 如果对于 uuu ≡ 0,
∆Ai ≡ 0, fffa ≡ 0, fff s ≡ 0, 初始条件 (xxx0, r0) 和
所有定义在 [ −τ 0 ] 上的有限函数 φφφ(t), 有

[
E

∫ ∞

0

xxxT(t)xxx(t)dt|xxx0,φφφ(t), r0

]
≤ ∞

其中 E 表示数学期望, 则系统 (1) 是随机稳定的.
定义 3[28]. 对马尔科夫跳变系统形如{

ẋxx(t) = Aixxx(t) + Biuuu(t) + Bωiωωω(t)
zzzω(t) = Cixxx(t) + Diuuu(t) + Dωiωωω(t)

(2)

其中 ωωω (t) 表示干扰. 如果对于 λ > 0, 存在常数
M(xxx0, r0) 且M(0, r0) = 0, 满足

[
E

∫ ∞

0

zzzT
ω(t)zzzω(t)dt|xxx0, r0

] 1
2 ≤

γ[‖ωωω(t)‖2

2 + M(xxx0, r0)]
1
2

则系统 (2) 是随机稳定且具有 H∞ 干扰抑制指数 λ.
引理 1. 对于标量 σ > 0 和实矩阵 Θ1, Θ2 有

ΘT
1 Θ2 + ΘT

2 Θ1 ≤ σ−1ΘT
1 Θ1 + σΘT

2 Θ2

引理 2. 令矩阵 U , V ′ 和 F ′(t) 为任意适当的
实数矩阵, 其中 U 和 V ′ 为已知, F ′(t) 为未知且满
足 F ′T(t)F ′(t) ≤ I, 对于 ε > 0, 如下不等式

UF ′(t)V ′ + V ′TF ′T(t)UT ≤ εUUT + ε−1V ′TV ′
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是成立的.
假设 1. fffa 是可微的, 且 ḟffa ∈ L2[0 ∞).
注 2. 本文所设计方法可以适用于任何有界连

续的传感器故障和满足假设 1 的执行器故障, 且设
计过程不需要知道有关故障的任何信息, 例如故障
的上界[16] 和故障导数的上界[20] 等. 在实际应用中,
故障往往都是经过一个暂态的变化之后几乎保持不

变的, 即满足 ḟffa ∈ L2[0 ∞). 相比于文献 [29] 中关
于 ḟffa 有界的假设, 文中对于执行器故障的假设 1 更
具有一般性.
为了能达到传感器故障和状态同时估计的目的,

定义一个新的变量 x̄xx =

[
xxx

fff s

]
∈ Rn+w, 相应地, 记

Āi = [Ai 0n×w], C̄i = [Ci Gi], E = [In 0n×w]. 于
是, 系统 (1) 可以写为





E ˙̄xxx = Āix̄xx + ∆Aixxx + Adixxx(t− τ)+
Biuuu + Difffa

yyy = C̄ix̄xx

(3)

系统 (3) 是一个广义描述系统, 状态包括原系统的
状态和传感器故障. 如果能够针对系统 (3) 设计一
个观测器, 就能够同时得到原系统的状态和传感器
故障的估计.

2 主要结论

针对系统 (3), 本节将提出一种能同时估计系统
状态、执行器和传感器故障的自适应观测器.
设计如下自适应观测器系统





żzz = Nizzz + Liyyy + TiBiuuu +
TiDif̂ffa + TiAdix̂xx(t− τ)

ˆ̄xxx = zzz + Qiyyy
˙̂
fffa = Φi(yyy − ŷyy)

(4)

其中 zzz ∈ Rn+w 为观测器中间变量, ˆ̄xxx =

[
x̂xx

f̂ff s

]
为

x̄xx =

[
xxx

fff s

]
的估计, f̂ffa 为执行器故障 fffa 的估计,

x̂xx(t− τ) 为延迟状态 xxx(t− τ) 的估计. Ni, Li, Ti, Qi

和 Φi 为适当维数的待定矩阵. 本文的主要目标就是
求取矩阵 Ni, Li, Ti, Qi 和 Φi 使得系统 (4) 可以在
H∞ 的意义下估计系统 (3) 的状态, 同时可以给出
执行器故障 fffa 在 H∞ 意义下的估计.

因为 Gi 是列满秩, 我们可以得到

[
E

C̄i

]
=

[
In 0n×w

Ci Gi

]
也是列满秩的. 因此存在矩阵

Ti ∈ R(n+w)×n 和 Qi ∈ R(n+w)×p 满足

TiE + QiC̄i = In+w (5)

且其中一组特解为

Ti =

[
E

C̄i

]−1 [
In

0p×n

]

Qi =

[
E

C̄i

]−1 [
0n×p

Ip

]
(6)

其中 “−1” 为矩阵的Moore-Penrose 逆.
定义观测误差 eee = x̄xx− ˆ̄xxx, 由系统 (4) 中的第二

式和式 (5) 可得

eee = x̄xx−zzz−QiC̄ix̄xx = (In+w−QiC̄i)x̄xx−zzz = TiEx̄xx−zzz

因此误差的动态方程为

ėee = TiE ˙̄xxx− żzz =
TiĀix̄xx + Ti∆Aixxx + TiAdixxx(t− τ) + TiBiuuu +
TiDifffa −Nizzz − Liyyy−
TiBiuuu− TiDif̂ffa − TiAdix̂xx(t− τ) =
TiĀix̄xx + Ti∆Aixxx + TiAdixxx(t− τ)+
TiBiuuu + TiDifffa −Nizzz − Liyyy−
TiBiuuu− TiDif̂ffa − TiAdix̂xx(t− τ)+
NiTiEx̄xx−NiTiEx̄xx =
Nieee + (TiĀi − LiC̄i −NiTiE)x̄xx+
TiDif̃ffa + TiAdix̃xx(t− τ) + Ti∆Aixxx

(7)
其中 f̃ffa = fffa−f̂ffa, x̃xx(t−τ) = xxx(t−τ)−x̂xx(t−τ). 如
果待定矩阵 Ni ∈ R(n+w)×(n+w) 和 Li ∈ R(n+w)×p

满足

TiĀi − LiC̄i −NiTiE = 0 (8)

则式 (7) 可以化简为

ėee = Nieee + TiDif̃ffa + TiAdix̃xx(t− τ) + Ti∆Aixxx (9)

不难发现满足式 (8) 的一组解为

Ni = TiĀi −KiC̄i (10)

和

Li = Ki + NiQi (11)

其中Ki 为具有适当维数的任意矩阵.
由系统 (4) 中第三式和假设 1 可以得到

˙̃
fffa = ḟffa − ΦiC̄ieee (12)
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为了能够方便地求取矩阵 Ki 和 Φi, 定义一个新的

变量 ζζζ =

[
eee

f̃ffa

]
∈ Rn+w+q, 则误差方程 (9) 和

(12) 可以合并为

ζ̇ζζ = (Âi−L̂iĈi)ζζζ +D̂ivvv+Âdiζζζ(t−τ)+∆Âixxx (13)

其中 Âi =

[
TiĀi TiDi

0q×(n+w) 0q×q

]
, L̂i =

[
Ki

Φi

]
,

Ĉi =
[

C̄i 0p×q

]
, D̂i =

[
0(n+w)×q

Iq

]
,

Âdi =

[
TiĀdi 0(n+w)×q

0q×(n+w) 0q×q

]
, ∆Âi = M̂iF̂i(t)N̂i,

Ādi =
[

Adi 0n×w

]
, M̂i =

[
TiMi 0(n+w)×1

0q×1 0q×1

]
,

F̂i(t) = diag {Fi(t), Fi(t)}, N̂i =

[
Ni

01×n

]
和

vvv = ḟffa. 由 Fi(t) 的性质可得 F̂i(t) 同样满足
F̂T

i (t)F̂i(t) ≤ I.
由式 (10)、(11) 和 (13) 可以看出, 只要得到矩

阵 L̂i 使得式 (13) 是鲁棒随机稳定的, 观测器 (4) 即
可以实现. 矩阵Ki 和 Φi 可由下式获得

{
Ki = [ In+w 0(n+w)×q ]L̂i

Φi = [ 0q×(n+w) Iq ]L̂i

(14)

下面的定理给出了本文的主要结论. 该定理不
仅给出了式 (13) 的鲁棒稳定性的证明, 还给出了矩

阵 L̂i 的求取方法.
定理 1. 如果对于 λij > 0, µij > 0,

ε1i > 0 和 ε2i > 0, i, j ∈ S, 存在对称正
定矩阵 Pi ∈ R(n+w+q)×(n+w+q), Ri ∈ Rn×n,
X ∈ R(n+w+q)×(n+w+q), Z ∈ Rn×n, 矩阵 Yi ∈
R(n+w+q)×p 和 γ > 0 使得下述凸优化问题 (15)
有解 (其中, ∗ 表示矩阵的对称部分, 这里对对称矩
阵 ℘, ℘ < 0 表示对称矩阵 ℘ 是负定的), 则误差系
统 (13) 是鲁棒随机稳定的, 且具有 H∞ 干扰抑制水
平 γ. 其中

Γ1i = PiÂi − YiĈi + ÂT
i Pi − (YiĈi)T + In+w+q +

s∑
j=1, j 6=i

κ2
ij

4
λijIn+w+q+

s∑
j=1

π̂ijPj + X

Γ2i = RiAi + AT
i Ri + Z +

s∑
PiL̂i=Yi

π̂ijRj +
s∑

j=1, j 6=i

κ2
ij

4
µijIn

P̄i = [ P1 − Pi · · · Pi−1 − Pi

Pi+1 − Pi · · · Ps − Pi]

R̄i = [ R1 −Ri · · · Ri−1 −Ri

Ri+1 −Ri · · · Rs −Ri]

Λ1i = diag
{− λi1In+w+q, · · · ,−λi(i−1)In+w+q,

− λi(i+1)In+w+q, · · · ,−λisIn+w+q

}

Λ2i = diag
{− µi1In, · · · ,−µi(i−1)In,

− µi(i+1)In, · · · ,−µisIn

}

min γ2

s.t.



Γ1i PiÂdi 0 0 0 0 PiD̂i PiM̂i P̄i 0 0 0 0

∗ −X 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

∗ ∗ Γ2i RiAdi RiBi RiDi 0 0 0 N̂T
i RiMi NT

i R̄i

∗ ∗ ∗ −Z 0 0 0 0 0 0 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ −γ2Im 0 0 0 0 0 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −γ2Iq 0 0 0 0 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −γ2Iq 0 0 0 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −ε−1
1i I2 0 0 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Λ1i 0 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −ε1iI2 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −ε−1
2i I1 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −ε2iI1 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Λ2i




< 0 (15)
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证明. 选取 Lyapunov-Krasovskii 函数

V (ζζζ,xxx, i) = V (ζζζ, i) +
∫ t

t−τ

ζζζT(θ)Xζζζ(θ)dθ +

V (xxx, i) +
∫ t

t−τ

xxxT(θ)Zxxx(θ)dθ

其中 V (ζζζ, i) = ζζζTPiζζζ, V (xxx, i) = xxxTRixxx. 定义对于
具有马尔科夫过程的 Lyapunov 函数的弱微分算子
为

`V (ζζζ, i) = V (ζζζ, rt) · dζζζ

dt
|rt=i +

∑
j∈S

πijV (ζζζ, j)

`V (xxx, i) = V (xxx, rt) · dxxx

dt
|rt=i +

∑
j∈S

πijV (xxx, j)

因此对于任意 i ∈ S 有

`V (ζζζ,xxx, i) = ζζζT(Pi(Âi − L̂iĈi)+
(Âi − L̂iĈi)TPi)ζζζ + 2ζζζTPiD̂ivvv +
2ζζζTPi∆Âixxx + 2ζζζTPiÂdiζζζ(t− τ)+
ζζζTXζζζ − ζζζT(t− τ)Xζζζ(t− τ)+
xxxT(RiAi + AT

i Ri)xxx + xxxTZxxx+
2xxxTRiBiuuu + 2xxxTRiDifffa +
2xxxTRiAdixxx(t− τ) + 2xxxTRi∆Aixxx−
xxxT(t− τ)Zxxx(t− τ)+

ζζζT
s∑

j=1

πijPjζζζ + xxxT
s∑

j=1

πijRjxxx

(16)

对于上式中的 2ζζζTPi∆Âixxx 和 2xxxTRi∆Aixxx 应用引

理 2 可得, 对于 ε1i > 0 和 ε2i > 0, i ∈ S 有

2ζζζTPi∆Âixxx ≤ ε1iζζζ
TPiM̂iM̂

T
i Piζζζ + ε−1

1i xxxTN̂T
i N̂ixxx

(17)
和

2xxxTRi∆Aixxx ≤ ε2ixxx
TRiMiM

T
i Rixxx + ε−1

2i xxxTNT
i Nixxx

(18)
此外, 基于状态转移概率矩阵的特性我们可以分析
得到

s∑
j=1

πijPj =
s∑

j=1

π̂ijPj +
s∑

j=1

∆πijPj =
s∑

j=1

π̂ijPj +
s∑

j=1,j 6=i

(∆πij

2
(Pj − Pi)+

∆πij

2
(Pj − Pi))

对上式第二行最后一项应用引理 1, 可以得到对于

i, j ∈ S,

s∑
j=1

πijPj ≤
s∑

j=1

π̂ijPj+

s∑
j=1,j 6=i

(
κ2

ij

4
λijIn+w+q+λ−1

ij (Pj − Pi)2)

(19)
其中 κij 为 ∆πij 的上界在第一部分已经被定义,
λij > 0 为任意标量. 同理对于 i, j ∈ S, µij > 0 有

s∑
j=1

πijRj ≤
s∑

j=1

π̂ijRj+

s∑
j=1,j 6=i

(
κ2

ij

4
µijIn + µ−1

ij (Rj −Ri)2)
(20)

将式 (17)∼ (20) 代入式 (16) 可得

`V (ζζζ, x, i) ≤ ζζζT(Pi(Âi − L̂iĈi) +
(Âi − L̂iĈi)TPi)ζζζ + 2ζζζTPiD̂ivvv +
ε1iζζζ

TPiM̂iM̂
T
i Piζζζ + ε−1

1i xxxTN̂T
i N̂ixxx +

2ζζζTPiÂdiζζζ(t− τ) + ζζζTXζζζ −
ζζζT(t− τ)Xζζζ(t− τ) + xxxTZxxx +
xxxT(RiAi + AT

i Ri)xxx + 2xxxTRiBiuuu +
2xxxTRiDifffa + ε2ixxx

TRiMiM
T
i Rixxx +

ε−1
2i xxxTNT

i Nixxx + 2xxxTRiAdixxx(t− τ) −
xxxT(t− τ)Zxxx(t− τ) + ζζζT

s∑
j=1

π̂ijPjζζζ +

ζζζT
s∑

j=1,j 6=i

(
κ2

ij

4
λijIn+w+q + λ−1

ij (Pj − Pi)2)ζζζ +

xxxT
s∑

j=1

π̂ijRjxxx +

xxxT
s∑

j=1,j 6=i

(
κ2

ij

4
µijIn+µ−1

ij (Rj −Ri)2)xxx

令 W = `V (ζζζ,xxx, i) + ζζζTζζζ − γ2$$$T$$$, 其中 $$$ =


uuu

fffa

vvv


, 则有

W ≤ ζζζT(Pi(Âi − L̂iĈi) + (Âi − L̂iĈi)TPi)ζζζ +
2ζζζTPiD̂ivvv + ε1iζζζ

TPiM̂iM̂
T
i Piζζζ +

ε−1
1i xxxTN̂T

i N̂ixxx + 2ζζζTPiÂdiζζζ(t− τ)+
ζζζTXζζζ − ζζζT(t− τ)Xζζζ(t− τ)+
xxxT(RiAi + AT

i Ri)xxx + xxxTZxxx + 2xxxTRiBiuuu +
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ε2ixxx
TRiMiM

T
i Rixxx + ε−1

2i xxxTNT
i Nixxx+

2xxxTRiDifffa + 2xxxTRiAdixxx(t− τ)−
xxxT(t− τ)Zxxx(t− τ) + ζζζT

s∑
j=1

π̂ijPjζζζ +

ζζζT
s∑

j=1,j 6=i

(
κ2

ij

4
λijIn+w+q +λ−1

ij (Pj − Pi)2)ζζζ +

xxxT
s∑

j=1

π̂ijRjxxx + xxxT
s∑

j=1,j 6=i

(
κ2

ij

4
µijIn +

µ−1
ij (Rj −Ri)2)xxx + ζζζTζζζ − γ$$$T$$$ = ηηηTΩiηηη

其中

Ωi=




Υ1i PiÂdi 0 0 0 0 PiD̂i

∗ −X 0 0 0 0 0

∗ ∗ Υ2i RiAdi RiBi RiDi 0

∗ ∗ ∗ −Z 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ −γ2Im 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −γ2Iq 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −γ2Iq




Υ1i=Pi(Âi − L̂iĈi) + (Âi − L̂iĈi)TPi + In+w+q+

ε1iPiM̂iM̂
T
i Pi + X +

s∑
j=1

π̂ijPj+
s∑

j=1,j 6=i

(κ2
ij

4
λijIn+w+q+λ−1

ij (Pj − Pi)2)

Υ2i = RiAi + AT
i Ri + Z +

s∑
j=1

π̂ijRj+
s∑

j=1,j 6=i

(κ2
ij

4
µijIn+µ−1

ij (Rj −Ri)2)+

ε2iRiMiM
T
i Ri + ε−1

1i N̂T
i N̂i + ε−1

2i NT
i Ni

ηηη =
[

ζζζ ζζζ(t− τ) xxx xxx(t− τ) $$$
]T

注意到 PiL̂i = Yi, 且对式 (15) 计算舒尔补可得
W < 0, 即 `V + ζζζTζζζ − γ$$$T$$$ < 0. 由 Dynkin′s 公
式, 有

E {V (ζζζ,xxx, i)} − E {V (ζζζ0,xxx0, r0)}+

E
∫ ∞

0

ζζζT(θ)ζζζ(θ)dθ − E
∫ ∞

0

γ2$$$T(θ)$$$(θ)dθ < 0

其中 ζζζ0, xxx0, r0 分别为相应量的初始值. 因此我们可
以得到

E
∫ ∞

0

ζζζT(θ)ζζζ(θ)dθ − E
∫ ∞

0

γ2$$$T(θ)$$$(θ)dθ <

EV (ζζζ0,xxx0, r0)

由定义 1 即

[
∫ ∞

0

ζζζT(θ)ζζζ(θ)dθ]
1
2 ≤ [γ2 ‖$$$(θ)‖2

2 +

V (ζζζ0,xxx0, r0)]
1
2

(21)

因此结合定义 2 和 3, 系统 (13) 鲁棒随机稳定且具
有干扰抑制水平 γ. ¤

注 3. 本文引入了 Lyapunov-Krasovskii 函数
来处理带有时滞项的稳定性证明, 利用 Lyapunov-
Krasovskii 函数中的积分项可以把系统的时滞项连
同状态引入到线性矩阵不等式中, 从而利用 Lya-
punov 稳定性理论可以使得整个系统的状态满足定
义 2 的要求.
由定理 1 可以得出, 系统 (4) 是系统 (3) 的鲁棒

观测器, 并且可以估计出系统状态、执行器和传感器
故障. 具体的算法如下:

1) 由式 (5) 和 (6) 计算得出矩阵 Ti 和 Qi;
2) 求解凸优化问题 (15), 若有解, 则可以得到

L̂i = P−1
i Yi, 并通过式 (14)计算得到矩阵Ki 和Φi;

3) 将Ki 代入式 (10) 和 (11) 即可得到矩阵 Ni

和 Li.
至此观测器的系数矩阵均求取得到, 观测器

(4) 可以实现. 系统的状态和传感器故障可由

x̂xx = [ In 0n×w ]ˆ̄xxx 和 f̂ff s = [ 0w×n Iw ]ˆ̄xxx 得到.

f̂ffa 可由系统 (4) 中的第三式在线调节得到.
注 4[13]. 系统 (4) 中的观测器是依赖于马尔科

夫跳变系统的模态的, 因此当系统跳变到某一个模
态时, 观测器相应地切换到这个模态. 此外, 观测器
又依赖于转移概率 πij, 使得其能够处理跳变所带来
的影响. 因此, 观测器 (4) 可以保证在系统跳变的情
形下始终能估计出系统状态、执行器和传感器故障.

注 5. 本文所设计的方法中传感器估计的思路
与文献 [16] 相类似, 都是利用了广义描述系统的思
想, 但是设计观测器的技术手段是不同的. 文献 [16]
将传感器故障引入到描述系统中, 然后针对该描述
系统设计了滑模观测器, 利用滑模控制律抑制了传
感器故障, 然后对系统状态 (包含传感器故障) 做出
了估计. 而本文并没有将传感器故障引入描述系统
中, 针对描述系统设计了自适应观测器, 该观测器不
仅可以估计系统状态和传感器故障, 还可以在线自
动调节出执行器故障. 相较于文献 [16], 本文存在以
下优点: 1) 本文考虑的是一类具有参数不确定且状
态转移概率不确定的延迟马尔科夫跳变系统, 而文
献 [16] 假定状态转移概率精确可得, 这具有一定限
制性; 2) 本文同时估计了状态、执行器和传感器故
障, 文献 [16] 并没有涉及到执行器故障的估计; 3)
由于文献 [16] 通过设计滑模观测器估计系统状态和
抑制传感器故障, 因此需要提前获知传感器故障的
上界, 而本文设计无需知道其上界.

3 仿真分析

3.1 数值例子

为验证本文所提出方法的有效性, 考虑一个形
如式 (1) 的具有两个模态的数值延迟马尔科夫跳变
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系统, 相关参数如下:

A1 =



−5 0 1
0 −7.5 0
2 0 −5


 , A2 =



−6 0 1.1
0 −8 0
0 0 −5




Ad1 =




0.2 0 0.1
0.1 0 0
0 0.1 0


 , B1 =




1
0
1




Ad2 =




0.1 0 0.05
0.05 0 0
0 0.05 0


 , B2 =




0.5
0

0.5




D1 =




0.2
0.1
0.1


 , D2 =




0.3
0.05
0.1




C1 = C2 =

[
1 1 0
0 1 0

]

G1 = G2 =

[
0.1
−0.3

]
,M1 = M2 =




0.1
0.2
0.1




N1 = N2 =
[

0.1 0.2 0.2
]

F1(t) = F2(t) = sin(t)

估计的状态转移概率矩阵为 Π̂ =

[
−0.4 0.4
0.3 −0.3

]
,

κ12 = κ21 = 1 和 λ12 = λ21 = ε11 = ε12 = ε21 =
ε22 = µ12 = µ21 = 1, 且延迟时间为 3 s. 执行器故
障设定为 fa = sin(5t) + e−2t + 2 cos(t), 传感器故
障设定为 fs = sin(t) + 2 cos(5t). 本文假设马尔科
夫系统有 2 个模态 S = {1, 2}.
在 仿 真 中 分 别 设 置 初 始 状 态 xxx0 =

[ 3 −2 2 ]T, zzz0 = [ 0 0 2 ]T, r0 = 1 和

φφφ(t) = [ 1 0 0 ]T, t ∈ [ −3 0 ]. 系统状态估
计如图 1∼ 3 所示. 图 4 为执行器故障估计效果, 图
5 为传感器故障估计效果. 图 6 为马尔科夫跳变系
统的切换信号. 由图 1∼ 5 可以看出本文方法对状
态、执行器和传感器故障有很好的估计效果, 仿真结
果证明了方法的可行性.

图 1 状态 x1 的估计曲线

Fig. 1 The curve of the estimation of x1

图 2 状态 x2 的估计曲线

Fig. 2 The curve of the estimation of x2

图 3 状态 x3 的估计曲线

Fig. 3 The curve of the estimation of x3

3.2 实际例子

为了进一步验证本文所设计方法, 接下来针对
一个实际例子进行仿真, 以此验证设计方法的实用
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性. 考虑一个线性化的 F-404 飞行器引擎模型, 其
中矩阵 A 为

A(t) =




−1.46 0 2.428

0.1643 + 0.5β(t) −0.4 + β(t) −0.3788

0.3107 0 −2.23




β(t) 是一个不确定的模型参数. 假设 β(t) 满足一个
N = 2 的Markov 过程:

β(t) =

{
−1, r(t) = 1
−2, r(t) = 2

其他矩阵设置如下:

B1 =




0
1

0.3


 , B2 =



−1
0.2
−2


 , D1 =




0
−0.1

0




D2 =



−0.1

0
−0.3


 , C1 = C2 =

[
1 0 0
1 0 1

]

G1 = G2 =

[
−1
1

]

Ad1 =




0.1 0 0.1
0.1 0 0
0 0.1 0.2




Ad2 =




0.1 0 0.05
0.03 0 0
0 0.05 0.1




M1 = M2 =




0.1
0

0.3


 , F1(t) = F2(t) = sin(t)

N1 = N2 =
[

0.1 0.3 0.1
]

估计的转移概率矩阵为 Π̂ =

[
−3 3
4 −4

]
, 其他参

数选取如同实例 1.

图 4 执行器故障估计曲线

Fig. 4 The curve of the estimation of actuator fault

图 5 传感器故障估计曲线

Fig. 5 The curve of the estimation of sensor fault

图 6 切换信号

Fig. 6 Switching signal

从参数中不难发现系统满足 rank(D1) 6=
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rank(C1D1) = 0, 这与基于滑模观测器利用等价
输出注入信号重构故障方法[30] 的匹配条件是矛盾

的. 因此, 传统的基于滑模观测器的方法不能用于该
系统. 此外, 由于本文所讨论的系统是随机系统, 因
此系统的输出也是随机的, 这就意味着基于代数重
构的故障估计方法[31] 也是不可行的, 因为该方法中
涉及到输出的微分信息. 相比于文献 [16] 中的设计
方法要求传感器故障是有界的且上界已知, 以及其
一阶微分也是有界的且上界已知[20], 本文的设计方
法中对这两种故障仅作了如下要求 ḟffa ∈ L2[0 ∞),
这就使得本文的设计方法在实际应用中具有更广泛

的应用范围.
为了验证本文所设计方法的优越性, 选取执

行器故障和传感器故障分别为 fa = 0.3 sin(t) +
0.5 cos(3t) 和 fs = sin(2t).
在 仿 真 中 分 别 设 置 初 始 状 态 xxx0 =

[ 1 1 1 ]T, zzz0 = [ 1 2 0.3 0 ]T, r0 = 1 和

φφφ(t) = [ 1 0 0 ]T, t ∈ [ −3 0 ]. 系统状态估计
如图 7∼ 9 所示. 图 10 和图 11 分别为执行器和传
感器故障估计效果. 图 12 为马尔科夫切换信号. 由
图 7∼ 11 可以看出本文方法对状态、执行器和传感
器故障有很好的估计效果, 仿真结果也证明了正如
注 5 所示, 该方法相较于文献 [16, 20] 具有优越性.

4 结论

本文针对具有参数不确定和延迟环节的马尔科

夫跳变系统, 在状态转移概率矩阵不确定的情形下,
讨论了执行器和传感器故障同时估计的方法. 首先
构造一个广义描述系统, 接着针对该系统设计自适
应状态观测器使得执行器和传感器故障可以同时估

计出. 该方法的充分条件由线性矩阵不等式给出. 仿
真分析证明了该方法的可行性.

图 7 F-404 模型状态 x1 的估计曲线

Fig. 7 The curve of the estimation of x1 of Model F-404

图 8 F-404 模型状态 x2 的估计曲线

Fig. 8 The curve of the estimation of x2 of Model F-404

图 9 F-404 模型状态 x3 的估计曲线

Fig. 9 The curve of the estimation of x3 of Model F-404

图 10 F-404 模型执行器故障估计曲线

Fig. 10 The curve of the estimation of actuator fault of

Model F-404
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图 11 F-404 模型传感器故障估计曲线

Fig. 11 The curve of the estimation of sensor fault of

Model F-404

图 12 切换信号

Fig. 12 Switching signal
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