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不确定系统改进的鲁棒协方差交叉融合

稳态Kalman预报器

王雪梅 1, 2 刘文强 1 邓自立 1

摘 要 针对带随机参数和噪声方差两者不确定性的线性离散多传感器系统, 利用虚拟噪声补偿随机参数不确定性, 原系统

可转化为仅带不确定噪声方差的系统. 根据极大极小鲁棒估值原理, 用 Lyapunov 方程方法提出局部鲁棒稳态 Kalman 预报

器及其误差方差最小上界, 并利用保守的局部预报误差互协方差, 提出改进的鲁棒协方差交叉 (Covariance intersection, CI)

融合稳态 Kalman 预报器及其误差方差最小上界. 克服了原始 CI 融合方法要求假设已知局部估值及它们的保守误差方差的

缺点和融合误差方差上界具有较大保守性的缺点. 证明了鲁棒局部和融合预报器的鲁棒性, 并证明了改进的 CI 融合器鲁棒精

度高于原始 CI 融合器鲁棒精度, 且高于每个局部预报器的鲁棒精度. 一个仿真例子验证了所提出结果的正确性和有效性.
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Modified Robust Covariance Intersection Fusion Steady-state

Kalman Predictor for Uncertain Systems
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Abstract For linear discrete time multisensor systems with both stochastic parameter and noise variance uncertainties,

the stochastic parametric uncertainty can be compensated by a fictitious noise, so the original system can be converted

into the one with only uncertain noise variances. Based on the minimax robust estimation principle, the local robust

steady-state Kalman predictors and the minimal upper bounds of their error variances are presented using the Lyapunov

equation approach, and a modified robust covariance intersection (CI) fusion steady-state Kalman predictor and the

minimal upper bound of its error variances are presented using the cross-covariances of the conservative local prediction

errors. They overcome the disadvantages of the original CI fuser that the local estimates and their conservative error

variances are assumed to be known, and the upper bound of fused estimation error variances has large conservativeness.

The robustness of the robust local and fused predictors is proved, and it is proved that the robust accuracy of the modified

CI fuser is higher than that of the original CI fuser and that of each local predictor. A simulation example shows the

correctness and effectiveness of the proposed results.

Key words Uncertain system, covariance intersection (CI) fusion, minimax robust Kalman predictor, fictitious noise,
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信息融合估计的主要目的是得到系统状态的一

收稿日期 2015-06-25 录用日期 2015-12-22
Manuscript received June 25, 2015; accepted December 22,

2015
国家自然科学基金 (60874063, 60374026), 黑龙江大学研究生创新科
研项目 (YJSCX2015-002HLJU) 资助
Supported by National Natural Science Foundation of China

(60874063, 60374026) and Postgraduate Innovation Project of
Heilongjiang Province (YJSCX2015-002HLJU)
本文责任编委 张化光
Recommended by Associate Editor ZHANG Hua-Guang
1. 黑龙江大学电子工程学院 哈尔滨 150080 2. 黑龙江工商学院计
算机系 哈尔滨 150025
1. Electronic Engineering College, Heilongjiang University,

Harbin 150080 2. Department of Computer, Heilongjiang
Technology and Business College, Harbin 150025

个融合估值器, 它是由多传感器系统中的局部观测
数据或者局部状态估值融合而成, 它的精度要高于
每一个局部估值的精度[1]. 随着信息科学技术的发
展, 为了改善系统状态的估计精度, 多传感器信息融
合 Kalman 滤波引起了广泛关注, 已被应用到包括
通信、国防军事、信号处理、无人机、GPS 定位等
许多领域[2−4]. 常用的两种融合方法是集中式融合
和分布式融合方法[5−6]. 对于分布式融合方法, 有
按矩阵加权、按对角阵加权和按标量加权的三种最

优加权状态融合方法[6]. 为了得到最优加权状态融
合 Kalman 滤波器, 要求计算局部滤波误差方差和
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互协方差, 而在实际应用中, 存在互协方差未知不
确定, 或者互协方差计算复杂等问题[3]. 为了克服
这种局限性, Julier 和 Uhlmann 在文献 [7−9] 中提
出了带未知互协方差系统协方差交叉 (Covariance
intersection, CI) 融合方法, 并被进一步发展[10−11],
且广泛应用于跟踪、定位、遥感等许多方面[9, 12−15].
原始 CI 融合方法的优点是互协方差可以是不确定
的或者是未知的, 它避免了互协方差的计算, 可减小
计算负担. 其缺点和局限性是假设局部估值及误差
方差的保守估值已知, 且原始 CI 融合器仅利用了保
守局部的估值误差方差信息, 而没有利用局部的估
值误差互协方差信息, 因此给出的实际融合估值误
差方差的上界有较大的保守性[16−19]. 为了减小计算
负担, 文献 [10] 提出了序贯协方差交叉 (Sequential
covariance intersection, SCI) 融合 Kalman 滤波
器. 为了提高融合器精度, 文献 [11] 提出了椭圆交
叉 (Ellipse intersection, EI) 融合方法, 其中利用了
一种局部估值互相关信息来改善估值精度. 为了改
善 CI 融合估值误差方差的保守上界, 文献 [17−19]
利用保守的局部估值误差互协方差信息, 提出了带
不确定噪声方差系统改进的鲁棒 CI 融合器, 给出了
实际融合误差方差最小上界.

经典 Kalman 滤波器的设计前提是要求系统的
模型参数和噪声方差均为精确已知, 然而, 在实际
应用中, 由于未建模动态、模型简化和噪声统计信
息不完全等原因, 使系统存在不确定性, 这将会导
致 Kalman 滤波器性能降低甚至引起滤波发散[20],
因此推动了鲁棒 Kalman 滤波器的研究. 所谓鲁棒
Kalman 滤波器是指, 对于所有容许的不确定性,
鲁棒 Kalman 滤波器的实际滤波误差方差被保证
有一个最小上界, 这个特性称为鲁棒性[21]. 关于
鲁棒 Kalman 滤波器设计通常采用的两种重要方
法是 Riccati 方程方法[5, 21−22] 和线性矩阵不等式

(Linear matrix inequation, LMI) 方法[21]. 但这两
种方法主要针对噪声方差精确已知而参数不确定的

系统.
在随机参数不确定性系统中, 称与状态相乘的

噪声为乘性噪声或者状态相依噪声. 在雷达探测、
导弹跟踪、卫星导航、航天军事、机器人、无人机等

许多高技术领域, 由于模型误差、未建模动态、随机
干扰等因素存在, 经常遇到带不确定噪声方差[16−19]

和乘性噪声[5, 23−34] 的多传感器系统状态融合估计

问题.
文献 [17−19] 对带不确定噪声方差系统用 Lya-

punov方程方法提出了改进的鲁棒CI融合Kalman
估值器. 但文献 [17−19] 中的不确定系统均为噪声
方差不确定, 而系统模型参数假设精确已知.
对噪声方差已知, 但带乘性噪声和丢失观测或

不确定时滞, 或丢包的多传感器随机系统, 利用虚拟
噪声补偿技术, 将乘性噪声转化为加性噪声, 可将原
系统转换为带常参数阵且带不相关或相关白噪声系

统,用标准Kalman滤波方法[23] 或射影方法[5, 24−28]

设计线性最小方差意义下的最优线性估值器. 文献
[29] 中基于新息分析方法提出集中式、分布式和原
始 CI 融合滤波器. 文献 [30] 用增广状态技术提出
了一种多项式滤波器. 文献 [31] 用 LMI 方法, 文献
[32−33] 用 Riccati 方程方法设计了 Kalman 滤波
器. 文献 [34] 用随机参数阵的均值矩阵 (常参数阵)
代替随机参数阵 (即 “去随机参数阵” 方法) 可将带
随机参数阵系统转化为带乘性噪声系统, 进而用虚
拟噪声技术设计最优 Kalman 滤波器.
但是, 到目前为止, 就作者所知, 对同时带随

机参数 (乘性噪声) 和不确定噪声方差系统的鲁棒
Kalman 估值器尚未见报道. 特别地, 对这类不确定
系统的鲁棒 CI 融合滤波也尚无报道.
本文针对这类系统用虚拟噪声补偿技术补偿随

机参数不确定性, 将其转化为仅带不确定噪声方差
系统. 为了克服传统 CI 融合器的缺点, 应用极大极
小鲁棒估值原理[17−19], 基于带噪声方差保守方差上
界的最坏情形保守系统, 设计了 “最小方差” 局部预
报器, 并给出了最坏情形下误差方差最小上界, 这引
出极大极小鲁棒局部预报器, 进而提出了一种带保
守互协方差的改进的鲁棒 CI 融合 Kalman 预报器,
给出了它的实际融合预报误差方差的最小上界, 用
推广的 Lyapunov 方程方法证明了其鲁棒性, 并证
明它的鲁棒精度高于原始 CI 融合器鲁棒精度, 且高
于每个局部滤波器的鲁棒精度. 克服了原始 CI 融合
方法的缺点, 推广了文献 [17−19] 的结果到带乘性
噪声和噪声方差两者不确定的系统.

1 问题提出

考虑带随机参数和不确定噪声方差的多传感器

线性离散随机系统

x (t + 1) =

(
Φ +

q∑
s=1

ξs (t)Φs

)
x (t) + Γw (t)

(1)

y i (t) = Hix (t) + v i (t) , i = 1, · · · , L (2)

其中, t ≥ 0 是离散时间, 系统在时刻 t 的状态

x (t) ∈ Rn, y i (t) ∈ Rmi 是第 i 个子系统的观测,
输入噪声 w(t) ∈ Rr, v i(t) ∈ Rmi 是第 i 个子系统

的观测噪声. 标量随机参数 ξs (t) ∈ R1 是乘性噪声.
Φ, Φs, Γ 和 Hi 是已知适当维数常阵, L 为传感器

的个数.
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假设 1. w(t), v i(t) 和 ξs (t) 是带零均值的互
不相关白噪声, 它们分别有未知不确定的实际噪声
方差 Q̄, R̄i 和已知的方差 σ2

ξs
.

E

[(
w (t)
v i (t)

)(
wT (k) vT

j (k)
)]

=

[
Q̄ 0
0 R̄iδij

]
δtk (3)

E
[
ξi (t) ξT

j (k)
]

= σ2
ξi

δijδtk,

E
[
ξi (t)wT (k)

]
= 0,

E
[
ξi (t) vT

j (k)
]

= 0, ∀t, k, i, j (4)

其中, 记号 E 表示数学期望, T 表示转置, ∀ 表示任
意. δuv 是克罗内克函数, δuu = 1, δuv = 0 (u 6= v).
假设 2. Q 和 Ri 各为不确定实际噪声方差 Q̄,

R̄i 的已知保守上界, 满足如下关系

Q̄ ≤ Q, R̄i ≤ Ri (5)

问题是设计鲁棒局部和改进的CI融合稳态Kalman
预报器.
引理 1[35]. Lyapunov 方程

P = FPFT + U (6)

其中, U 是对称矩阵, 如果矩阵 F 是稳定的 (它的所
有特征值都在单位圆内), 且 U 是正定 (或半正定)
矩阵, 则该 Lyapunov 方程存在唯一对称且正定 (或
半正定) 解 P .

用虚拟噪声[36] wa (t) 补偿式 (1) 中的含随机参
数项, 则式 (1) 转化为

x (t + 1) = Φx (t) + wa (t) (7)

其中, 定义虚拟噪声 wa (t) 为

wa (t) =
q∑

s=1

ξs (t)Φsx (t) + Γw (t) (8)

对带实际噪声方差 Q̄ 和 R̄i 的实际系统式 (7)
和式 (2), 由假设 1 容易证明虚拟噪声 wa (t) 是
零均值白噪声. 定义实际系统稳态状态协方差为
X̄ = E [x (t)xT (t)], 其中 x (t) 为带实际噪声方
差 Q̄ 的实际系统状态, 由式 (1) 有 X̄ 满足推广的

Lyapunov 方程

X̄ = ΦX̄ΦT +
q∑

s=1

σ2
ξs

ΦsX̄ΦT
s + ΓQ̄ΓT (9)

且 wa (t) 有实际方差

Q̄a =
q∑

s=1

σ2
ξs

ΦsX̄ΦT
s + ΓQ̄ΓT (10)

对带保守上界 Q 和 Ri 的最坏情形保守系

统式 (7) 和式 (2), 定义保守状态协方差 X =
E [x (t)xT (t)], 其中 x (t) 为用保守上界 Q 由式

(1) 生成的保守系统状态, 则有 X 满足推广的 Lya-
punov 方程

X = ΦXΦT +
q∑

s=1

σ2
ξs

ΦsXΦT
s + ΓQΓT (11)

由式 (8), 有 wa (t) 的保守方差

Qa =
q∑

s=1

σ2
ξs

ΦsXΦT
s + ΓQΓT (12)

因 ΓQΓT ≥ 0,ΓQ̄ΓT ≥ 0, 根据文献 [37], 推广
的 Lyapunov 方程 (9) 和 (11) 存在唯一半正定解的
充分条件为 ρ

(
Φ̄

)
< 1, 其中

Φ̄ = Φ⊗ Φ +
q∑

s=1

σ2
ξs

Φs ⊗ Φs (13)

式中, ⊗ 为克罗内克积, ρ
(
Φ̄

)
为 Φ̄ 谱半径.

假设 3. (Φ,Hi) 为能检测对,
(
Φ, Q1/2

a

)
为能

稳对, Qa = Q1/2
a

(
Q1/2

a

)T
, ρ

(
Φ̄

)
< 1.

2 局部鲁棒稳态Kalman预报器

根据极大极小鲁棒估值原理[17−19], 考虑带噪声
方差保守上界 Qa 和 Ri 的最坏情形保守系统式 (7)
和式 (2), 应用标准 Kalman 预报算法[38], 得到保守
的局部稳态线性最小方差 Kalman 预报器

x̂ i (t + 1|t) = Ψpix̂ i (t|t− 1) + Kpiy i (t) (14)

Ψpi = Φi −KpiHi,

Kpi = ΦiΣiH
T
i

(
HiΣiH

T
i + Ri

)−1
(15)

Ψpi 是稳定矩阵
[38], 保守预报误差方差 Σi 满足 Ric-

cati 方程

Σi = Φi

[
Σi − ΣiH

T
i

(
HiΣiH

T
i + Ri

)−1×

HiΣi

]
ΦT

i + Qa (16)

由式 (2), 式 (7) 和式 (14), 保守的预报误差系
统为

x̃ i (t + 1|t) = Ψpix̃ i (t|t− 1)+

wa(t)−Kpiv i(t) (17)
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定义保守的 Kalman 预报误差 x̃ i (t + 1|t) =
x i (t + 1) − x̂ i (t + 1|t), x (t + 1) 是由式 (7) 给出
的保守状态, x̂ (t + 1|t) 是由式 (14) 给出的保守
Kalman 预报器. 应用式 (17) 得到保守局部预报误
差方差和互协方差满足 Lyapunov 方程

Σi = ΨpiΣiΨT
pi + Qa + KpiRiK

T
pi (18)

Σij = ΨpiΣijΨT
pj + Qa, i 6= j (19)

注 1. 式 (14) 中, 保守观测 y i (t) 是由带保守
上界Q 和 Ri 的保守系统式 (1) 和式 (2) 生成, 是不
可利用的. 而实际观测 y i(t) 是由带实际方差 Q̄ 和

R̄i 的实际系统式 (1) 和式 (2) 生成, 为已知的. 因
此用已知的实际观测 y i(t) 替代保守观测 y i(t) 就
得到实际局部 Kalman 预报器式 (14).
类似地, 由式 (17) 得到实际局部预报误差方差

和互协方差满足 Lyapunov 方程

Σ̄i = ΨpiΣ̄iΨT
pi + Q̄a + KpiR̄iK

T
pi (20)

Σ̄ij = ΨpiΣ̄ijΨT
pj + Q̄a, i 6= j (21)

由式 (9) 和式 (10) 引出 Σ̄i 和 Σ̄ij 与不确定噪声方

差 Q̄ 和 R̄i 有关.
定理 1. 对带随机参数和噪声方差不确定性的

多传感器系统 (1) 和 (2), 在假设 1∼ 3 下, 实际局部
稳态 Kalman 预报器式 (14) 是鲁棒的, 即对随机参
数和所有容许的满足式 (5) 的不确定噪声方差 Q̄ 和

R̄i, 有

Σ̄i ≤ Σi, i = 1, · · · , L (22)

且 Σi 是 Σ̄i 的最小上界.
证明. 定义∆Σi = Σi−Σ̄i,式 (18)减去式 (20)

得 Lyapunov 方程

∆Σi = Ψpi∆ΣiΨT
pi +

(
Qa − Q̄a

)
+

Kpi

(
Ri − R̄i

)
KT

pi (23)

为了证明式 (22) 成立, 先要证明 Qa − Q̄a ≥ 0. 事
实上, 令∆Qa = Qa− Q̄a, 由式 (12) 减去式 (10) 有

∆Qa =
q∑

s=1

σ2
ξs

Φs

(
X − X̄

)
ΦT

s +

Γ
(
Q− Q̄

)
ΓT (24)

于是证明 ∆Qa ≥ 0 的问题归结为证明 ∆X = X −
X̄ ≥ 0. 由式 (11) 减去式 (9) 得推广的 Lyapunov

方程

∆X = Φ∆XΦT +
q∑

s=1

σ2
ξs

Φs∆XΦT
s +

Γ
(
Q− Q̄

)
ΓT (25)

由 Q− Q̄ ≥ 0 引出 Γ
(
Q− Q̄

)
ΓT ≥ 0, 于是由假设

ρ
(
Φ̄

)
< 1, 根据文献 [37] 引出推广的 Lyapunov 方

程有唯一半正定解 ∆X ≥ 0, 即 X − X̄ ≥ 0, 则由
式 (24) 得到Qa− Q̄a ≥ 0, 再由 Ri− R̄i ≥ 0 及Ψpi

的稳定性, 对式 (23) 应用引理 1, 有 ∆Σi ≥ 0, 即式
(22) 成立. 这表明对满足式 (5) 的噪声方差 Q̄ 和

R̄i, Σi 是 Σ̄i 的上界. 特别取满足式 (5) 的 Q̄ = Q,
R̄i = Ri, 对式 (23) 应用引理 1 得 ∆Σi = 0, 即
Σ̄i = Σi, 这表明 Σi 是 Σ̄i 的最小上界. 事实上, 如
果假设存在另一上界 Σ∗i , 使 Σ∗i < Σi, 则取 Q̄ = Q,
R̄i = Ri, 有 Σ̄i ≤ Σ∗i < Σi, 这与 Σ̄i = Σi 矛盾. ¤
称实际局部 Kalman 预报器式 (14) 为鲁棒局

部 Kalman 预报器.

3 鲁棒 CI融合稳态Kalman预报器

对最坏情形保守系统或实际系统, 根据 CI 融合
算法[2], 保守的或实际的稳态 CI 融合 Kalman 预报
器为

x̂CI(t + 1|t) = Σ∗CI

L∑
i=1

ωiΣ−1
i x̂ i(t + 1|t) (26)

Σ∗CI =

[
L∑

i=1

ωiΣ−1
i

]−1

(27)

其中, x̂ i(t + 1|t) 是局部保守或鲁棒 Kalman 预报
器, 最优加权系数 ωi ≥ 0 满足约束

ω1 + ω2 + · · ·+ ωL = 1 (28)

且极小化性能指标

min trΣ∗CI =

min
ωi∈[0,1]

ω1+ω2+···+ωL=1

tr





[
L∑

i=1

ωiΣ−1
i

]−1


 (29)

其中, 记号 tr 表示矩阵的迹. 这是一个在 RL 维欧

氏空间中带约束非线性最优化问题, 可以用Matlab
工具箱中的 “fmincon” (最优化工具箱) 求解最优加
权系数 ω1, · · · , ωL. 由式 (27) 有

x (t) = Σ∗CI

L∑
i=1

ωiΣ−1
i x (t) (30)
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用式 (30) 减去式 (26) 得到 CI 融合预报误差

x̃CI(t + 1|t) = Σ∗CI

L∑
i=1

ωiΣ−1
i x̃ i(t + 1|t) (31)

由式 (31) 分别得到带互协方差 Σij 和 Σ̄ij 的保守和

实际 CI 融合的预报误差方差为

ΣCI = Σ∗CI

[
L∑

i=1

L∑
j=1

ωiΣ−1
i ΣijΣ−1

j ωj

]
Σ∗CI (32)

Σ̄CI = Σ∗CI

[
L∑

i=1

L∑
j=1

ωiΣ−1
i Σ̄ijΣ−1

j ωj

]
Σ∗CI (33)

用文献 [16] 的配方方法, 容易证明原始 CI 融合
器的实际融合误差方差 Σ̄CI 具有由式 (27) 给出的
上界 Σ∗CI, 即

Σ̄CI ≤ Σ∗CI (34)

由式 (27) 知 Σ∗CI 不包含保守互协方差信息, 它仅由
局部预报误差方差阵 Σi 的凸组合构成, 因此上界
Σ∗CI 具有一定的保守性, 即它不是最小上界. 下面由
定理 2 提出改进的 CI 融合器, 利用了保守的互协方
差信息 Σij 给出了 Σ̄CI 的最小上界 ΣCI.
定理 2. 对带随机参数和噪声方差两者不确定

性的多传感器系统式 (1) 和式 (2), 在假设 1∼ 3 下,
实际 CI 融合 Kalman 预报器式 (26) 是鲁棒的, 即
对所有容许的满足式 (5) 的不确定噪声方差 Q̄ 和

R̄i, 相应的 CI 融合实际误差方差 Σ̄CI 有最小上界

ΣCI, 其中 ΣCI 已由式 (32) 给出, 即有鲁棒性

Σ̄CI ≤ ΣCI (35)

且

ΣCI ≤ Σ∗CI (36)

并有矩阵迹精度关系

trΣ̄CI ≤ trΣCI ≤ trΣ∗CI ≤ trΣi, (37)

i = 1, 2, · · · , L

称带最小上界 ΣCI 的实际 CI 融合 Kalman 预报器
式 (26) 为改进的鲁棒 CI 融合 Kalman 预报器.
证明. 定义

ΩCI
i = ωiΣ∗CIΣ

−1
i , i = 1, 2, · · · , L (38)

ΩCI =
[
ΩCI

1 , · · · ,ΩCI
L

]
(39)

则 CI 融合器式 (26) 及误差式 (31) 有矩阵加权形式

x̂CI(t + 1|t) =
L∑

i=1

ΩCI
i x̂ i(t + 1|t) (40)

x̃CI(t + 1|t) =
L∑

i=1

ΩCI
i x̃ i(t + 1|t) (41)

对式 (41) 两边取方差运算, 则式 (32) 和式 (33) 可
表示为简单形式

ΣCI = ΩCIΣΩT
CI, Σ̄CI = ΩCIΣ̄ΩT

CI (42)

其中定义总体的保守和实际预报误差方差阵 Σ 和 Σ̄
分别为

Σ = (Σij)nL×nL
, Σ̄ =

(
Σ̄ij

)
nL×nL

(43)

其中, Σ和 Σ̄ij 的第 (i, j)子块分别为 Σij 和 Σ̄ij, 它
们分别由式 (18)∼ (21) 计算, 且记 Σi = Σii, Σ̄i =
Σ̄ii. 易知由式 (18)∼ (21) 给出 Σ 和 Σ̄ 分别满足如
下总体 Lyapunov 方程

Σ = ΨpΣΨT
p + Q∗

a + KpRKT
p (44)

Σ̄ = ΨpΣ̄ΨT
p + Q̄∗

a + KpR̄KT
p (45)

其中定义 Ψp = diag {Ψp1 , · · · ,ΨpL
}, Kp =

diag {Kp1 , · · · ,KpL
}, R = diag {R1, · · · , RL}, 且

定义

Q∗
a =




Qa · · · Qa

...
. . .

...
Qa · · · Qa


 ,

Q̄∗
a =




Q̄a · · · Q̄a

...
. . .

...
Q̄a · · · Q̄a


 (46)

由 Ψpi 的稳定性易知 Ψp 是稳定的. 用式 (44)
减去式 (45), 记∆Σ = Σ− Σ̄, 有总体 Lyapunov 方
程

∆Σ = Ψp∆ΣΨT
p +

(
Q∗

a − Q̄∗
a

)
+

Kp

(
R− R̄

)
KT

p (47)

在定理 1 的证明中, 已经证明了 Qa − Q̄a ≥ 0, 于是
由式 (46) 利用文献 [16] 的引理 1 得

Q∗
a − Q̄∗

a ≥ 0 (48)

由式 (5) 和文献 [16] 的引理 2 得

R− R̄ ≥ 0 (49)
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因此对式 (47) 应用引理 1 得出 ∆Σ ≥ 0, 且由式
(42) 有

ΣCI − Σ̄CI = ΩCI∆ΣΩT
CI (50)

由∆Σ ≥ 0 引出 ΣCI− Σ̄CI ≥ 0, 即式 (35) 成立. 这
意味着 ΣCI 是 Σ̄CI 的一个上界. 用完全类似于定理
1的证明方法, 容易证明ΣCI 是 Σ̄CI 的最小上界. 由
式 (34) 有 Σ∗CI 是 Σ̄CI 的一个上界, 故有式 (36) 成
立. 在式 (29)中特别取 ωi = 1, ωj = 0 (j 6= i), 则有
trΣ∗CI = trΣi. 因为 trΣ∗CI 在约束 (28) 下被极小化,
故有 trΣ∗CI ≤ trΣi, 即式 (37) 的第 3 个不等式成立.
对式 (35) 和式 (36) 取矩阵迹运算引出式 (37) 的前
2 个不等式成立. ¤

注 2. 根据文献 [16], 用估值误差方差阵的迹作
为精度指标, 较小的迹意味着较高的精度. 我们分别
定义 trΣ̄CI 和 trΣ∗CI 为 CI 融合器的实际精度和保
守鲁棒精度, 定义 trΣCI 为 CI 融合器的改进的鲁棒
精度. 对式 (22) 取矩阵迹运算, 有

trΣ̄i ≤ trΣi, i = 1, 2, · · · , L (51)

分别定义 trΣ̄i 和 trΣi 为局部预报器的实际精度和

鲁棒精度.精度关系式 (37)意味着局部和CI融合预
报器的实际精度高于相应的鲁棒精度. 改进 CI 融合
器的鲁棒精度 trΣCI 高于原始 CI 融合器的保守鲁
棒精度 trΣ∗CI, 且高于每个局部预报器的鲁棒精度.
注意,实际精度有关于不确定实际噪声方差 Q̄和 R̄i,
而鲁棒精度仅与噪声方差保守上界 Q 和 Ri 有关.
根据文献 [16], 我们已知 CI 融合器鲁棒精度低于矩
阵加权融合器和集中式融合器的鲁棒精度 trΣm 和

trΣc, 所以还有鲁棒精度关系 trΣCI ≤ trΣm ≤ trΣc

成立.

4 仿真例子

带随机参数和噪声方差不确定性的两传感器系

统 (1) 和 (2), 其中 x (t) = [x1 (t) , x2 (t)]T. 在仿真
中取 q = 1, 乘性噪声 ξ1 (t) 有已知方差 σ2

ξ1
= 0.1.

取 Q = 1.2, R1 = 1.5, Q̄ = 0.75Q, R̄1 = 0.75R1,
R̄2 = 0.5R2, R2 = diag {64, 0.25},

Φ =

[
0.98 0.5
0 0.9

]
, Φ1 =

[
0.2 0.1
0 0.1

]

Γ =

[
0.015
0.5

]
, H1 =

[
1 0

]

H2 =

[
1 0
0 1

]
(52)

根据式 (13) 知 Φ̄ 的谱半径 ρ
(
Φ̄

)
= 0.5052 <

1. 保守和实际的预报误差方差的迹如表 1 所示, 表

1验证了精度关系式 (37)和式 (51),即鲁棒Kalman
预报器的实际精度高于其鲁棒精度, 且改进的 CI 融
合器的鲁棒精度高于原始 CI 融合鲁棒精度和每一
个局部预报器的鲁棒精度.

为了给出矩阵精度比较的几何解释, 定
义方差 Σθ, θ = 1, 2,CI 的协方差椭圆是满足{
x : xTΣ−1

θ x = c
}
的 Rn 中点的轨迹, 不失一般

性取常数 c = 1. 文献 [10] 中已证明, 矩阵不等式精
度关系 Σ1 ≤ Σ2 等价于 Σ1 的协方差椭圆被包含在

Σ2 的协方差椭圆内. 图 1 给出了基于协方差椭圆的
矩阵精度比较, 可看到 Σ̄i 的椭圆被包含在 Σi 的椭

圆内, Σ̄CI 的椭圆被包含在 ΣCI 的椭圆内, 且 ΣCI 的

椭圆被包含在 Σ∗CI 内, 这验证了矩阵不等式精度关
系式 (22), 式 (35) 和式 (36), 其中较小的方差阵意
味着较高的精度.

表 1 鲁棒 Kalman 预报器的鲁棒和实际精度比较

Table 1 The comparison of robust and actual accuracies

of robust Kalman predictors

trΣ̄1 trΣ1 trΣ̄2 trΣ2 trΣ̄CI trΣCI trΣ∗CI

1.6267 2.1690 1.4425 2.3544 0.8158 1.1437 1.8751

图 1 基于协方差椭圆的局部和 CI 融合鲁棒 Kalman 预报

器的矩阵不等式精度比较

Fig. 1 The comparison of matrix inequality accuracies of

the local and CI fused robust Kalman predictors based on

covariance ellipses

在图 2 中, 任意取 10 组不同满足式 (5) 的实际
误差方差 (Q̄(k), R̄

(k)
1 , R̄

(k)
2 ), Q̄(k) = 0.1kQ, R̄

(k)
1 =

0.1kR1, R̄
(k)
2 = 0.1kR2, k = 1, 2, · · · ,10. 相应地得

到 10 个实际 CI 融合误差方差 Σ̄(k)
CI 的椭圆, 其中

k = 10 对应于 Q̄ = Q, R̄1 = R1, R̄2 = R2 时 ΣCI

的椭圆, 它们都被包含在 ΣCI 和 Σ∗CI 的椭圆里面,
且 ΣCI 的椭圆被包含在 Σ∗CI 的椭圆中. 这验证了精
度关系式 (35) 和式 (36). ΣCI 是 Σ̄(k)

CI 的最小上界,
几何上这意味着同 Σ∗CI 的椭圆相比, ΣCI 的椭圆是
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包含所有容许实际方差 Σ̄(k)
CI 椭圆的最紧的椭圆.

图 2 基于协方差椭圆原始的和改进的鲁棒 CI 融合

Kalman 预报器的矩阵不等式精度比较

Fig. 2 The comparison of matrix inequality accuracies of

the original and modified CI fused robust Kalman

predictors based on covariance ellipses

为了验证理论精度关系, 图 3 给出进行 1 000
次 Monte-Carlo 仿真实验得到的局部和 CI 融
合的均方误差 (Mean square error, MSE) 曲线
MSEθ(t), θ = 1, 2,CI, 均方误差可看成是实际误
差方差阵的采样方差阵的迹, 直线代表相应的实际
误差方差阵的迹, 从图 3 中可看出 MSE 曲线接近
相应的直线, 这验证了采样方差的一致性.

图 3 局部和 CI 融合鲁棒 Kalman 预报器的MSE 曲线

Fig. 3 The MSE curves of the local and CI fused robust

Kalman predictors

图 4 和图 5 给出 CI 融合鲁棒 Kalman 预报器
误差的两个分量 (位置和速度)误差曲线及 3-标准差
界. 在图中, 用实线表示实际 CI 融合鲁棒 Kalman
预报误差曲线, 用虚线表示 ±3σi 界, 由式 (33) 给
出的 Σ̄CI 的第 (i, i) 对角元素 σ2

i (i = 1, 2) 来计算
标准界 σi (i = 1, 2). 从图 4 和图 5 中可以看出超过

99%的误报误差值都在 ±3σi 之间. 这验证了 CI 融
合鲁棒 Kalman 预报器的正确性.

图 4 位置预报误差曲线和 ±3σ1 界

Fig. 4 The position prediction error curve and

±3σ1 bounds

图 5 速度预报误差曲线和 ±3σ2 界

Fig. 5 The velocity prediction error curve and

±3σ2 bounds

5 结论

对于带随机参数和噪声方差两者不确定性的多

传感器系统, 应用虚拟噪声补偿随机参数项, 将带随
机参数和不确定噪声方差系统转化为仅带不确定噪

声方差的多传感器系统, 进而基于极大极小鲁棒估
计原理, 用 Lyapunov 方程方法系统地提出了改进
的鲁棒 CI 融合 Kalman 预报方法和算法. 同现有
文献中的方法和算法相比, 本文主要创新和贡献如
下.
与原始 CI 融合方法相比, 提出了局部鲁棒

Kalman 预报器及其误差方差最小上界, 克服了
原始 CI 融合方法要求假设已知局部估值及其误差
方差保守估值的缺点; 提出了改进的鲁棒 CI 融合
Kalman 预报器及其误差方差最小上界. 因为这个
最小上界含有保守的局部估值误差互协方差信息,
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因而克服了原始 CI 融合方法给出的 CI 融合估值误
差上界具有较大保守性的缺点[7−9], 从而提高了 CI
融合器鲁棒精度; 证明了鲁棒性: 局部和融合鲁棒
估值器的实际误差方差有相应最小上界; 证明了鲁
棒精度关系: 改进的鲁棒 CI 融合器的鲁棒精度高于
原始鲁棒 CI 融合器的鲁棒精度, 且高于每个局部鲁
棒估值器的鲁棒精度. 仿真例子给出的数值计算结
果和Monte-Carlo 仿真结果验证了上述鲁棒精度关
系, 并且基于协方差椭圆概念给出了矩阵不等式精
度关系的几何解释. 推广了文献 [16−19] 中仅带不
确定噪声方差的改进的鲁棒 CI 融合器到带随机参
数 (乘性噪声) 和不确定噪声方差两者的情形.
与新近提出的椭圆交叉 (EI) 融合方法[11] 相比,

EI 融合方法是基于 Bayes 准则和局部估值服从正
态分布的假设导出的. 由于引入了所谓局部估计相
互均值和相互协方差信息到融合估计算法中, 使 EI
融合器的精度高于原始 CI 融合精度[11, 39]. 但 EI 融
合方法有三个局限性: 一是要求假设局部估值服从
正态分布, 且假设已知其均值和方差; 二是 EI 融合
方法目前仅适用于两传感器融合情形[39]; 三是局部
估计相互均值和相互协方差的计算要求解复杂的非

线性约束最优化问题. 与本文改进的 CI 融合方法相
比, 本文方法是基于极大极小鲁棒估计原理和推广
的 Lyapunov 方程方法导出的. 在利用保守局部估
值误差互协方差信息改进原始 CI 融合器精度的原
理上, 同 EI 融合方法设计原理有异曲同工之处. 但
本文的保守互协方差概念是完全不同于 EI 算法中
的相互均值和相互协方差概念. 本文改进的 CI 融合
方法在一定程度上能克服 EI 融合方法的上述局限
性. 本文方法给出了求鲁棒局部估值及其误差方差
最小上界算法, 不需假设局部估值服从带已知均值
和方差的正态分布, 适用于多传感器融合情形, 且保
守互协方差可简单地用 Lyapunov 方程计算, 避免
了用复杂非线性最优化求相互协方差. 但本文方法
仍要求假设不确定噪声方差的保守上界 Q 和 Ri 是

已知的. 可根据实验或经验选择保守性较小的噪声
方差上界, 也可以用判别滤波是否发散判别法[20] 搜

索保守性较小的上界[16].
由于本文目的是改进原始 CI 融合方法, 故改进

鲁棒 CI 融合器与 EI 融合器的性质的仿真比较研究
超出本文范围, 有待于进一步研究.
本文改进的 CI 融合方法适用于带随机参数和

噪声方差两者不确定性系统, 具有重要的理论和应
用意义. 本文方法可以推广应用于带随机参数阵[34]

和不确定噪声方差系统或带丢失观测、丢包、随机

滞后观测[23−29] 和不确定噪声方差系统的鲁棒融合

Kalman 估值器设计, 进一步的工作目前在研究中.
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