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具有传感器增益退化、随机时延和丢包的分布式融合估计器

赵国荣 1 韩 旭 1 万 兵 1 闫 鑫 2

摘 要 研究了具有传感器增益退化、模型不确定性、数据传输时延和丢包的网络化多传感器分布式融合估计问题, 模型的

不确定性描述为系统矩阵受到随机扰动, 传感器增益退化现象通过统计特性已知的随机变量来描述, 随机时延和丢包现象存

在于局部最优状态估计向融合中心传输的过程中. 首先, 设计了一种局部最优无偏估计器, 然后将传输时延描述为随机过程,

并在融合中心端建立符合存储规则的时延–丢包模型, 利用最优线性无偏估计方法, 导出最小方差意义下的分布式融合估计器.

最后, 通过算例仿真证明所设计融合估计器的有效性.
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A Decentralized Fusion Estimator with Stochastic Sensor Gain Degradation,

Delays and Data Dropouts
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Abstract The decentralized fusion estimation problem is investigated in the paper for a class of networked uncertain

stochastic systems with stochastic sensor gain degradation, data transmission delays, and data dropouts. The model′s
uncertainty is described by stochastic parameter perturbations considered in the system matrix. The sensor gain degra-

dation is described by random variable whose probability is assumed to be known. Stochastic delays and data dropouts

are considered in the process in which the locally optimal estimates are transmitted to the fusion node. Firstly, a locally

optimal estimator is proposed. Then, the data transmission delays are considered to be a stochastic process, and a delay-

dropout model is put forward to account for the storage mechanism. A decentralized fusion estimator is proposed by

minimizing the mean square error on the best linear unbiased estimation (BLUE) criterion. Finally, a simulation example

is given to confirm the effectiveness of the proposed approach.
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无线网络化多传感器融合估计以其一系列优点,
已经被广泛应用于控制、目标跟踪、生物监测、信号

处理和通信等领域[1−4]. 然而在实际应用系统中将
不可避免地存在传感器故障、模型的不确定性、时

间延迟和丢包问题, 使得系统融合估计性能受到严

收稿日期 2015-05-20 录用日期 2016-03-03
Manuscript received May 20, 2015; accepted March 3, 2016
国家自然科学基金 (61473306) 资助
Supported by National Natural Science Foundation of China

(61473306)
本文责任编委 文成林
Recommended by Associate Editor WEN Cheng-Lin
1. 海军航空工程学院控制工程系 烟台 264001 2. 中国人民解放军

91372 部队 上海 200436
1. Department of Control Engineering, Naval Aeronautical

and Astronautical University, Yantai 264001 2. The Chinese

Peaple′s Liberation Army 91372 Troop, Shanghai 200436

重损害. 针对此类系统, 已有学者将随机系统理论、
时滞系统理论和融合估计理论相结合, 提出了一些
融合估计算法. 文献 [5] 通过增广矩阵方法, 将同时
存在不确定观测、随机测量时延和多丢包现象的系

统转化为无时滞系统, 并利用射影理论导出最优融
合估计器; 考虑到文献 [5] 中状态维数增加将导致计
算负担加重, 文献 [6]基于MMSE (Minimum mean
square error) 准则, 导出了传感器失效下, 既有观测
时延又有状态时延的不确定系统的鲁棒 Kalman 滤
波器. 文献 [7] 在集中式融合框架下, 对存在传感器
失效、模型不确定性、观测数据包延迟和丢失情况

下的融合估计问题进行了讨论, 并提出两种不同的
融合估计算法. 文献 [8] 利用文献 [9] 的结论, 在未
考虑模型不确定的前提下, 提出了具有传感器失效、
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局部最优估计传输时延和丢包下的分布式 Kalman
融合估计方法.
在恶劣复杂的使用环境中, 除传感器失效现象

外, 还会出现因传感器老化、网络拥堵等原因导致的
传感器增益退化[10−12]. 相比于传感器失效, 传感器
增益退化在无线网络化多传感器融合估计系统中并

未得到广泛研究, 而且同时考虑传感器增益退化、模
型不确定性、数据时延和丢包问题的文献极少. 文
献 [13] 在文献 [14] 的基础上, 给出了一种传感器增
益退化下, 具有数据传输延迟和丢失的离散不确定
系统的集中式融合估计器. 集中式融合结构虽能保
证融合估计性能最优, 但是其容错能力较差, 工程上
难以实现. 因此, 本文在分布式融合框架下, 研究了
具有传感器增益退化、模型不确定性、数据传输延

迟和丢包的多传感器融合估计问题. 其中, 模型的不
确定性描述为系统矩阵受到随机扰动, 传感器增益
退化现象通过统计特性已知的随机变量来描述, 并
由此得到传感器增益退化下的量测方程, 随机时延
和丢包现象存在于局部最优状态估计向融合中心传

输的过程中. 首先, 基于状态方程和量测方程, 设计
了一种局部最优无偏估计器, 使得局部估计误差均
方差最小. 然后, 将传输时延描述为随机过程, 并在
融合中心端建立符合存储规则的时延–丢包模型, 利
用最优线性无偏估计方法[15−18], 导出最小方差意义
下的分布式融合估计器. 最后, 通过算例仿真证明所
设计融合估计器的有效性.

1 问题描述与分析

考虑如下离散不确定线性时变随机系统:

xk+1 = (Ak + gkÂk)x k + wk (1)

其中, xk ∈ Rn 是系统状态, Ak 和 Âk 是已知矩阵,
wk ∈ Rn 是协方差矩阵为Wk 的零均值白噪声, gk

是乘性白噪声, 且已知 E{gk} = ḡk, E{g2
k} = g̃k.

如图 1 所示, 假设系统由N 个传感器进行观测,
第 i 个传感器的量测方程描述为:

yi
k = f i

kC
i
kxk + vi

k, i = 1, 2, · · · , N (2)

其中, yi
k ∈ Rmi

是第 i 个传感器的测量输出, Ci
k 是

已知的量测矩阵, vi
k 是协方差矩阵为 V i

k 的零均值

白噪声, 并假设 vi
k 与 wk、gk 均不相关. f i

k 是分布

在区间 [ai, bi] (0 ≤ ai ≤ bi ≤ 1) 上的随机变量, 它
用来描述传感器增益退化程度, 且已知 E{f i

k} = f̄ i
k,

E{f i
k

2} = f̃ i
k.

图 1 分布式融合估计信号传递图

Fig. 1 Signal transmission of decentralized fusion

estimator

不失一般性, 对系统做如下假设:
假设 1. 对于任意 i 和 k, f i

k、gk、wk 和 vi
k 两

两互不相关.
假设 2. 初始状态 x0 与 f i

k、gk、wk 和 vi
k 均不

相关, 并定义 X0,0 := E{x0x
T
0 }.

假设第 i 个子系统 (1) 和 (2) 的局部最优 (线性
最小方差意义下) 状态估计记为 x̂i

k. 在这里, 因为标
准 Kalman 滤波器要求系统矩阵是确定的, 且系统
噪声为协方差已知的白噪声, 而本文所研究的系统
方程 (1) 中, 系统矩阵 (Ak + gkÂk) 中存在乘性随机
噪声 gk, 使得每一时刻系统矩阵不再是确定的, 且并
未假设 gk 是白噪声, 因此标准 Kalman 滤波器不适
合解决系统模型 (1) 和 (2) 的最优估计问题. 所以,
为得到具有传感器增益退化和模型不确定性子系统

的局部最优状态估计, 本文采用如下滤波器的形式:

x̂i
k+1 = Li

k(y
i
k − f̄ i

kC
i
kx̂

i
k) + (Ak + ḡkÂk)x̂

i
k (3)

其中, Li
k 表示局部滤波增益, 局部最优误差协

方差矩阵为 P i,i
k := E{(xxxk − x̂xxi

k)(xxxk − x̂xxi
k)

T}, 局
部最优误差交叉协方差矩阵为 P i,j

k := E{(xxxk −
x̂xxi

k)(xxxk − x̂xxj
k)

T}.
下面给出定理 1 证明滤波器 (3) 是无偏的.
定理 1. 在满足 x̂0 = E{x0} 的前提下, 式 (3)

所描述的滤波器是无偏的.
证明. 利用数学归纳法, 令 x̃i

k = xk − x̂i
k, 当

k = 0 时, x̂0 = E{x0}, 假设 k 时刻 E{x̃i
k} = 0, 则

k + 1 时刻, 有

E{x̃i
k+1} = E{(Ak + gkÂk)xk + wk}−

(Ak + ḡkÂk)x̂
i
k − Li

k(E{yi
k} − f̄ i

kC
i
kx̂

i
k) =

[(Ak + ḡkÂk)− Li
kf̄

i
kC

i
k]E{x̃i

k} = 0 (4)

¤



7期 赵国荣等: 具有传感器增益退化、随机时延和丢包的分布式融合估计器 1055

为方便运算, 定义运算符号 coli(Di) :=
[DT

1 , · · · , DT
i , · · · , DT

N ]T, 根据最优线性无偏估计
方法[15−18], 最优分布式融合估计器为:

x̂o
k = (IT

o P−1
k Io)

−1
IT

o P−1
k zk (5)

其中, x̂o
k 表示融合估计值, Io := coli(In), In

表示 n 维单位矩阵, zk := coli(x̂
i
k), Pk =


P 1,1

k · · · P 1,N
k

...
. . .

...

P N,1
k · · · P N,N

k


. 最小融合估计误差协方差矩

阵 P o
k := E{(xk − x̂o

k)(xk − x̂o
k)

T} 为:

P o
k = (IT

o P−1
k Io)

−1
(6)

在分布式框架下, 随机时延和丢包现象存在于
局部最优状态估计向融合中心传输的过程中, 本文
将传输时延和丢包描述为:




zi
k =

L∑
m=0

δ(τ i
k,m)x̂i

k−m, 0 ≤ m ≤ L

x̂i
d = 0, d = −L,−L + 1, · · · ,−1

(7)

其中, zi
k ∈ Rn 表示经第 i 通道到达融合中心的

信号, L 表示最大时延, δ(·) 是标准 Dirca 函数,
并满足 E{δ(τ i

k,m)} = Prob{τ i
k = m} = pi

m,k,∑L

m=0 pi
m,k ≤ 1. τ i

k = m 表示 k 时刻第 i 通道

的传输时延为 m. 显然, 数据丢包发生的概率为
1−∑L

m=0 pi
m,k.

针对不同时刻数据包可能会同时到达融合中心

的情况, 采用文献 [19] 提出的信号存储原则, 每个时
刻的局部最优估计 x̂i

k 在被发送前已经被标记好时

间顺序, 融合中心根据所收到信号的标记, 只存储最
新时刻的数据包, 丢掉其他数据包.
由于时延和丢包的存在, 在 k 时刻, 经第 i 通

道到达融合中心的局部最优状态估计为 x̂i
k−m (m =

0, 1, · · · , L), 或者发生数据丢包. 因此, 不能将此时
的信号直接用于分布式融合估计. 为此, 设 x̂i

r,k 为

k 时刻第 i 通道在融合中心端用于设计分布式融合
估计器的局部重组状态估计, 下角标 “r” 表示重组,
“k” 表示 k 时刻, 上角标 “i” 表示第 i 通道. x̂i

r,k 的

形式可描述为:

x̂i
r,k =

L∑
m=0

[
δ(τ i

k, m)

m∏
τ=1

(Ak−τ + ḡk−τ Âk−τ )x̂i
k−m

]
+

[
1−

L∑
m=0

δ(τ i
k, m)

]
(Ak−1 + ḡk−1Âk−1)x̂

i
r,k−1 (8)

式 (8) 的含义为: 发生时延 m 时, k 时刻经第

i 通道到达融合中心的时延信号为 x̂i
k−m, 则对应

的局部重组状态估计取为 x̂i
k−m 的 m 步预测值,

即为
∏m

τ=1 (Ak−τ + ḡk−τ Âk−τ )x̂
i
k−m; 发生数据丢包

时, 则取上一时刻第 i 通道的局部重组状态估计的

一步预测值作为本时刻的局部重组状态估计, 即为
(Ak−1 + ḡk−1Âk−1)x̂

i
r,k−1.

针对上述具有传感器增益退化、模型不确定性、

随机时延和丢包的多传感器融合估计系统, 本文要
解决的问题是:

1) 针对第 i 个子系统 (1) 和 (2), 设计局部增益
Li

k, 使得局部估计误差协方差最小.
2) 基于所设计的局部滤波增益 Li

k 及相应的 N

个局部重组状态估计 x̂i
r,k, 根据最优线性无偏估计

方法, 得到分布式融合估计器的递推形式.

2 局部最优滤波增益设计

在引出主要结论之前, 首先定义如下算子:




Xk,k := E{xkx
T
k }, Y i,j

k,k := E{yi
ky

j
k

T}
H i

k,k := E{xky
i
k

T},Λi
k,k := E{xkx̂

i
k

T}
M i,j

k,k := E{x̂i
ky

j
k

T},Γi,j
k,k := E{x̂i

kx̂
j
k

T}
Aḡ,k := Ak + ḡkÂk, Ag,k := Ak + gkÂk

(9)

定理 2. 对于第 i 个子系统 (1) 和 (2), 使得局
部滤波器 (3) 误差协方差最小的局部滤波增益的递
推形式为:

Li
k = Si

k

T
(T i

k)
−1

(10)

局部最优误差协方差递推形式为:

P i,i
k+1 = Aḡ,kP

i,i
k Aḡ,k

T − Si
k

T
(T i

k)
−1

Si
k + Wk+

(g̃k − ḡ2
k)ÂkXk,kÂ

T
k (11)

局部最优误差交叉协方差递推形式为:

P i,j
k+1 = Aḡ,kP

i,j
k Aḡ,k

T + Wk −Aḡ,k[H
j
k,k −M i,j

k,k+

f̄ j
kCjT

k (Γi,j
k,k − Λj

k,k)]L
jT
k + (g̃k − ḡ2

k)ÂkXk,kÂ
T
k−

Li
k[H

iT
k,k −M j,iT

k,k + f̄ i
kC

i
k(Γ

j,i
k,k − Λi

k,k)
T
]Aḡ,k

T+

Li
k(f̄

i
kf̄

j
kCi

kXk,kC
jT
k − f̄ j

kM j,iT
k,k CjT

k − f̄ i
kC

i
kM

i,j
k,k+

f̄ i
kf̄

j
kCi

kΓ
i,j
k,kC

jT
k )LjT

k (12)

其中, 各量递推公式为:

Si
k = [H i

k,k

T −M i,i
k,k

T
+ f̄ i

kC
i
k(Γ

i,i
k,k − Λi

k,k)
T
]Aḡ,k

T

(13)

T i
k = f̃ i

kC
i
kXk,kC

i
k

T − f̄ i
kM

i,i
k,k

T
Ci

k

T − f̄ i
kC

i
kM

i,i
k,k+

(f̄ i
k)

2
Ci

kΓ
i,i
k,kC

i
k

T
+ V i

k (14)
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Xk,k = Ak−1Xk−1,k−1A
T
k−1 + ḡk−1(Ak−1Xk−1,k−1×

ÂT
k−1 + Âk−1Xk−1,k−1A

T
k−1) + g̃k−1Âk−1×

Xk−1,k−1Â
T
k−1 + Wk (15)

Y i,j
k = f̄ i

kf̄
j
kCi

kXk,kC
j
k

T
(16)

H i
k = f̄ i

kXk,kC
i
k

T
(17)

Λi
k,k = Aḡ,k−1(H i

k−1,k−1 − f̄ i
k−1Λ

i
k−1,k−1C

i
k−1

T
)×

LiT
k−1 + Aḡ,k−1Λi

k−1,k−1Aḡ,k−1
T (18)

M i,j
k,k = f̄ j

kΛi
k,k

T
Cj

k

T
(19)

Γi,j
k,k = Li

k−1(Y
i,j

k−1 − f̄ j
k−1M

j,i
k−1,k−1

T
Cj

k−1

T−
f̄ i

k−1C
i
k−1M

i,j
k−1,k−1 + f̄ i

k−1f̄
j
k−1C

i
k−1Γ

i,j
k−1,k−1×

Cj
k−1

T
)Lj

k−1

T
+ Aḡ,k−1Γ

i,j
k−1,k−1Aḡ,k−1

T+

Li
k−1(M

j,i
k−1,k−1

T − f̄ i
k−1C

i
k−1Γ

i,j
k−1,k−1)Aḡ,k−1

T+

Aḡ,k−1(M
i,j
k−1,k−1 − f̄ j

k−1Γ
i,j
k−1,k−1C

j
k−1

T
)Lj

k−1

T

(20)

并且, 根据假设 2, X0,0 为已知, 其他变量初值设置
如下: 




Y i,j
0,0 = f̄ i

0f̄
j
0Ci

0X0,0C
j
0

T

H i
0,0 = f̄ i

0X0,0C
i
0

T

Λi
0,0 = E{x0}E{x0

T}
M i,j

0,0 = f̄ j
0Λi

0,0

T
Cj

0

T

Γi,j
0,0 = E{x0}E{x0

T}

(21)

证明. 下面证明式 (10), 由式 (1)∼ (3) 可得:

x̃i
k+1 = xk+1 − x̂i

k+1 =

(Ak + ḡkÂk)x̃i
k + (gk − ḡk)Âkxk + wk−

Li
k(y

i
k − f̄ i

kC
i
kx̂

i
k) (22)

结合式 (9) 以及假设 1 和假设 2, 可得:

P i,i
k+1 := E{(xk+1 − x̂i

k+1)(xk+1 − x̂i
k+1)

T} =

Aḡ,kP
i,i
k Aḡ,k

T + (g̃k − ḡ2
k)ÂkXk,kÂ

T
k−

Aḡ,k[H i
k,k −M i,i

k,k + f̄ i
k(Γ

i,i
k,k − Λi

k,k)C
i
k

T
]Li

k

T−
Li

k[H
i
k,k −M i,i

k,k + f̄ i
k(Γ

i,i
k,k − Λi

k,k)C
i
k

T
]
T

Aḡ,k
T+

Li
k[f̃

i
kC

i
kXk,kC

i
k

T
+ (f̄ i

k)
2
Ci

kΓ
i,i
k,kC

i
k

T−
f̄ i

kC
i
kM

i,i
k,k − f̄ i

kM
i,i
k,k

T
Ci

k

T
+ V i

k ]Li
k

T
+ Wk

(23)

下面令

Si
k = [H i

k,k

T −M i,i
k,k

T
+ f̄ i

kC
i
k(Γ

i,i
k,k − Λi

k,k)
T
]Aḡ,k

T

(24)

T i
k = f̃ i

kC
i
kXk,kC

i
k

T − f̄ i
kM

i,i
k,k

T
Ci

k

T − f̄ i
kC

i
kM

i,i
k,k+

(f̄ i
k)

2
Ci

kΓ
i,i
k,kC

i
k

T
+ V i

k (25)

将式 (24) 和式 (25) 代入式 (23) 可得:

P i,i
k+1 = Aḡ,kP

i,i
k Aḡ,k

T + (g̃k − ḡ2
k)ÂkXk,kÂ

T
k + Wk−

Si
k

T
Li

k

T − Li
kS

i
k + Li

kT
i
kL

i
k

T
+ Wk =

(Li
kT

i
k − Si

k

T
)(T i

k)
−1

(Li
kT

i
k − Si

k

T
)
−1

+ Wk+

Aḡ,kP
i,i
k Aḡ,k

T + (g̃k − ḡ2
k)ÂkXk,kÂ

T
k−

Si
k

T
(T i

k)
−1

Si
k (26)

令 Li
k = Si

k

T(T i
k)
−1, 则式 (23) 中 P i,i

k+1 最小,
得到式 (11) 和式 (12). ¤
需要特别指出的是, 定理 2 与文献 [13] 中提出

的定理 1 在形式上有很多相似之处, 这是因为本文
求取传感器 i 的局部最优状态估计和文献 [13] 求取
全局融合估计, 都是基于最小方差估计方法, 中间变
量的定义和结论推导在形式上有相似之处, 但是二
者各自定义的中间变量有明显不同的意义. 本文采
用的是分布式融合估计, 即先利用传感器 i 在 k 时

刻的测量数据 yi
k 得到局部最优估计 x̂i

k, 时延和丢
包发生在 x̂i

k 传送至融合中心的过程中, 定理 2 求
取的是局部最优估计, 且式 (9) 中各中间变量是基
于传感器 i 定义的, 未加入时延和丢包环节, 而文献
[13] 中定理 1 虽采用与本文中式 (3) 形式一致的滤
波器结构, 但其采用的是集中式融合估计方法, 融合
中心直接利用所有传感器的测量数据进行融合估计,
时延和丢包发生在测量数据 yi

k 传送至融合中心的

过程中, 所定义的各中间变量是基于全局的, 具有明
显的时延特征.

3 分布式融合估计器

在得到主要结论之前, 首先介绍如下两个引理.
引理 1. 定义矩阵 Ai

ḡ,f̄ ,m
:= (Am + ḡmÂm) −

f̄ i
mLi

mCi
m, 并假定算子

∏0

e=1 (·) = In. 则对于

Γi,j
m,n := E{x̂i

mx̂j
n

T} (m ≥ 0, n ≥ 0), 有
1) 情况 1: m = n 时,

Γi,j
m,n = Γi,j

m,m (27)
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2) 情况 2: m− n = 1 时,

Γi,j
m,n = Ai

ḡ,f̄ ,m−1Γ
i,j
m−1,m−1 + f̄ i

m−1L
i
m−1C

i
m−1×

Λj
m−1,m−1 (28)

3) 情况 3: m− n ≥ 2 时,

Γi,j
m,n = f̄ i

m−1L
i
m−1C

i
m−1(

m−n−1∏
e=1

Aḡ,m−1−e)Λj
n,n+

(
m−n∏
f=1

Ai
ḡ,f̄ ,m−f )Γi,j

n,n

m−n∑
c=2

[f̄ i
m−c(

c−1∏
d=1

Ai
ḡ,f̄ ,m−d)+

Li
m−cC

i
m−c(

m−n−c∏
h=1

Aḡ,m−c−h)Λj
n,n] (29)

4) 情况 4: n−m = 1 时,

Γi,j
m,n = Γi,j

n−1,n−1A
j

ḡ,f̄ ,n−1

T
+ f̄ j

n−1Λ
i
n−1,n−1

T×
Cj

n−1

T
Lj

n−1

T
(30)

5) 情况 5: n−m ≥ 2 时,

Γi,j
m,n = f̄ j

n−1Λ
i
m,m

T
(
n−m−1∏

e=1

Aḡ,n−1−e)
T
Cj

n−1

T
Lj

n−1

T
+

n−m∑
c=2

[f̄ j
n−cΛ

i
m,m

T
(
n−m−c∏

h=1

Aḡ,n−c−h)TCj
n−c

T×

Lj
n−c

T
(
c−1∏
d=1

Aj

ḡ,f̄ ,n−d
)

T

] + Γi,j
m,m(

n−m∏
f=1

Aj

ḡ,f̄ ,n−f
)T

(31)

对于 Λi
m,n := E{xmx̂i

n

T}, 有:
1) 情况 1: m = n 时,

Λi
m,n = Λi

m,m (32)

2) 情况 2: m− n ≥ 1 时,

Λi
m,n = (

m−n∏
τ=1

Aḡ,m−1)Λi
n,n (33)

3) 情况 3: n−m = 1 时,

Λi
m,n = H i

n−1,n−1L
i
n−1

T
+ Λi

n−1,n−1A
i
ḡ,f̄ ,n−1

T

(34)

4) 情况 4: n−m ≥ 2 时,

Λi
m,n = f̄ i

n−1Xm,m(
n−m−1∏

e=1

Aḡ,n−1−e)TCi
n−1

T
Li

n−1

T
+

n−m∑
c=2

[f̄ i
n−cXm,m(

n−m−c∏
h=1

Aḡ,n−c−h)TCi
n−c

T×

Li
n−c

T
(
c−1∏
d=1

Ai
ḡ,f̄ ,n−d)

T

] + Λi
m,m×

(
n−m∏
f=1

Ai
ḡ,f̄ ,n−f )T (35)

由于引理 1 证明过程较繁琐, 为增加文章可读
性, 具体证明过程见附录 A.
引理 2. 定义如下变量:





ri
m+1 :=

L∑
t=0

[δ(τ i
m+1, t)

t∏
τ=1

(Am+1−τ + ḡm+1−τ×
Âm+1−τ )x̂

i
m+1−t]

Y i,j
r,m,n := E{yi

mx̂j
r,n

T}, Ri,j
m,n := E{ri

mrj
n

T}
Ri,j

y,m,n := E{yi
mrj

n

T}, Ri
x,m,n := E{ri

mxn
T}

R̄i,j
x,m,n := E{x̂i

mrj
n

T}, R̂i,j
x,m,n := E{ri

mx̂j
r,n

T}
X i,j

r,m,n := E{x̂i
r,mx̂j

r,n

T}, X̄ i,j
r,m,n := E{x̂i

mrj
n

T}
X̂ i

r,m,n := E{xmx̂i
r,n

T}, X̂ i,j
r,m,n := E{x̂i

mx̂j
r,n

T}
Φi

m,k :=
L∑

m=0

δ(τ i
k,m), Φ̄i

m,k := 1−
L∑

m=0

δ(τ i
k,m)

pi
L,m,k :=

L∑
m=0

pi
m,k, p̄i

L,m,k := 1−
L∑

m=0

pi
m,k

(36)

则有下式成立:

Ri,j
k+1,k+1 =





L∑
m=0

L∑
n=0

[pi
m,k+1p

j
n,k+1(

m∏
τ=1

Aḡ,k+1−τ )×

Γi,j
k+1−m,k+1−n(

n∏
s=1

Aḡ,k+1−s)
T], i 6= j

L∑
m=0

[pi
m,k+1(

m∏
τ=1

Aḡ,k+1−τ )Γi,i
k+1−m,k+1−m×

(
m∏

s=1

Aḡ,k+1−τ )T], i = j

(37)

R̂i,j
x,k+1,k =

L∑
m=0

[pi
m,k+1(

m∏
τ=1

Aḡ,k+1−τ )X̂i,j
r,k+1−m,k] (38)

Ri
x,k+1,k =

L∑
m=0

[pi
m,k+1(

m∏
τ=1

Aḡ,k+1−τ )Λi
k,k+1−m

T
] (39)
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X i,j
r,k,k =




Ri,j
k,k + p̄i

L,m,kAḡ,k−1R̂
j,i
x,k,k−1

T
+

p̄j
L,n,kR̂

i,j
x,k,k−1Aḡ,k−1

T + p̄i
L,m,k×

p̄j
L,n,kAḡ,k−1X

i,j
r,k−1,k−1Aḡ,k−1

T, i 6= j

Ri,i
k,k + p̄i

L,m,kAḡ,k−1R̂
i,i
x,k,k−1

T
+

p̄i
L,m,kR̂

i,i
x,k,k−1Aḡ,k−1

T + p̄i
L,m,k×

Aḡ,k−1X
i,i
r,k−1,k−1Aḡ,k−1

T, i = j

(40)

X̂ i
r,k,k = p̄i

L,m,kAḡ,k−1X̂
i
r,k−1,k−1Aḡ,k−1

T+

Aḡ,k−1R
i
x,k,k−1

T
(41)

X̂ i,j
r,k+1−m,k =





Li
kY

i,j
r,k,k + Ai

ḡ,f̄ ,k
X̂ i,j

r,k,k, m = 0

Li
k−1R

i,j
y,k−1,k + Ai

ḡ,f̄ ,k−1
X̄ i,j

r,k−1,k+

Li
k−1p̄

j
L,n,kY

i,j
r,k−1,k−1Aḡ,k−1

T+

Ai
ḡ,f̄ ,k−1

p̄j
L,n,k × X̂ i,j

r,k−1,k−1Aḡ,k−1
T, m = 1

m−1∑
τ=1

[X̄ i,j
r,k+1−m,k−τ (

τ∏
s=1

p̄j
L,n,k+1−τAḡ,k−τ )T]×

X̂ i,j
r,k+1−m,k+1−m(

m−1∏
t=1

p̄j
L,n,k+1−tAḡ,k−t)

T+

X̄ i,j
r,k+1−m,k, m > 1

(42)

Y i,j
r,k,k = f̄ i

kC
i
kX̂

j
r,k,k (43)

Ri,j
y,k,k+1 = f̄ i

kC
i
kR

j
x,k,k+1

T
(44)

X̄ i,j
r,m,n =

L∑
s=0

[pi
s,nΓi,j

m,n−s(
s∏

τ=1

Aḡ,n−τ )
T] (45)

由于引理 2 证明过程较繁琐, 为增加文章可读
性, 具体证明过程见附录 B.
定义 x̃i

r,k+1 := xk+1 − x̂i
r,k+1, 重组估计交叉误

差协方差矩阵为 P i,j
r,k+1 := E{x̃i

r,k+1x̃
j
r,k+1

T}, 根据
引理 1 和引理 2 的结论, 以下定理给出 P i,j

r,k+1 的计

算方法.
定理 3. 基于式 (36) 所定义的变量, P i,j

r,k+1 递

推公式为:

P i,j
r,k+1 =





(g̃k − ḡ2
k)ÂkXk,kÂT

k + Wk + Ri,j
k+1,k+1−

Ri
x,k+1,kAḡ,k

T + R̂i,j
x,k+1,kAḡ,k

T−
pj

L,n,k+1R̂
i,j
x,k+1,kAḡ,k

T −Aḡ,kR̂j,i
x,k+1,k

T
+

Aḡ,kP i,j
r,kAḡ,k

T + pj
L,n,k+1Aḡ,kX̂j

r,k,kAḡ,k
T−

pj
L,n,k+1Aḡ,kXi,j

r,k,kAḡ,k
T − pi

L,m,k+1Aḡ,k×
R̂j,i

x,k+1,k

T
+ pi

L,m,k+1Aḡ,kXi,j
r,k,kAḡ,k

T−
pi

L,m,k+1Aḡ,kX̂i
r,k,k

T
Aḡ,k

T+

pi
L,m,k+1p

j
L,n,k+1Aḡ,kXi,j

r,k,kAḡ,k
T, i 6= j

(g̃k − ḡ2
k)ÂkXk,kÂT

k + Wk + Ri,i
k+1,k+1−

Ri
x,k+1,kAḡ,k

T + R̂i,i
x,k+1,kAḡ,k

T−
pi

L,m,k+1R̂
i,i
x,k+1,kAḡ,k

T −Aḡ,kR̂i,i
x,k+1,k

T
+

Aḡ,kP i,i
r,kAḡ,k

T + pi
L,m,k+1Aḡ,kX̂i

r,k,kAḡ,k
T−

pi
L,m,k+1Aḡ,kR̂i,i

x,k+1,k

T−
pi

L,m,k+1Aḡ,kX̂i
r,k,k

T
Aḡ,k

T+

pi
L,m,k+1Aḡ,kXi,i

r,k,kAḡ,k
T, i = j

(46)

证明. 由式 (1) 和式 (8) 可得:

x̃i
r,k+1 = xk+1 − x̂i

r,k+1 =

Ag,kxk + wk − ri
k+1 −Aḡ,kx̂

i
r,k + Φi

m,k+1Aḡ,kx̂
i
r,k =

(Ag,k −Aḡ,k)xk − ri
k+1 + Aḡ,kx̃

i
r,k+

Φi
m,k+1Aḡ,kx̂

i
r,k + wk (47)

则可得:
1) 当 i 6= j 时,

P i,j
r,k+1 =

E{x̃i
r,k+1x̃

j
r,k+1

T} =

E{[(Ag,k −Aḡ,k)xk − ri
k+1 + Aḡ,kx̃

i
r,k+

Φi
m,k+1Aḡ,kx̂

i
r,k + wk][(Ag,k −Aḡ,k)xk−

rj
k+1 + Aḡ,kx̃

j
r,k + Φj

n,k+1Aḡ,kx̂
j
r,k + wk]T} =

(g̃k − ḡ2
k)ÂkXk,kÂT

k + Wk + E{ri
k+1r

j
k+1

T}−
E{ri

k+1x̃
j
r,k

T}Aḡ,k
T −Aḡ,kE{x̃i

r,kr
j
k+1

T}−
E{Φj

n,k+1}E{ri
k+1x̂

j
r,k

T}Aḡ,k
T + Aḡ,k×

E{x̃i
r,kx̃

j
r,k

T}Aḡ,k
T + Aḡ,kE{Φj

n,k+1}×
E{x̃i

r,kx̂
j
r,k

T}Aḡ,k
T −Aḡ,kE{Φi

m,k+1}×
E{x̃i

r,kr
j
k+1

T}+ Aḡ,kE{Φi
m,k+1}×

E{x̂i
r,kx̃

j
r,k

T}Aḡ,k
T + Aḡ,kE{Φi

m,k+1Φ
j
n,k+1}×

E{x̂i
r,kx̂

j
r,k

T}Aḡ,k
T

(48)
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2) 当 i = j 时,

P i,j
r,k+1 =

(g̃k − ḡ2
k)ÂkXk,kÂ

T
k + Wk + E{ri

k+1r
i
k+1

T}−
E{ri

k+1x̃
i
r,k

T}Aḡ,k
T − E{Φi

m,k+1}E{ri
k+1x̂

i
r,k

T}×
Aḡ,k

T −Aḡ,kE{x̃i
r,kr

i
k+1

T}+ Aḡ,kE{x̃i
r,kx̃

i
r,k

T}×
Aḡ,k

T + Aḡ,kE{Φi
m,k+1}E{x̃i

r,kx̂
i
r,k

T}Aḡ,k
T−

Aḡ,kE{Φi
m,k+1}E{x̃i

r,kr
i
k+1

T}+ Aḡ,kE{Φi
m,k+1}×

E{x̂i
r,kx̃

i
r,k

T}Aḡ,k
T + Aḡ,kE{Φi

m,k+1}×
E{x̂i

r,kx̂
i
r,k

T}Aḡ,k
T (49)

利用式 (36) 对式 (48) 和式 (49) 中各量进行变
量代换, 即得到式 (46). ¤
设 x̂o

r,k 为分布式融合估计值, 融合估计误差协
方差为 P o

r,k = E{(xk − x̂o
r,k)(xk − x̂o

r,k)
T}.

根据最优线性无偏估计方法, 基于所设计的局
部滤波增益 (10) 及相应融合中心端的 N 个局部重

组状态估计 x̂i
r,k, 由式 (5) 和式 (6), 可得到分布式

融合估计器的形式如下:

x̂o
r,k = (IT

o P−1
r,k Io)

−1
IT

o P−1
r,k zr,k (50)

P o
r,k = (IT

o P−1
r,k Io)

−1
(51)

其 中, zr,k := coli(x̂
i
r,k), Pr,k =


P 1,1

r,k · · · P 1,N
r,k

...
. . .

...

P N,1
r,k · · · P N,N

r,k


, P i,j

r,k 和 P i,i
r,k 按照式 (46)

计算.

4 算例仿真

考虑如下由 2 个传感器组成的线性时变离散随
机系统:

xk+1 = (Ak + gkÂk)xk + wk

yi
k = f i

kC
i
kxk + vi

k, i = 1, 2

其中, Ak =

[
1.7240 −0.7788

1 0.05 sin(k)

]
, C1

k = C2
k =

[1 1], Âk =

[
1 0

0 1

]
, wk =

[
0.1

0

]
qk, qk、v1

k 和

v2
k 为互不相关的零均值白噪声, 其协方差分别为

1、0.25 和 0.25. 设最大时延为 L = 3, pi
0,k = 0.4,

pi
1,k = 0.3, pi

2,k = 0.2, pi
3,k = 0.05 (i = 1, 2). 乘

性噪声 gk 在区间 [−0.1, 0.1] 上服从均匀分布, 系统
初值 x0 的两个分量由在区间 [−1, 1] 上服从均匀分

布, 且 x̂0 = [0 0]
T

, x̂o
r,k = x̂1

k = x̂2
k = x̂0, X0,0 =[

1/3 0

0 1/3

]
. 传感器增益退化系数 f1

k 和 f2
k 均在区

间 [0.6, 0.8] 上服从均匀分布. P o
r,0 = P 1,1

r,0 = P 2,2
r,0 =[

0.09 0

0 0.19

]
, P 1,2

r,0 = (P 2,1
r,0 )

T
=

[
0.07 0.02

0.08 0.12

]
. 根

据式 (46) 和 (50) 求得分布式融合估计值 x̂o
r,k.

分布式融合估计值 x̂o
r,k 的仿真结果如图 2 所

示, 四条曲线分别表示真实状态 xk、通道 1 的局部
最优估计 x̂1

k、通道 2 的局部最优估计 x̂2
k 和分布式

融合估计 x̂o
r,k. 图 3 表示各时刻随机时延依概率的

取值情况, 其中, m = 0、m = 1、m = 2 和 m = 3
依次表示时延为 0、1、2、3, m = 4 表示数据丢包.
图 4 表示, 当传感器增益退化系数 f i

k 分别在区间

Df = [0.6, 0.8]、Df = [0.3, 0.5] 和 Df = [0.1, 0.3]
上服从均匀分布时, 分布式融合估计误差协方差
矩阵 P o

r,k 的迹 tr(P o
r,k) 的计算结果, 由图 4 可知,

在达到平稳时, tr(P o
r,k) 随着增益退化系数 f i

k 取

值的减小而增大, 这说明传感器增益退化越严重,
分布式融合估计误差越大. 图 5 表示, 当乘性噪声
gk 分别在 Dg = [−0.1, 0.1]、Dg = [−0.3, 0.3] 和
Dg = [−0.5, 0.5] 上服从均匀分布时, tr(P o

r,k) 的计
算结果,由图 5可知,随着 gk 绝对值的增大, tr(P o

r,k)
趋于稳定所用的时间越久, 在达到平稳时, tr(P o

r,k)
则随着 gk 绝对值的增大而增大, 这说明模型不确定

图 2 状态 xk 和状态估计 x̂o
r,k 的轨迹

Fig. 2 Trajectories of state xk and state estimate x̂o
r,k
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图 3 各时刻随机时延m 依概率的分布

Fig. 3 Distribution of the random time delay m based on

probability every step

图 4 增益退化系数 f i
k 与 tr(P o

r,k) 的关系

Fig. 4 Relationship between gain degradation coefficient

f i
k and tr(P o

r,k)

性越大, 分布式融合估计误差越大.
为比较本文所提出的分布式融合估计方法与文

献 [13] 所提出的集中式融合方法下的估计性能, 设
传感器增益退化系数 f i

k 在区间 Df = [0.6, 0.8] 上
服从均匀分布,乘性噪声 gk 在区间Dg = [−0.1, 0.1]
上服从均匀分布, 分别计算出两种融合估计方法下
的融合估计误差协方差矩阵的迹, 其仿真结果如图
6 所示. 由图 6 可看出, 文献 [13] 中所提出的集中
式融合估计方法的融合估计误差小于本文所提的分

布式融合方法, 这是因为前者采用集中式框架, 在融
合中心直接利用所有传感器的原始测量数据进行融

合估计, 测量数据信息损失量最小, 后者首先利用各
传感器测量数据进行局部最优估计, 然后再将局部

最优估计发送到融合中心, 测量数据信息损失量大
于集中式融合方法, 从而增大融合估计误差; 从图 5
又可以看出, 两种方法的融合估计误差相差不大, 说
明本文提出分布式融合结构相比于集中式融合估计,
虽然融合精度并不是最优, 但融合精度损失不大, 同
时, 采用分布式计算方法, 能够避免高维矩阵计算,
降低了计算量.

图 5 乘性噪声 gk 与 tr(P o
r,k) 的关系

Fig. 5 Relationship between multiplicative noise

gk and tr(P o
r,k)

图 6 分布式融合估计方法与集中式融合估计方法对比

Fig. 6 Comparison of decentralized fusion estimator with

centralized fusion estimator

5 结论

本文考虑了具有传感器增益退化、模型不确定

性、数据传输时延和丢包的多传感器分布式融合估
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计问题, 对模型的不确定性、传感器增益退化现象、
随机时延和丢包现象依次进行建模. 针对传感器增
益退化和模型的不确定性, 设计了一种局部最优无
偏估计器, 并在融合中心端建立符合存储规则的时
延 –丢包模型, 利用最优线性无偏估计方法, 推导出
最小方差意义下的分布式融合估计器的递推形式.
最后仿真结果表明, 传感器增益退化程度和模型不
确定性越大, 系统融合估计精度越差. 因此, 可通过
改善传感器抗退化性能和减小模型不确定性, 来提
高系统融合估计精度. 相比于集中式融合估计, 本文
所提方法能够有效降低计算量, 提高了系统容错能
力和抗干扰性, 且工程上易于实现.

附录A 引理 1的证明过程
证明. 首先依次对第 3 节中式 (27)∼ (31) 进行推导, 即

分 5 种情况进行讨论:

1) 当m = n 时, 有

E{x̂i
mx̂j

n
T} = Γi,j

m,m (A1)

2) 当m− n = 1 时, 有

E{x̂i
mx̂j

n
T} =

E{(Li
m−1y

i
m−1 + Ai

ḡ,f̄ ,m−1x̂
i
m−1)x̂

j
m−1

T} =

Li
m−1E{yi

m−1x̂
j
m−1

T}+ Ai
ḡ,f̄ ,m−1E{x̂i

m−1x̂
j
m−1

T} =

Ai
ḡ,f̄ ,m−1Γ

i,j
m−1,m−1 + f̄ i

m−1L
i
m−1C

i
m−1Λ

j
m−1,m−1 (A2)

3) 当m− n ≥ 2 时, 令

{
ai

m−1 := Li
m−1

bi
m−1 := Ai

ḡ,f̄ ,m−1

(A3)

结合式 (3)、(A3) 得

x̂i
m = ai

m−1y
i
m−1 + bi

m−1x̂
i
m−1 =

ai
m−1y

i
m−1 + bi

m−1(a
i
m−2y

i
m−2 + bi

m−2x̂
i
m−2) =

ai
m−1y

i
m−1 + bi

m−1a
i
m−2y

i
m−2 + bi

m−1b
i
m−2×

(ai
m−3y

i
m−2 + bi

m−3x̂
i
m−3) =

...

ai
m−1y

i
m−1 +

m−n∑
c=2

[(

c−1∏

d=1

bi
m−d)ai

m−cy
i
m−c]+

(

m−n∏

f=1

bi
m−f )x̂i

n (A4)

此时, 由式 (A4) 可得

E{x̂i
mx̂j

n
T} =

E{(ai
m−1y

i
m−1 +

m−n∑
c=2

[(

c−1∏

d=1

bi
m−d)ai

m−cy
i
m−c]+

(

m−n∏

f=1

bi
m−f )x̂i

n)x̂j
n

T} =

ai
m−1E{yi

m−1x̂
j
n

T}+ E{(
m−n∏

f=1

bi
m−f )x̂i

nx̂
j
n

T}+

E{
m−n∑
c=2

[(

c−1∏

d=1

bi
m−d)ai

m−cy
i
m−cx̂

j
n

T
]} =

ai
m−1f̄

i
m−1C

i
m−1(

m−n−1∏
e=1

Aḡ,m−1−e)Λ
j
n,n+

m−n∑
c=2

[f̄ i
m−c(

c−1∏

d=1

bi
m−d)ai

m−cC
i
m−c×

(

m−n−c∏

h=1

Aḡ,m−c−h)Λj
n,n] + (

m−n∏

f=1

bi
m−f )Γi,j

n,n (A5)

4) 当 n−m = 1 时, 与式 (28) 推导过程同理, 可得

E{x̂i
mx̂j

n
T} = f̄ j

n−1Λ
i
n−1,n−1

T
Lj

n−1

T
Cj

n−1

T
+

Γi,j
n−1,n−1A

j

ḡ,f̄ ,n−1

T
(A6)

5) 当 n−m ≥ 2 时, 与式 (29) 推导过程同理, 可得

E{x̂i
mx̂j

n
T} =

f̄ j
n−1Λ

i
m,m

T
(

n−m−1∏
e=1

Aḡ,n−1−e)
TCj

n−1

T
aj

n−1

T
+

n−m∑
c=2

[f̄ j
n−cΛ

i
m,m

T
(

n−m−c∏

h=1

Aḡ,n−c−h)TCj
n−c

T
aj

n−c

T×

(

c−1∏

d=1

bj
n−d)T] + Γi,j

m,m(

n−m∏

f=1

bj
n−f )T (A7)

利用式 (A3) 对式 (A5) 和式 (A7) 进行变量代换, 并综

合上述 5 种情况下讨论结果, 得到式 (27)∼ (31).

下面对正文中式 (32)∼ (35) 进行推导, 即分 4 种情况

进行讨论:

1) 当m = n 时, 有

E{xmx̂i
n

T} = Λi
m,m (A8)

2) 当m− n ≥ 1 时, 有

E{xmx̂i
n

T} = (

m−n∏
τ=1

Aḡ,m−1)E{xnx̂
i
n

T} =

(

m−n∏
τ=1

Aḡ,m−1)Λ
i
n,n (A9)
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3) 当 n−m = 1 时, 有

E{xmx̂i
n

T} =

E{xn−1y
i
n−1

T}Li
n−1

T
+ E{xn−1x

i
n−1

T}Ai
ḡ,f̄ ,n−1

T
=

Hi
n−1,n−1L

i
n−1

T
+ Λi

n−1,n−1A
i
ḡ,f̄ ,n−1

T
(A10)

4) 当 n−m ≥ 2 时, 令

{
ai

n−f := Li
n−f

bi
n−f := Ai

ḡ,f̄ ,n−f

(A11)

则由式 (A4) 推导过程可得

E{xmx̂j
n

T} =

f̄ i
n−1Xm,m(

n−m−1∏
e=1

Aḡ,n−1−e)
TCi

n−1
T
ai

n−1
T
+

n−m∑
c=2

[f̄ i
n−cXm,m(

n−m−c∏

h=1

Aḡ,n−c−h)TCi
n−c

T
ai

n−c
T×

(

c−1∏

d=1

bi
n−d)T] + Λi

m,m(

n−m∏

f=1

bi
n−f )T (A12)

利用式 (A11) 对式 (A12) 进行变量代换, 并综上 4 种

情况所述, 得到式 (32)∼ (35). ¤
附录 B 引理 2的证明过程

证明. 下面分别对第 3 节中式 (37)∼ (45) 依次进行推

导. 由式 (36) 中各变量定义可得到

Ri,j
k+1,k+1 =

E{
L∑

m=0

[δ(τ i
k+1, m)(

m∏
τ=1

Aḡ,k+1−τ )×

x̂i
k+1−m]

L∑
n=0

[δ(τ j
k+1, n)(

n∏
s=1

Aḡ,k+1−s)x̂
j
k+1−n]T} =





E{
L∑

m=0

L∑
n=0

[δ(τ i
k+1, m)δ(τ j

k+1, n)(
m∏

τ=1

Aḡ,k+1−τ )×

x̂i
k+1−mx̂j

k+1−n

T
(

n∏
s=1

Aḡ,k+1−s)
T]}, i 6= j

E{
L∑

m=0

[δ(τ i
k+1, m)(

m∏
τ=1

Aḡ,k+1−τ )x̂i
k+1−m×

x̂i
k+1−m

T
(

m∏
τ=1

Aḡ,k+1−τ )T]}, i = j

(B1)

R̂i,j
x,k+1,k =

E{
L∑

m=0

[δ(τ i
k+1, m)(

m∏
τ=1

Aḡ,k+1−τ )x̂i
k+1−mx̂j

r,k

T
]} =

L∑
m=0

[pj
m,k+1(

m∏
τ=1

Aḡ,k+1−τ )E{x̂i
k+1−mx̂j

r,k

T}] (B2)

Ri
x,k+1,k =

E{
L∑

m=0

[δ(τ i
k+1, m)(

m∏
τ=1

Aḡ,k+1−τ )x̂i
k+1−mxk

T]} =

L∑
m=0

[pj
m,k+1(

m∏
τ=1

Aḡ,k+1−τ )E{x̂i
k+1−mxk

T}] (B3)

Xi,j
r,k,k = E{(ri

k + Φ̄i
m,kAḡ,k−1x̂

i
r,k−1)(r

j
k + Φ̄j

n,kAḡ,k−1×
x̂j

r,k−1)
T} =





E{ri
kr

j
k

T}+ p̄i
L,m,kAḡ,k−1E{x̂i

r,k−1r
j
k

T}+
p̄j

L,n,kE{ri
kx̂

j
r,k−1

T}Aḡ,k−1
T + p̄i

L,m,k×
p̄j

L,n,kAḡ,k−1E{x̂i
r,k−1x̂

j
r,k−1

T}Aḡ,k−1
T, i 6= j

E{ri
kr

i
k
T}+ p̄i

L,m,kAḡ,k−1E{x̂i
r,k−1r

i
k
T}+

p̄i
L,m,kE{ri

kx̂
i
r,k−1

T}Aḡ,k−1
T + p̄i

L,m,k×
Aḡ,k−1E{x̂i

r,k−1x̂
i
r,k−1

T}Aḡ,k−1
T, i = j

(B4)

X̂i
r,k,k = E{(Aḡ,k−1xk−1 + wk−1)(r

i
k + Φ̄i

m,kAḡ,k−1×
x̂i

r,k−1)
T} =

Aḡ,k−1E{xk−1r
i
k
T}+ p̄i

L,m,kAḡ,k−1×
E{xk−1x̂

i
r,k−1

T}Aḡ,k−1
T (B5)

对于式 (42) 中 X̂i,j
r,k+1−m,k, 分 3 种情况讨论:

1) 当m = 0 时, 有

X̂i,j
r,k+1−m,k = X̂i,j

r,k+1,k =

E{x̂i
k+1x̂

j
r,k

T} =

E{(Li
ky

i
k + Ai

ḡ,f̄ ,kx̂
i
k)x̂j

r,k

T} =

Li
kE{yi

kx
j
r,k

T}+ Ai
ḡ,f̄ ,kE{x̂i

kx̂
j
r,k

T} (B6)

2) 当m = 1 时, 有

X̂i,j
r,k+1−m,k = X̂i,j

r,k,k =

E{x̂i
kx̂

j
r,k

T} =

E{(Li
k−1y

i
k−1 + Ai

ḡ,f̄ ,k−1x̂
i
k−1)×

(rj
k + Φ̄j

n,kAḡ,k−1x̂
j
r,k−1)

T} =

Li
k−1E{yi

k−1r
j
k

T}+ Ai
ḡ,f̄ ,k−1E{x̂i

k−1r
j
k

T}+
p̄j

L,n,kLi
k−1E{yi

k−1x̂
j
r,k−1

T}Aḡ,k−1
T+

p̄j
L,n,kAi

ḡ,f̄ ,k−1E{x̂i
k−1x̂

j
r,k−1

T}Aḡ,k−1
T (B7)
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3) 当m > 1 时, 由式 (8) 得

x̂j
r,k = rj

k + Φ̄j
n,kAḡ,k−1x̂

j
r,k−1 =

rj
k + Φ̄j

n,kAḡ,k−1(r
j
k−1+

Φ̄j
n,k−1Aḡ,k−2x̂

j
r,k−2) =

...

rj
k +

m−1∑
τ=1

[(

τ∏
s=1

Φ̄j
n,k+1−sAḡ,k−s)r

j
k−τ ]+

(

m−1∏
t=1

Φ̄j
n,k+1−tAḡ,k−t)x̂

j
r,k+1−m (B8)

则有

X̂i,j
r,k+1−m,k =

E{x̂i
k+1−mx̂j

r,k

T} =

m−1∑
τ=1

[E{x̂i
k+1−mrj

k−τ

T}E{(
τ∏

s=1

Φ̄j
n,k+1−sAḡ,k−s)

T}+

E{x̂i
k+1−mx̂j

r,k+1−m

T}E{(
m−1∏
t=1

Φ̄j
n,k+1−tAḡ,k−t)

T}+

E{x̂i
k+1−mrj

k

T} (B9)

Y i,j
r,k,k = f̄ i

kCi
kE{xkx̂

j
r,k

T} (B10)

Ri,j
y,k,k+1 = f̄ i

kCi
kE{xkr

j
k+1

T} (B11)

X̄i,j
r,m,n = E{x̂i

m{
L∑

s=0

[δ(τ j
n, s)(

s∏
τ=1

Aḡ,n−τ )x̂j
n−s]}T} =

L∑
s=0

[pi
s,nE{x̂i

mx̂j
n−s

T}(
s∏

τ=1

Aḡ,n−τ )T] (B12)

利用式 (36) 对式 (B1)∼ (B7)、式 (B9)∼ (B12) 中各量进行

变量代换, 即分别得到式 (37)∼ (45). ¤
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