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基于马尔科夫决策过程的ATO系统独立组件与

产品双需求最优决策研究

李 稚 1 谭德庆 2

摘 要 研究多维组件, 单一产品的双需求型面向订单装配 (Assemble-to-order, ATO) 系统. 产品需求为延期交货型, 当其不

被满足时将产生缺货等待成本; 而独立组件需求为销售损失型, 其不被满足时将产生缺货损失成本. 该问题可以抽象成一个动

态马尔科夫决策过程 (Markov decision process, MDP), 通过对双需求模型求解得到状态依赖型最优策略, 即任一组件的最优

生产 – 库存策略由系统内其他组件的库存水平决定. 研究解决了多需求复杂 ATO 系统的生产和库存优化控制问题. 提出在一

定条件下, 组件的基础库存值可以等价于最终产品需求的库存配给值. 组件的基础库存值与库存配给值随系统内其他组件库

存的增加而增加, 而产品需求的库存配给值随系统组件库存和产品缺货量的增加而减少. 最后通过数值实验分析缺货量及组

件库存对最优策略结构的影响, 并得到了相应的企业生产实践的管理启示.
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Optimal Control of ATO System with Individual Components and Product

Demands Based on Markov Decision Process

LI Zhi1 TAN De-Qing2

Abstract An assemble-to-order (ATO) system is considered which produces n components to be assembled into a single

product. Demand for the product is backlogged while demand for components is lost, if it is not immediately satisfied. The

problem is to control component production and component inventory allocation. The Markov decision process (MDP)

framework is used to formulate this problem. It is shown that for components, the optimal policy is characterized by two

state-dependent thresholds: a production base-stock level and an inventory rationing level, and that for the assembled

product, the optimal policy is characterized by a state-dependent rationing level. Under a certain condition, the base-stock

level of component equals the rationing level for the product. The base-stock level and rationing level of one component

are both increasing with the inventories of other components. The rationing level of the product is decreasing with the

backlog level and other components′ inventories. Finally, though some numerical examples, the influence of the backlog

level and inventory level on the optimal policy is studied and some managerial insights for manufacturing practice are

also provided.
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随着全球市场竞争加剧, 大规模定制已经成为
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生产制造企业的主要目标. 客户对产品需求越来越
多样化、个性化, 激烈的市场竞争对企业快速响应能
力的要求也越来越高. 面向订单装配 (Assemble-to-
order, ATO) 系统以低组件库存、短产品交货期和
灵活反应等特点更好地满足客户对产品的个性化需

求. ATO 可以看作是一种流行的管理策略, 已经被
广泛地应用在生产制造业中, 并成为制造型企业首
选的生产方式之一. ATO 系统由众多组件和产品组
成, 是一个由组件装配成成品或半成品, 并以最终产
品满足客户需求的过程. 系统有限的库存量, 需求的
不确定性及产品需求与组件相互关联等因素, 增加



5期 李稚等: 基于马尔科夫决策过程的 ATO 系统独立组件与产品双需求最优决策研究 783

了 ATO 系统管理的难度. 管理 ATO 的难点在于
如何优化控制系统组件的库存, 即确定最优的生产
补给和需求分配策略. ATO 系统是一种即时的需求
响应系统. 在 ATO 系统中库存仅为组件库存, 当需
求来临时组件可以立即装配成产品满足客户需求.
Song 等[1] 研究具有泊松需求和常数再补给基础库

存系统, 指出产品需求满足率可以通过一系列批量
分布和泊松分布的卷积得到.

De Véricourt 等[2] 研究两维产品需求且缺货

候补型 (Make to stock, MTS) 系统, 提出产品
生产的最优策略为转换曲线 “Switching curve”.
Karaarslan 等[3] 研究两个组件装配成一个最终产

品且生产提前期不同的 ATO 系统, 得到了平衡基础
库存策略. Saidane 等[4] 研究需求到达时间间隔为

爱尔朗分布 (Erlang distribution)、需求量为伽玛分
布 (Gamma distribution) 的一阶段式批量生产系
统. 采用上界和下界法对基础库存值加以逼近, 得到
了最优的生产控制策略. Juan 等[5] 提出一个模拟与

启发式算法相结合的方法 (Simheuristic algorithm)
解决单生产周期随机库存缺货问题, 利用柔性补给
策略减少生产系统的预期总成本. 另外, 连续时间系
统的动态马尔科夫决策过程 (Markov decision pro-
cess, MDP) 也是近年来 ATO 系统研究热点. 此研
究方向的优秀著作之一为文献 [6], Benjaafar 等研
究单一产品且多维产品需求 ATO 系统的组件库存
优化控制问题, 确立了明确的最优生产 –库存策略.
ElHafsi 等[7] 基于一个 1 维产品, n 维组件装配结

构的 ATO 系统, 研究产品售后市场为销售损失型
(Lost sales) 的独立组件需求模型. 研究结果表明,
系统组件库存增加将导致产品需求率增加, 因此需
求配给水平值也会随之升高. 我国学者对生产运作
系统也有相关研究, 娄山佐等[8−9] 研究随机中断和

退货环境下供应链系统的库存控制问题, 利用水平
穿越法得到系统的最优库存策略. 郭佳等[10] 以一个

单产品 ATO 系统为研究对象, 研究生产商的最优库
存和生产决策, 并得到了基于目标追踪法和工程深
度指示的同步生产计划方法. 刘艳梅等[11] 针对大批

量定制模式下的 ATO 产品的提前期设置, 零部件加
工与产品装配同步的问题, 提出最优的产品装配计
划方法.

以上研究只针对产品需求类型的 ATO 系统, 而
对于更为一般的需求模型, 例如独立组件需求的研
究较少. 本文遵循了连续时间系统的一般假设, 即
指数型生产提前期和泊松过程的需求到达[2, 6−7], 并
应用 MDP 解决系统最优控制问题. 与以上研究不
同, 本文在前期研究文献 [7] 的基础上, 研究产品
需求与独立组件需求共存的 ATO 系统, 涉及单一
产品多组件装配, 并将需求类型扩展为销售损失型

(Lost sales) 和延期交货型 (Backorders) 的多需求
复杂 ATO 模型. 前期研究文献 [7] 只针对单一需求
类型 (Lost sales) 的简单 ATO 系统的生产与库存
进行优化并得到了系统的最优控制策略. 但考虑到
ATO 系统的实际生产运作, 前期研究具有一定的局
限性还未能反映产品市场上客户需求的多样性与不

确定性. 为了突破这一问题, 本文研究一种更贴近现
实生产的 ATO 系统, 涉及两种缺货类型: 最终产品
与独立组件双需求. 研究的系统更为一般化, 增加需
求参数及产品缺货量将导致模型更加复杂. 通过对
双需求型 ATO 的研究, 得到系统生产运作优化控制
方法. 本研究的创新点为突破了传统 ATO 最优策
略对于组件基础库存值与产品需求的库存配给值分

离的界定方法, 得到了在一定条件下以上两种控制
值可以转化并等价的新结论. 这一结论为 ATO 系统
最优生产与库存控制策略提供了新的研究成果与文

献.

1 模型及问题描述

本文研究一个由 n 个组件装配成一个单一产

品的 ATO 系统. 组件的生产提前期服从均值 1/µk

(k = 1, · · · , n) 的指数分布. 组件 k 与最终产品

的需求到达率分别为 λk 和 λ0 的泊松过程. ATO
系统的特点是系统库存仅为组件形式, 真正实现
了产品零库存. 当需求来临时组件可以被立即

装配为最终产品并交付予客户. 因此 ATO 系统
能最大限度的响应客户需求, 达到柔性制造. 基
于以上特点, 本模型不考虑产品的装配时间. 系
统在时刻 t 的当前状态定义为 (XXX(t), Y (t)), 其中
XXX(t) = (X1(t), · · · , Xn(t)), Xk(t) 为非负整数表示
组件 k 在 t 时刻的现有库存水平, Y (t) 为非负整数
表示产品需求的缺货数量. 本文研究单位需求系统,
即每单位需求只能由一个产品或一个独立组件来满

足. 在本系统中客户对独立组件的需求缺乏耐心, 当
单位独立组件 k 需求不被满足时便立即离开系统寻

找其他供货商, 产生单位销售损失成本 ck. 而客户
对产品的需求具有耐心, 当产品需求不能被立即满
足时, 仍愿意等待延期交货的产品, 产生缺货等待
成本 b0(Y (t)). 有关耐心型与缺乏耐心型需求的假
设, 请参见 Kim 等[12]. 定义组件 k 在时刻 t 上的持

有成本为 hk(Xk(t)), h(XXX(t)) =
∑n

k=1 hk(Xk(t)),
且 hk(Xk(t)) 与 b0(Y (t)) 同为递增凸函数. 有关
持有成本和缺货成本为凸函数的假设请参见文献

[2, 6−7]. 本模型所涉及的以上基础假设均符合
ATO 系统生产的一般规律, 是基于广泛文献研究
基础之上的科学性的基础假设.
现有文献 [1, 3, 6−7] 研究的 ATO 系统模型只

涉及一种需求类型即缺货损失型, 而对于生产实践
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中常见的延期交货型需求却未作讨论. 文献 [2] 虽
然考虑了延期交货型需求, 但其研究系统为简单的
产品需求 MTS 系统, 不涉及复杂组件装配结构的
ATO 系统. 基于以上研究的不足, 本文在充分考虑
产品需求延期交货型与独立组件需求缺货损失型的

双需求多组件装配 ATO 系统特点, 基于连续时间系
统无记忆性建立一个双需求型动态 MDP 模型 (有
关MDP 基础模型请参见文献 [13]). 在策略 π 和初

始状态 (xxx, y) = (x1, · · · , xn, y) 下, 系统的期望总折
扣成本在无限多维空间上表示为

vπ (xxx, y) = Eπ
(xxx,y)

[
n∑

k=1

∫ ∞

0

e−αthk(Xk(t))dt+

n∑
k=1

∫ ∞

0

e−αtckdNk(t) +
∫ ∞

0

e−αtb0 (Y (t)) dt

]

(1)

式 (1) 中, α > 0 为折扣因子, Nk(t) 为在时间
t 内独立组件 k 的需求被拒绝的数量. 为了得
到系统的最优策略 π∗, 可以通过令目标函数 (1)
最小化求解得到. 对于连续时间型 MDP 模型
求解问题, 本文依据文献 [14] 定义统一转换率为
β =

∑n

l=0 λl +
∑n

k=1 µk, 将连续时间型 MDP 转
化成相对应的离散时间型 MDP. 定义从当前状
态 (xxx, y) 采用行动 a, 到下一个状态 (x̂xx, ŷ) 的转
移概率为 p ((x̂xx, ŷ) |(xxx, y) , a), 见式 (2). a 为决

策者在策略 π 状态 (xxx, y) 下采取的行动, 定义为
aπ(xxx, y) = (u1, · · · , uk, w0, · · · , wk). 其中, uk = 1
为生产一单位组件 k 充当库存, uk = 2 为生产一单
位组件 k 以减少产品需求的缺货量, uk = 0 为不生
产组件 k; wk = 1 为满足一单位的独立组件 k 需求,
wk = 0为拒绝独立组件 k 需求; w0 = 1为满足一单
位的产品需求, w0 = 0 使产品需求缺货等待. 另外,

Id 为标识函数 (若 d 为真则 Id = 1; 否则, Id = 0).
为了研究问题方便定义 α + β = 1 (参见文

献 [13]), 同时引入决策算子 F0, F k 与 Fk, k =
1, · · · , n, 因此式 (1) 最优方程可以简化为

v∗(xxx, y) = h(xxx) + b0(y) + λ0F
0v∗(xxx, y)+

n∑
k=1

λkF
kv∗(xxx, y) +

n∑
k=1

µkFkv
∗(xxx, y) (3)

F 0v(xxx, y) =



v(xxx, y + 1), 若
n

Π
k=1

xk = 0

min {v(xxx− eee, y), v(xxx, y + 1)} , 其他

F kv(xxx, y) ={
v(xxx, y) + ck, 若 xk = 0
min {v(xxx− eeek, y), v(xxx, y) + ck} , 其他

Fkv(xxx, y) =



min {v(xxx, y), v(xxx + eeek, y)} , 若 y = 0
min {v(xxx, y), v(xxx + eeek, y)} ,

若 y > 0,
n

Π
i 6=k

xi = 0

min{v(xxx + eeek, y), v(xxx−
n∑

i 6=k

eeei, y − 1)},

若 y > 0,
n

Π
i 6=k

xi > 0

其中, eeek 表示第 k 个元素是 1, 其余元素全是 0 的
n 维单位向量, 并有 eee =

∑n

k=1 eeek = (1, 1, · · · , 1).
算子 F 0 表示产品需求的库存分配决策: 若∏n

k=1 xk > 0 (i. e., 所有组件都有库存), 管理者的
策略为立即满足产品需求或者让其进入缺货等待状

p ((x̂xx, ŷ) |(xxx, y) , a ) =




µk

β
I{uk=1}, 若 (x̂xx, ŷ) = (xxx + eeek, y)

µk

β
I{∏n

i6=k
xi>0,y>0, uk=2

}, 若 (x̂xx, ŷ) = (xxx−
∑n

i6=k eeei, y − 1)

λ0

β
I{∏n

k=1 xk>0, w0=1}, 若 (x̂xx, ŷ) = (xxx− eee, y)

λ0

β
I{w0=0}, 若 (x̂xx, ŷ) = (xxx, y + 1)

λk

β
I{xk>0, wk=1}, 若 (x̂xx, ŷ) = (xxx− eeek, y)

1−
∑n

k=1 µkI{uk=1}+
∑n

k=1 µkI{∏n
i6=k xi>0,y>0,uk=2}+λ0I{∏n

k=1 xk>0,w0=1}+λ0I{w0=0}+
∑n

k=1 λkI{xk>0,wk=1}
β

, 若 (x̂xx, ŷ) = (xxx, y)

0, 其他

(2)
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态; 若
∏n

k=1 xk = 0 (i. e., 至少一个组件无库存), 产
品需求不能被立即满足只能缺货等待. 算子 F k 表

示独立组件 k 需求的库存分配决策: 若 xk > 0 (组
件 k 有库存), 管理者的策略为立即满足独立组件
k 需求或者将其拒绝; 若 xk = 0 (组件 k 无库存),
独立组件需求不能被即时满足. 算子 Fk 表示组件

k 的生产决策: 若 y = 0 (产品需求无缺货), 管理
者的策略为不生产组件 k, 或者生产组件 k 置于库

存中; 若 y> 0,
∏n

i 6=k xi = 0 (产品需求呈缺货状态,
且至少一个组件无库存), 与上一情况类似, 管理者
仍然要考虑是否生产组件 k 增加库存量; 若 y> 0,∏n

i 6=k xi > 0 (产品需求呈缺货状态, 且所有组件都
有库存), 管理者的策略为生产组件 k 增加系统库存

量, 或者生产组件 k 满足产品需求平衡缺货量.

2 最优控制策略

本节应用动态规划方程 (3) 分析 ATO 系统的
最优策略结构, 并将指出最优函数 v∗ (xxx, y) 在所有
状态 (xxx, y) 下满足以下性质 C1∼C8.
定义 1. 设V为在Z+n

上的函数集合,其中Z+

为非负整数集合, 对于所有满足 v ∈ V 得到:
C1: v (xxx + 2eeej, y) − v (xxx + eeej, y) ≥

v (xxx + eeej, y)− v (xxx, y), 对于所有 xxx, y;
C2: v (xxx, y + 2)− v (xxx, y + 1) ≥ v (xxx, y + 1)−

v (xxx, y), 对于所有 xxx, y;
C3: v (xxx + eeej, y + 1) − v (xxx, y + 1) ≤

v (xxx + eeej, y) −v (xxx, y), 对于所有 xxx, y;
C4: v (xxx + eeej + eeei, y) − v (xxx + eeei, y) ≤

v (xxx + eeej, y) −v (xxx, y), 对于所有 xxx, y 和 i 6= j;
C5: v(xxx + 2eeej +eeei1 + · · ·+eeeip

, y)− v(xxx +eeej +
eeei1 + · · ·+eeeip

, y) ≥ v(xxx +eeej, y)− v(xxx, y), 对于所有
xxx, y 和 j, i1, i2, · · · , ip 6= j, 1 ≤ p ≤ n− 1;

C6: v(xxx + 2eeej, y + 1) − v(xxx + eeej, y + 1) ≥
v(xxx + eeej, y)− v(xxx, y), 对于所有 xxx, y;

C7: v(xxx+eeej, y+1)−v(xxx+eeej−eee, y) ≥ v(xxx, y+1)
−v(xxx− eee, y), 对于所有 xxx, y 和

∏n

j=1 xj > 0;
C8: v(xxx, y + 2) − v(xxx − eee, y + 1) ≥ v(xxx, y +

1)− v(xxx− eee, y), 对于所有 xxx, y 和
∏n

j=1 xj > 0.
应用系统在组件库存 xj 上的边际成本

∆jv(xxx, y) = v (xxx + eeej, y) − v (xxx, y), 和在所有组
件库存

∑n

k=1 xk 上的边际成本 ∆∑n
k=1

v(xxx, y) =
v (xxx + eee, y) − v (xxx, y), 随任意组件库存 xi, i 6= j

及产品需求缺货量 y 的变化来反映最优策略的结构,
从而得到性质 C1∼C8. 创建定义 1 是研究 ATO
最优策略结构的一种常用的研究方法. 这种定义
法能从函数性质的角度很好地解释系统组件生产

与库存分配策略的变化规律. 有关这一定义法及证
明请参阅文献 [7]. 这里, 定义 1 及性质不另作证

明. 性质 C1 表明最优成本函数 v∗ 在每个状态变
量 xj 下是组件分量型 (Component-wise) 凸函数.
C2 表明最优成本函数 v∗ 是缺货量 y 的组件分量型

(Component-wise) 凸函数. 性质 C3 和 C4 表明由
库存 xj 增加所引起的边际成本, 随缺货量 y 的增加

而减少. 性质 C5 表明由库存 xj 增加所引起的边际

成本, 随 xi1 , · · · , xip
的增加而增加. 性质 C6 表明

由库存 xj 增加所引起的边际成本, 随 xj 和缺货量

y 的联合增加而增加. 性质 C7 和 C8 表明由所有组
件库存和缺货量的联合增加引起的边际成本, 随库
存 xj 的增加而减少, 随缺货量 y 的增加而减少.
引理 1. 若 v 满足 v ∈ V, 则有 Fv ∈ V 成

立, 其中 Fv(xxx, y) = h(xxx) + b0(y) + λ0F
0v(xxx, y) +

n∑
k=1

λkF
kv(xxx, y) +

n∑
k=1

µkFkv(xxx, y).

证明. 为了证明引理 1 成立, 需要证明若
v ∈ V , 则 F 0v, F kv 与 Fkv 满足性质 C1∼C8.
以算子 F 0 为例: 当 Πn

k=1 xk = 0 时, F 0v(xxx, y) =
v(xxx, y + 1), 显然 F 0v 满足性质 C1∼C8. 当

Πn
k=1 xk 6= 0 时, 令 v(xxx − eee, y) ≤ v(xxx, y + 1), 则
有 F 0v(xxx, y) = v(xxx − eee, y), 满足性质 C1∼C8. 反
之则有 F 0v(xxx, y) = v(xxx, y + 1), 满足性质 C1∼C8.
因此, 算子 F 0 满足全部性质 C1∼C8, 同理可证
F kv, Fkv 满足性质 C1∼C8. ¤
为了描述以上性质所隐含的最优策略, 定义系

统组件的基础库存值和库存配给值如下:
定义 2. 设xxx−k = (x1, · · · , xk−1, xk+1, · · · , xn),

有如下阈值:

s∗k (xxx−k, y) =



min {xk ≥ 0|v∗ (xxx + eeek, y)− v∗ (xxx, y) ≥ 0} ,

若 y = 0,或 y > 0,
∏n

i6=k xi = 0

min{xk ≥ 0|v∗ (xxx + eeek, y)− v∗(xxx−
n∑

i6=k

eeei, y − 1) ≥ 0},

若 y > 0,
∏n

i6=k xi > 0

r∗k (xxx−k, y) = min {xk ≥ 0|v∗ (xxx, y)− v∗ (xxx− eeek, y) ≥ −ck}
R∗k (xxx−k, y) = min {xk ≥ 0|v∗ (xxx, y + 1)− v∗ (xxx− eee, y) ≥ 0}
其中, s∗k (xxx−k, y) 为组件 k 的基础库存值, 由式 (3)
中算子 Fk 得到; r∗k (xxx−k, y) 为独立组件 k 需求的

库存配给值, 由算子 F k 得到; R∗
k (xxx−k, y) 为产品需

求在组件 k 上的配给值, 由算子 F 0 得到. 由于产
品需求的缺货惩罚成本 b0(y) 是缺货量 y 的增函数,
并已体现在式 (3) 中. 因此, 依据算子 F 0 的表达,
R∗

k (xxx−k, y) 的定义仅考虑系统组件的库存状态 xxx 与

产品需求缺货值 y. 可以看到,当 y > 0,
∏n

i 6=k xi > 0
时, 基础库存值为 s∗k(xxx−k, y) = min{xk ≥ 0|v∗(xxx +
eeek, y) − v∗(xxx −∑n

i 6=k eeei, y − 1) ≥ 0}. 在此情况下,
阈值反映的是一个需求的库存配给策略而非生产策
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略. 因为无论是生产组件 k 增加库存量, 还是生产
组件 k 装配最终产品以降低缺货量, 以上行为都是
库存配给策略作用的结果. 事实上, s∗k (xxx−k, y) 与
R∗

k (xxx−k, y) 有紧密的联系, 见定理 1.
定理 1. 对于组件 k (k = 1, · · · , n), 其基

础库存值 s∗k(xxx−k, y) 可以解释为产品需求在组件 k

上的库存配给值, 当且仅当 y > 0,
∏n

i 6=k xi > 0, 即
s∗k (xxx−k, y) = R∗

k (xxx−k, y − 1) 成立.
证明. 在状态 (xxx, y) 条件 xk < s∗k(xxx−k, y + 1)

下, 可 以 得 到 xk − 1 < s∗k(xxx−k, y + 1).
由 基 础 库 存 值 s∗k(xxx−k, y + 1) 的 定 义 有

v∗(xxx + eeek − eeek, y + 1) < v∗(xxx−∑n

i 6=k eeei − eeek, y) ⇒
v∗(xxx, y + 1) < v∗(xxx− eee, y), 说 明 当 xk <

s∗k(xxx−k, y + 1) 时 使 产 品 需 求 缺 货 等 待 为

最 优 策 略. 在 状 态 (xxx, y) 和 条 件 xk ≥
s∗k(xxx−k, y + 1) 下, 可 以 得 到 xk − 1 ≥
s∗k(xxx−k, y + 1). 由定义有 v∗(xxx + eeek − eeek, y + 1) ≥
v∗(xxx−∑n

i 6=k eeei − eeek, y) ⇒ v∗(xxx, y + 1) ≥
v∗(xxx− eee, y), 说明当 xk ≥ s∗k(xxx−k, y + 1) 时满足
产品需求为最优策略. 因此, 当 y > 0,

∏n

k=1 xk > 0
时, s∗k(xxx−k, y) 可以看作是产品需求在组件 k 上的

配给值, 即 s∗k(xxx−k, y) = R∗
k(xxx−k, y − 1). ¤

定理 1 表明当 ATO 系统有充足的组件库存
(
∏n

i 6=k xi > 0), 并且产品需求面临缺货情况下
(y > 0), 系统内任一组件的基础库存值都可以表
示为最终产品在该组件上的库存配给值. 因此, 最优
生产策略与库存配给策略不再彼此独立, 在系统库
存充足条件下组件的生产策略可以等价于产品需求

在组件上的配给策略. 此结论体现了组件的最优生
产阈值与产品需求最优配给阈值的一致性, 是双需
求型 ATO 系统研究新的理论成果. 然而当系统库存
不充足 (

∏n

i 6=k xi = 0) 或者产品需求无缺货 (y = 0)
的情况, 根据 s∗k 和 R∗

k 的定义组件的基础库存值与

产品需求的库存配给值是两个彼此独立的阈值, 不
能等价.

由性质 C1∼C8 以及定义 2 可以得到最优策略
的结构, 见定理 2.
定理 2. 对于组件 k (k = 1, · · · , n), 存

在一个最优生产策略可以表示为动态基础库存值

s∗k(xxx−k, y), 和一个最优库存配给策略可以表示为动
态库存配给值 r∗k(xxx−k, y). 对于最终产品, 存在一
个最优库存配给策略可以表示为动态库存配给值

R∗
k(xxx−k, y). 最优策略结构可作如下描述:

1) 组件 k 的最优生产策略

当组件 k 的库存低于基础库存值 s∗k(xxx−k, y), 即
xk < s∗k(xxx−k, y) 时, 最优生产策略为生产组件 k 以

增加库存量; 否则, 不生产为最优策略. 另外, 当组件
k的库存高于产品需求的库存配给值R∗

k(xxx−k, y−1),

即 xk ≥ R∗
k (xxx−k, y − 1), 最优生产策略为生产组件

k 以满足产品需求降低缺货量.
2) 独立组件 k 需求的最优配给策略

当组件 k 的库存高于独立组件需求的库存配给

值 r∗k(xxx−k, y), 即 xk ≥ r∗k (xxx−k, y) 时, 最优策略为满
足独立组件 k 需求; 否则, 拒绝独立组件 k 需求为

最优策略.
3) 最终产品需求的最优配给策略
当组件 k 的库存高于产品需求的库存配给值

R∗
k(xxx−k, y), 即 xk ≥ R∗

k (xxx−k, y) 时, 最优策略为满
足产品需求; 否则, 不满足产品需求使其进入缺货等
待状态为最优策略.
此外, 最优基础库存值和库存配给值还满足如

下性质:
P1: s∗k(xxx−k, y) 随组件 i, i 6= k, 与缺货量 y 的

增加而增加;
P2: r∗k (xxx−k, y) 随组件 i, i 6= k, 与缺货量 y 的

增加而增加;
P3: R∗

k(xxx−k, y) 随组件 i, i 6= k, 与缺货量 y 的

增加而减少.
证明. 1) 应用基础库存值 s∗k(xxx−k, y) 的定义和

性质 C1∼C8 证明定理 2. 考虑以下 3 种情况:
a) y = 0, 由 C1 得到 v∗(xxx + eeek, 0) − v∗(xxx, 0)

在 xk 上非减. 因此当 xk < s∗k(xxx−k, 0) 时, 有
v∗(xxx + eeek, 0) ≤ v∗(xxx, 0) 成立, 表明此时生产组件
k 增加其库存为最优策略; 反之, 当 xk ≥ s∗k(xxx−k, 0)
时, 不生产为最优策略.

b) y > 0,
∏n

i 6=k xi = 0, 应用性质 C1, 当
xk < s∗k(xxx−k, y) 时, 得到 v∗(xxx + eeek, y) ≤ v∗(xxx, y),
表明生产组件 k 增加其库存为最优策略; 反之, 当
xk ≥ s∗k(xxx−k, y) 时, 不生产组件 k 为最优策略.

c) y > 0,
∏n

i 6=k xi > 0, 由性质 C7 得到
v∗(xxx+eeek, y)− v∗(xxx−∑n

i 6=k eeei, y− 1) 在 xk 上非减.
因此, 当 xk < R∗

k(xxx−k, y− 1) 时, 有 v∗(xxx+eeek, y) ≤
v∗(xxx−∑n

i 6=k eeei, y−1)成立, 表明生产组件 k 增加其

库存为最优策略; 反之, 当 xk ≥ R∗
k(xxx−k, y − 1) 时

有 v∗(xxx−∑n

i 6=k eeei, y− 1) ≤ v∗(xxx+eeek, y) ≤ v∗(xxx, y)
成立, 表明生产组件 k 用以减少产品需求缺货量为

最优策略.
2) 由性质 C1 得到 v∗(xxx, y) − v∗(xxx − eeek, y)

在 xk 上非减. 因此, 当 xk ≥ r∗k(xxx−k, y) 时, 有
v∗(xxx − eeek, y) ≤ v∗(xxx, y) + ck 表明满足独立组件 k

需求为最优策略; 反之, 当 xk < r∗k(xxx−k, y) 时, 有
v∗(xxx, y) + ck ≤ v∗(xxx− eeek, y) 成立, 表明拒绝独立组
件 k 需求为最优.

3) 由性质 C8 得到 v∗(xxx, y + 1) − v∗(xxx − eee, y)
在 y 上非减. 因此当 xk ≥ R∗

k(xxx−k, y) 时, 有
v∗(xxx − eee, y) ≤ v∗(xxx, y + 1), 表明满足产品需求
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为最优策略; 反之, 当 xk < R∗
k(xxx−k, y) 时, 有

v∗(xxx, y + 1) ≤ v∗(xxx − eee, y), 表明让产品需求进入
缺货等待状态为最优策略.

P1: 由性质 C4 得到 v∗(xxx +eeek, y)− v∗(xxx, y) 在
xi上非增,由性质C3得到 v∗(xxx+eeek, y)−v∗(xxx, y)在
y 非增. P2: 由性质 C4 得到 v∗(xxx, y)− v∗(xxx−eeek, y)
在 xi 上非增,由性质C3得到 v∗(xxx, y)−v∗(xxx−eeek, y)
在 y 非增. P3: 由性质C7得到 v∗(xxx, y+1)−v∗(xxx−
eee, y) 在 xi 上非减, 由性质 C8 得到 v∗(xxx, y + 1) −
v∗(xxx− eee, y) 在 y 上非减.

综上, 完成定理 2 的证明. ¤
性质 P1∼P3 反映了基础库存值与库存配给值

的单调性. 性质 P1 指出当系统内其他组件库存量
和产品需求缺货量增加时, 组件 k 的生产也应相应

增加. 性质 P2 指出系统拥有越高的组件库存量与
产品需求缺货量, 则越少的独立组件 k 需求被满足.
以上结果解释如下: 因为生产决策依赖于组件库存
和产品需求缺货量, 一方面, 增加其他组件库存的同
时也增加了产品需求被满足的概率; 另一方面, 产品

需求缺货量的增加将导致系统需要更多的组件装配

成最终产品以降低缺货量, 因此对组件 k 的生产需

求也随之增加. 性质 P2 暗含当系统内其他组件库
存和产品需求缺货量增加时, 独立组件 k 需求被满

足的概率反而降低. 与之相反, 性质 P3 指出系统内
其他组件库存和产品需求缺货量增加, 反而导致更
多的产品需求可以被满足.

3 数值结果分析

3.1 最优控制算法

本节的数值实验应用马尔科夫决策过程理

论的值迭代算法 “Value iteration” (见文献 [13]),
并利用 Matlab 软件计算系统的最优策略解和总
折扣成本值. 对最优策略的基础库存值和库存配
给值进行仿真模拟分析. 通过利用有限空间片段
[0, N 1]× · · · × [0, Nn]× [0,M ] 的增长 (设每次增长
5 个单位) 逼近无限空间, 直到总折扣成本不再随空
间增长而改变为止, 停止迭代即找到最优成本. 其
中, Nk 代表组件 k 的状态取值, M 为产品需求缺

图 1 ATO 系统组件最优生产策略

Fig. 1 Optimal production policy for component in ATO
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货量的状态取值. 具体算法参见文献 [7]. 本算例以
2 个组件, 1 个最终产品的 ATO 系统为例. 定义系
统参数为 µ1 = µ2 = 1.0, λ0 = 0.4, λ1 = 0.5, λ2 =
0.4, h1 = 2, h2 = 1, b0 = 10, c1 = 1 000, c2 = 800.
以下图例反映了组件 1 的最优策略和产品需求在组
件 1 上的库存配给策略. 类似地可以得到组件 2 和
产品需求在组件 2 上的最优控制策略, 此处不作累
述. 根据仿真模拟结果, 得到以下管理结论:
结论 1. 双需求型 ATO 系统, 任一组件的基础

库存值随系统内其他组件库存和产品需求缺货量的

增加而增加.
结论 2. 双需求型 ATO 系统, 当产品需求呈现

缺货时, 任意组件的基础库存值可以等价于产品需
求在该组件上的库存配给值.
图 1 反映了组件 1 的最优生产策略. 其中 x1 表

示组件 1 的现有库存, x2 表示组件 2 的现有库存.
图 1 (a) 为 y = 0 产品需求无缺货状态下的生产策
略. 可以看到基础库存值 s∗1 把状态空间分割成 2 个
区域, 当 x1 < s∗1 时, 系统的最优生产策略为生产组
件 1 置于库存; 当 x1 ≥ s∗1 时, 不生产组件 1 为最
优. 很明显, 基础库存值 s∗1 可以调节系统组件的生
产. 图 1 (b)∼ (d) 为 y > 0 产品需求呈现缺货时系
统的最优生产策略. 其中, 图 1 (b) 为 y = 5 产品需
求缺货量为 5 个单位时, 组件 1 的最优生产策略. 此
时, 状态空间被 s∗1 与 R∗

1 两个基础库存值分割成 3
个区域: 当 x1 < R∗

1 时, 系统的最优生产策略为生
产组件 1 置于库存; 反之, x1 ≥ R∗

1 时, 生产组件 1
降低产品需求缺货量为最优策略; 当 x1 ≥ s∗1 时, 不
生产为最优. 图 1 (b)∼ (d) 反映了定理 1 的存在性,
可以看到在以上图中 R∗

1 起到了基础库存值的作用,
调控组件 1 的生产满足产品需求, 以达到降低缺货

数量的目的. 综合图 1 (a)∼ (d) 可知系统组件的基
础库存值是动态变化的, 依赖于系统内其他组件的
库存水平和产品需求的缺货数量. 另外, 组件的基础
库存值是组件库存与产品缺货量的增函数.

结论 3. 双需求型 ATO 系统, 产品需求在任一
组件上的库存配给值随系统内其他组件库存和产品

需求缺货量的增加而减少.

图 2 反映了产品需求的最优配给策略. 仍然以
组件 1 为例, 图 2 (a) 展示了在固定 x2 情况下产品

需求在组件 1 上的最优库存配给策略. 最优库存配
给值 R∗

1 把状态空间分割成 2 个区域, 当 x1 ≥ R∗
1

时, 满足产品需求为最优策略; 当 x1 < R∗
1 时, 使产

品需求进入缺货等待状态为最优策略. R∗
1 随 x1 的

增加而增加, 随 y 的增加而减少. 另外, 为了进一步
研究产品需求的库存配给值受系统内其他组件库存

状态影响程度, 图 2 (b) 展示了在给定组件 2 的不同
库存水平下, 产品需求的最优配给值随 x2 的变化趋

势. 可以看到, R∗
1 随 x2 的增加呈递减趋势. 这一现

象符合实际的 ATO 生产, 当系统内其他组件库存值
升高时, 更多的组件可以被装配成最终产品以满足
产品需求, 意味着产品需求更容易被满足, 因而产品
需求的库存配给值降低; 反之, 由于 ATO 需要所有
组件都有库存才能装配产品, 当系统内组件库存储
备不足时, 低的组件库存值也降低了产品需求被满
足的概率, 从而导致库存配给值升高.

结论 4. 双需求型 ATO 系统, 任一独立组件需
求的库存配给值随系统内其他组件库存和产品需求

缺货量的增加而增加.

图 3 反映了独立组件 1 需求的最优配给策略.
与图 2 分析思路类似, 图 3 (a) 展示了在固定 x2 情

图 2 ATO 系统产品需求的最优库存配给策略

Fig. 2 Optimal inventory allocation policy for product demand in ATO
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图 3 ATO 系统独立组件需求最优库存配给策略

Fig. 3 Optimal inventory allocation policy for individual component demand in ATO

况下最优的库存配给策略. 最优库存配给值 r∗1 把状
态空间分割成 2 个区域, 当 x1 ≥ r∗1 时, 满足独立组
件需求为最优策略; 反之, 当 x1 < r∗1 时, 拒绝独立
组件需求为最优策略. 图 3 (b) 清晰地展示了 r∗1 随
x2 与 y 的增加而增加的变化趋势. 图 3 的结论恰
与图 2 反映地产品需求的库存配给值变化规律相反.
这一现象说明在 ATO 系统中, 产品需求的优先级别
高于独立组件需求. 因为在实际大规模生产制造业
中, 最终产品的价格会远远高于组件的价格. 独立组
件只是作为产品的配件或者替换件出售, 与产品相
比其价格与需求量均较低. 从经济利益角度, ATO
型企业会倾向优先满足客户对产品的需求. 当产品
需求缺货量增加时, 由于缺货的压力系统需要生产
更多的组件充实库存装配产品, 满足客户需求. 在此
情况下, 独立组件需求将更难满足, 因此其库存配给
值升高.

3.2 启发式算法

本节提出启发式算法策略 H. 与最优策略相比,
启发式算法策略的特点是具有确定的基础库存值.
在算法H 下, 组件生产被确定型基础库存策略控制,
产品需求和独立组件需求服从先到先服务 (First-
come-first-served, FCFS) 准则. 令 sk 为组件 k 的

确定型基础库存值, 系统所有组件的确定型基础库
存值为向量 sss = (s1, s2, · · · , sn). 动态规划方程可
以写为

v∗(xxx, y) =h(xxx) + b0(y) + λ0F
H,0v∗(xxx, y)+

n∑
k=1

λkF
H,kv∗(xxx, y)+

n∑
k=1

µkF
H
k v∗(xxx, y) (4)

F H,0v(xxx, y) =





v(xxx, y + 1), 若
n

Π
k=1

xk = 0

v(xxx− eee, y), 其他

F H,kv(xxx, y) =

{
v(xxx, y) + ck, 若 xk = 0

v(xxx− eeek, y), 其他

F H
k v(xxx, y) =





v(xxx + eeek, y), 若 xk < sk, y = 0

v(xxx + eeek, y), 若 xk < sk, y > 0,
n

Π
i6=k

xi = 0

v(xxx−
n∑

i6=k

eeei, y − 1)}, 若 y > 0,
n

Π
i6=k

xi > 0

v(xxx, y), 其他

以 2 种组件 3 类需求的 ATO 系统为例, 进行
最优算法和启发式算法性能的比较分析. 为得到更
具一般性的结果, 考虑一个相对广泛的组件生产参
数范围 (见表 1), 计算最优策略和启发式算法策略的
总折扣成本值. 利用启发式策略成本 vH 与最优成

本 v∗ 差值百分比 100% × (vH − v∗)/v∗ 测量评价
算法性能. 可以看到, 在测试例子中算法 H 总体的

执行效果低于最优算法. 在多数情况下缺货对系统
的影响作用高于销售损失, 系统处在严重缺货状态
将导致销售损失和缺货等待并存. 最优算法在独立
组件需求和产品需求分配上有配给控制的优势, 而
配给策略的目的是把有用库存配给于价值更高的需

求, 从而达到组件库存在产品需求和组件需求间合
理分配的目的. 因此最优算法的执行效果高于启发
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式算法 H. 此外, 算法 H 在独立组件需求到达率较

高情况下 (情况 2, 7, 9, 18, 20, 24, 26) 的执行效果
相对较低. 说明当独立组件需求水平提高时系统库
存面临更高的缺货风险, 最优算法可以利用动态基
础库存值和配给水平值调节库存降低风险. 而算法
H 没有确定的库存配给值调节库存分配, 缺乏灵活
性导致执行效果不显著.

比较最优算法和启发式算法可以发现, 最优

算法是控制 ATO 系统组件生产 –库存效果最好
的一种策略方法. 因为最优算法考虑到所有组

件的基础库存和配给水平值, 最优值可以控制组
件的生产和库存分配. 虽然启发式算法 H 缺乏

动态控制系统库存的优势, 但具有计算速度快、
简单易操作的优点. 因此算法 H 在优化控制

ATO 系统方面也是有效的, 可以应用在生产实践
中.

表 1 最优策略 vs. 启发式算法策略

Table 1 Optimal policy versus heuristics

λ0 λ1 λ2 µ1 µ2 h1 h2 b0 c1 c2
(vH−v∗)

v∗ (%)

1 1.05 0.43 1.71 2.43 3.06 5.90 4.63 82.17 117.63 276.33 1.574

2 0.60 1.03 2.45 2.98 3.42 5.59 4.96 69.88 227.82 454.58 5.734

3 1.32 2.60 1.07 3.84 3.22 4.82 4.60 47.74 182.11 199.48 1.371

4 1.70 2.46 2.37 4.95 3.97 5.76 6.74 92.02 310.57 405.30 2.429

5 0.26 5.19 1.66 4.55 3.36 3.51 4.47 86.85 483.11 384.78 3.099

6 0.79 1.81 1.98 4.57 3.18 2.02 5.49 66.18 209.95 332.79 0.686

7 0.69 1.65 1.96 2.63 4.95 6.84 6.69 52.93 427.26 386.80 6.115

8 0.26 3.79 2.59 3.46 3.20 2.16 8.58 69.10 480.45 197.10 0.243

9 1.97 1.04 0.42 4.81 4.01 1.69 5.66 54.73 200.01 164.37 5.052

10 1.59 2.79 1.45 3.80 3.97 6.80 6.55 83.89 277.30 173.66 1.627

11 0.46 1.84 1.63 2.67 1.92 8.07 7.27 49.97 352.29 277.87 1.169

12 0.78 1.88 3.19 4.20 3.99 1.49 7.46 93.58 348.68 465.15 0.185

13 1.01 1.07 1.94 2.57 3.80 3.84 3.57 51.64 297.04 144.26 2.873

14 0.30 0.24 1.31 0.72 2.68 9.42 9.15 40.28 142.12 356.00 0.604

15 1.14 2.47 0.69 4.69 3.54 4.65 7.08 108.09 388.54 305.73 4.842

16 1.42 0.77 6.51 2.44 9.82 8.56 3.66 74.49 318.02 219.48 1.798

17 0.04 4.73 2.18 5.82 2.16 1.47 9.61 210.47 458.20 143.43 2.829

18 1.30 1.38 7.43 4.35 9.46 4.92 2.30 178.88 155.86 188.07 5.380

19 2.16 1.91 4.31 4.96 7.81 5.03 5.83 93.49 365.78 443.31 1.373

20 1.00 7.47 8.12 9.57 8.10 5.47 1.47 155.48 220.94 353.92 4.670

21 2.67 4.58 2.88 8.30 8.02 6.85 5.54 135.60 198.65 492.38 1.830

22 2.36 7.22 2.05 9.95 4.97 7.44 2.72 83.86 100.10 296.27 1.096

23 0.34 7.99 7.54 7.64 7.75 2.13 7.06 206.66 421.96 331.71 1.182

24 1.23 2.41 9.73 6.79 9.50 2.21 3.22 204.06 369.70 195.20 6.379

25 1.20 2.77 3.61 5.97 7.51 9.05 4.40 213.99 474.80 100.03 2.233

26 1.56 6.87 6.54 9.02 8.31 8.58 6.56 166.86 227.97 371.99 11.512

27 0.54 8.36 2.54 9.54 5.38 1.26 1.68 119.78 305.63 255.31 0.126

28 1.50 4.37 9.17 6.43 9.95 2.05 1.90 127.34 393.21 390.50 2.209

29 1.71 6.67 2.80 7.16 8.61 9.97 3.28 103.01 277.92 410.01 1.778

30 1.09 9.29 6.05 9.81 7.01 3.85 9.17 160.18 493.08 439.47 1.207

(注: λ0 ∼ U(0, 10), λk ∼ U(0, 10), µk ∼ U(1, 10), 0.5 ≤ ρk ≤ 1.2, hk ∼ U(1, 10), b0 ∼ U(5, 15)×∑2
k=1 hk, ck ∼ U(100, 500),

ρk = (λ0 + λk) /µk, k = 1, 2.)
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4 结语

本文考虑实际产品市场上客户对产品及其独立

组件的联合需求, 研究了单一产品、多种组件装配的
双需求型 ATO 系统的最优策略. 系统含有销售损失
和延期交货两种需求类型. 在任一时间, 对于任一
组件, 管理者必须做出生产决策: 生产什么和生产多
少. 同时, 对于任一需求到来, 管理者还必须决定哪
种需求可以满足. 以上问题可以构建成一个 MDP
模型, 应用动态规划方法求解. 研究表明 ATO 系统
组件的生产, 产品需求和独立组件需求配给的最优
策略均为状态依赖型, 并以基础库存值和库存配给
值来表示. 在研究中得到了一些关于基础库存值和
库存配给值的性质, 以此来分析最优策略的结构特
征. 本文应用连续时间型MDP理论得到ATO系统
的最优控制策略, 有关最优策略的存在性与科学性
已有大量学者进行相关论述, 参见文献 [2, 6−8, 13].
通过仿真模拟实验进一步证明了最优策略的合理性,
并得到了适合 ATO 型生产管理启示, 为今后有效管
理大型制造企业的生产与库存提供了新的理论依据.
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