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如何解决基不匹配问题:从原子范数到无网格压缩感知

陈栩杉 1 张雄伟 1 杨吉斌 1 孙 蒙 1

摘 要 压缩感知理论能够以远低于经典 Nyquist 速率进行采样, 采用非自适应线性投影获得了保留信号有用信息的少量观

测点, 并通过求解最优化问题精确重构原始信号. 压缩感知理论大大缓解了信号采样、存储和传输的巨大压力, 在计算机科学、

电子工程和信号处理等领域具有广阔的应用前景. 信号的稀疏表示是对信号进行压缩采样和重构的前提, 即假设信号在某个

变换基 (傅里叶基、小波基等) 下是稀疏的, 这些基可以看作是用于描述信号参数空间的有限离散字典. 然而在如雷达、阵列

信号处理、通信等领域的应用中, 信号的参数空间是连续的, 在假定的离散变换基下并不稀疏, 这种基不匹配问题会严重影响

信号重构精度. 本文首先介绍了基不匹配产生的原因及其对重构精度的影响, 接着从原子范数出发, 综述了无网格压缩感知的

理论框架和关键技术问题, 着重介绍了一维和多维无网格压缩感知的最新研究进展, 最后对其在信号处理等领域的应用进行

了探讨.
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Abstract Compressive sensing (CS) presents a new method to capture and represent compressible signals at a rate

significantly below the Nyquist rate which employs non-adaptive linear projections to preserve the structure of the signal.

The nonlinear optimization process is then able to recover the signal from very few measurements. In recent years, CS

has attracted considerable attention in areas of computer science, electrical engineering and signal processing since it may

be possible to reduce the cost of sampling, storage and transmission. CS builds upon the fundamental fact that we can

represent many signals using only a few nonzero coefficients in finite discrete bases or dictionaries. For many problems,

signals are sparse in a known basis which is usually Fourier basis or wavelet basis. However, signals encountered in

applications such as radar, array processing and communication are specified by parameters in a continuous domain and

consequently the mismatch between the assumed and the actual bases for sparsity results in the reconstruction inaccuracy.

In this paper, we begin with an introduction of basis mismatch and its impact on reconstruction. Then, we summarize

the underlying framework as well as key techniques of gridless CS and provide an up-to-date review of the researches on

D-dimensional (D ≥ 2) gridless CS. We conclude with a discussion of applying gridless CS in the field of signal processing.
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在传统的采样过程中, 为了避免信号失真, 经典
的香农定理要求采样频率不得低于信号带宽的两倍.

收稿日期 2015-08-26 录用日期 2015-12-21
Manuscript received August 26, 2015; accepted December 21,

2015
国家自然科学基金 (61471394, 61402519), 江苏省自然科学基金

(BK20140071, BK20140074) 资助
Supported by National Natural Science Foundation of China

(61471394, 61402519), Natural Science Foundation of Jiangsu
Province (BK20140071, BK20140074)
本文责任编委 高会军
Recommended by Associate Editor GAO Hui-Jun
1. 解放军理工大学 南京 210007
1. Chinese People′s Liberation Army University of Science and

Technology, Nanjing 210007

然而在获取图像或视频时, 根据奈奎斯特速率进行
采样会大大增加采样数据存储和传输的代价. 压缩
感知 (Compressive sensing, CS)[1−3] 是近年来从稀

疏和冗余表示中分离出来的研究热点问题, 该理论
利用信号的稀疏特性, 采用非自适应线性投影来保
留信号的有用信息, 这一过程同时完成了信息的获
取和压缩, 从而使得 CS 能够突破采样定理限制, 以
远低于奈奎斯特速率进行采样, 且通过求解最优化
问题, 只需要少量观测采样点就能精确重构原始信
号. 特别是 2006 年 Candes 和 Donoho 等[1−3] 系统

提出压缩感知理论框架和关键技术以来, 研究者从
信号的稀疏性[4] 出发, 重新认识理解传统的信号和
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信息压缩、信号检测和估计[5−7] 问题, 解决了一些
传统方法难以克服的困难, 在各个领域[8−11] 都得到

了广泛的应用.
寻找信号的稀疏域[12] 是对信号进行压缩和重

构的基础, 通常假设信号在某个已知的变换基 (傅里
叶基、小波基等) 下是稀疏的, 这些基可以看作是有
限离散的字典, 把信号的参数空间划分成均匀的网
格[13−14]. 由于在许多实际应用中信号的参数空间是
连续的[15−16], 如雷达、通信、阵列信号处理等, 因
此为了在这些领域应用压缩感知理论, 大量的研究
把连续参数空间进行离散化处理, 将整个参数空间
划分为有限个网格, 并假设信号的参数会由某些网
格点来表示[17−21]. 这种离散化的建模方法较为简
单, 易于分析处理, 但不可避免的会带来一些缺陷:
1) 离散化处理将稀疏域 (如频域、小波域等) 划分
成均匀的网格时, 网格越精细, 实际参数与网格点之
间的误差就越小. 但过于密集的网格会造成基字典
中相邻原子之间的相关性太强, 从而降低 CS 重构
性能[22]. 2) 如果信号的实际参数值并不落在划分好
的网格上, 那么假设的变换基无法稀疏表示信号[23].
实际上, 无论将网格划分的多么精细, 信号的实际参
数值都不会落在离散的网格上[24]. 研究者把这种现
象称为基不匹配 (Basis mismatch), 同时希望能够
建立新的稀疏域表示模型更好地描述连续的信号参

数空间, 而无需对稀疏域进行离散化处理. 大量研究
工作一直在努力探索解决基不匹配的方法[18, 24−27],
然而这些尝试并没有从其产生的本质原因入手, 从
而无法从根本上避免基不匹配的发生. 直到 2012
年, Candés 等提出利用全变分范数可以从少量连
续时域采样中重构无限精度的连续频率值[28], 为基
不匹配问题的求解提供了一个崭新的思路, 当信号
频率之间的间隔至少为 cd/(k log k log N) 时, 只需
O(k log k log N) 个采样就能重构出信号频率, 其中
cd 为一个小常数, k 为信号的个数, N 为信号的

长度. Tang 等[23] 在此基础上提出无网格压缩感知

(Gridless compressive sensing, Gridless CS), 通过
求解原子范数 (Atomic norm)[29] 最小化问题, 能够
从 O(k log k log N) 个随机时域采样中重构出无限
精度的连续频率值, 同时将信号频率之间的间隔条
件进一步缩小至 4/N [23].

本文首先介绍了基不匹配产生的原因, 接着阐
述了原子范数的定义和性质, 说明了 `1 范数和核范

数都可以看作是原子范数的特例. 在此基础上综述
了Gridless CS 的理论框架和其关键技术问题, 以及
Gridless CS 中原子范数最小化问题的求解方法, 着
重介绍了一维和多维 Gridless CS 的最新研究进展,
最后分析探讨了利用 Gridless CS 重构循环平稳信
号的循环自相关和循环谱的可行性和优势, 并通过

仿真实验对重构效果进行了验证.

1 基不匹配问题

为便于描述, 令原始信号 sss ∈ CN , 在对信号进
行压缩和重构处理时, 通常假设该信号在已知的变
换基 ψ0 下是稀疏的, 即 sss = ψ0xxx, ψ0 ∈ CN×N , xxx 是

一个稀疏向量. 而事实上, 信号 sss 在另一个变换基

ψ1 下是稀疏的, 即 sss = ψ1θθθ, ψ1 ∈ CN×N , θθθ 是一个

稀疏向量. 基 ψ1 是未知的, 由真实的信号频率、波
数、时延等实际参数决定, 且 ψ0 6= ψ1, 那么 ψ0 就无

法作为稀疏表示信号 sss 的变换基, 以至于信号 sss 的

实际参数不会精确地落在由变换基 ψ0 所划分的网

格点上. 因此, 在稀疏表示信号时变换基之间存在的
差异 (即 ψ0 与 ψ1 之间的差异) 称为基不匹配.
在上述问题中, 稀疏向量 xxx 可以通过变换基的

求逆运算得到, 有

xxx = ψ−1
0 sss, θθθ = ψ−1

1 sss (1)

此时, xxx 和 θθθ 之间存在如下的坐标变换

xxx = ψθθθ, θθθ = ψ−1xxx (2)

其中, ψ = ψ−1
0 ψ1 ∈ CN×N , ψ 表示了 ψ0 与 ψ1 之

间的不匹配程度. 若 θθθ = xxx, 则 ψ 为单位矩阵, 即
ψ0 = ψ1, 不存在基不匹配现象.

根据之前的描述, 信号 sss 事实上是在基 ψ1 下稀

疏, 则由式 (1) 可知 θθθ 在单位基 I 下是稀疏的. 而许
多研究却假设 sss 在 ψ0 下是稀疏的, 则由式 (1) 和式
(2) 知, xxx 并不在单位基 I 下稀疏, 而是在变换基 ψ

下稀疏. 因此, 基不匹配问题就是指, xxx 在一个未知

的变换基 ψ 下稀疏, 却假设其在单位基 I 下是稀疏

的. 这会带来什么样的影响？下面通过一个具体应
用实例来说明这一问题[24].
例如, 语音或图像信号在离散傅里叶变换

基 (Discrete Fourier transform, DFT) 下是稀疏
的, 稀疏系数表示了构成信号的频率成分. 假

设变换基 ψ0 是一个 N 点 DFT 矩阵, 其第 `

列是一个范德蒙德向量, 具体形式为 ψψψ0,` =
[1, ej2π`/N , · · · , ej2π(N−1)`/N ]T, 则 ψ0 的表达式如式

(3) 所示.
不失一般性, 假设真实的变换基 ψ1 的第 ` 列

的实际频率 θ` 与 ψ0 相比频率偏移了 ∆θ`, 0 ≤
∆θ` < 2π/N , 则 ψ1 的形式如式 (4) 所示. 联立式
(3) 和式 (4) 可以得到 ψ 的表达式 (5), 其中, L(θ)
为 Dirichlet 核.

L(θ) =
1
N

N−1∑
n=0

ejnθ =
1
N

e
jθ(N−1)

2
sin( θN

2
)

sin( θ
2
)
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ψ0 =
1√
N

[
ψψψ0,0,ψψψ0,1, · · · ,ψψψ0,N−1

]
=

1√
N




1 1 · · · 1
1 e

j2π
N · · · e

j2π(N−1)
N

...
...

. . .
...

1 e
j2π(N−1)

N · · · e
j2π(N−1)2

N




(3)

ψ1 =
1√
N

[
ψψψ1,0, · · · ,ψψψ1,N−1

]
=

1√
N




1 1 · · · 1

ej∆θ0 ej( 2π
N +∆θ1) · · · ej( 2π(N−1)

N +∆θN−1)
...

...
. . .

...

ej∆θ0(N−1) ej( 2π
N +∆θ1)(N−1) · · · ej( 2π(N−1)

N +∆θN−1)(N−1)




(4)

ψ =




L(∆θ0) L
(
∆θ1 − 2π(N−1)

N

)
· · · L

(
∆θN−1 − 2π

N

)

L
(
∆θ0 − 2π

N

)
L(∆θ1) · · · L

(
∆θN−1 − 2π·2

N

)
...

...
. . .

...

L
(
∆θ0 − 2π(N−1)

N

)
L

(
∆θ1 − 2π(N−2)

N

)
· · · L(∆θN−1)




(5)

当 |θ| ≤ π 时, 有 |sin(θ/2)| ≥ 2 |θ/2π|, |θ| =
0 或 |θ| = π 时等号成立. 因此有 |L(θ)| ≤
(θN/2π)−1, L(0) = 1, 也就是说 (θN/2π)−1 是

|L(θ)| 的包络, 这使得 ψ 的每一列在移位的过程

中会造成实际频率 θ` 和 DFT 基 2π`/N 之间的差

异, 这种不匹配让假设模型 sss = ψ0xxx 中的表示向量

xxx 并不稀疏. 从式 (2) 来理解就是, 经过 ψ 的作用,
真正的参数向量 θθθ 中的少量稀疏元素被分布到 xxx 的

所有位置上, 即 xxx 是不稀疏的.
针对基不匹配问题的研究成果有很多, 根据求

解思路的不同可以分为两大类, 一类是后处理法, 即
已经出现基不匹配问题, 考虑如何尽可能降低其对
重构性能或参数估计精度带来的影响. 例如, 文献
[27] 和文献 [30] 认为如果 ψ0 和 ψ1 之间的不匹配程

度较小, 那么可以用重构的稀疏向量 x̂xx 来逼近真正

的参数向量 θθθ, 它们之间的误差满足

‖x̂xx− θθθ‖2 ≤ C0k
−1/2‖θθθ − θθθk‖1 + C1ε

其中, C0、C1 和 ε 都是给定的常数, θθθk 是 θθθ 的最佳

k 项逼近, ‖·‖p 表示向量的 p 范数. 与之类似的是,
文献 [24] 推导了重构的稀疏向量 x̂xx 与 xxx 之间的误

差边界为

‖x̂xx− xxx‖2 ≤ C0k
−1/2‖θθθ − θθθk‖1+

C0 (N − k) k−1/2β‖θθθ‖2 + C1ε

文献 [18]则提出了一种频域稀疏信号重构算法,
假设频域稀疏信号可以由多个正弦信号稀疏线性表

示, 但这些正弦信号的真实频率并不一定与 DFT 频
率完全吻合, 因此采用过采样 DFT 框架提高重构
精度. 在此框架下, 文献 [18] 给出一种 “抑制模型”
(Inhibition model) 来确保不会从过采样DFT 矩阵
中同时选择相邻原子对信号进行稀疏表示, 这在一
定程度上缓解了基不匹配对重构精度的影响, 却依
然是治标不治本. 那么更好的求解方法应该是连续
建模法, 即在对稀疏域建模时直接采用连续处理方
法, 而不对稀疏域进行离散化表示, 在一般的稀疏分
析中, 都直接采用定义在 `2 空间的范数来度量稀疏

参数. 要避免离散化处理, 最根本的方法是将范数定
义在连续空间中, 这样就从源头上避免了基不匹配
问题的发生. 原子范数利用原子集合凸包的连续特
性来计算范数, 能够在约束信号稀疏特性的同时保
证其参数空间的连续性, 从而为解决基不匹配问题
奠定了坚实的基础.

2 原子范数

为了从本质上解决基不匹配问题, 研究者希望
直接在连续参数空间中寻找最少的原子来表示给定

信号. 因此考虑采用原子范数来刻画信号特征, 它被
认为是解决欠定线性逆问题的最佳凸启发式方法.
原子范数的概念最先在文献 [31] 中提出, 它涵

盖了许多常用范数, 如 `1 范数和核范数. 令 A 为一
个原子集合, 若其凸包 conv(A) 相对于原点是一个
中心对称的紧集, 且包含原点作为内点, 这意味着 A
中的任一元素 aaa ∈ A 不会位于除 aaa 以外的其他元
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素所构成的凸包 conv(A\aaa) 内, 即A 中的元素都是
conv(A) 的极值点, aaa ∈ A 当且仅当 −aaa ∈ A. 此时
由凸包 conv(A) 的尺度函数定义的范数成为原子范
数, 如图 1 (a) 所示, 用 ‖·‖A 表示, 则有

‖sss‖A = inf{t > 0 : sss ∈ t · conv(A)} =

inf
{∑

k

ck : sss =
∑
k

ckaaak, ck ≥ 0, aaak ∈ A
}

(6)

由于式 (6) 的下界以原子系数 ck 的和作为优化

目标, 类似于 `1 范数, 因此式 (6) 也被称为原子 `1

范数. 当 A 是由单位范数且 1-稀疏原子构成的集合
时, 原子范数 ‖·‖A 即为 `1 范数; 当 A 是由单位范
数且秩为 1 的矩阵构成的集合时, 原子范数 ‖·‖A 即
为核范数, 分别如图 1 (b) 和图 1 (c) 所示.

(a)
(b)

(c)

图 1 原子范数示意图

Fig. 1 The diagram of atomic norm

图 1 (a) 为原子范数示意图, 圆点描述了集合
中的原子, 方块表示信号向量. (b) 和 (c) 给出了
原子范数的两个特例, (b) 中的原子为单位范数的
1-稀疏向量, (c) 中的原子为单位范数的秩为 1 的矩
阵. 从图 1 不难发现, `1 范数和核范数的单位球就

是信号相应基向量所构成的凸包, 而对于原子范数
来说, 原子集合中的原子就是用于构造任一信号的
基本单元, 类似于稀疏信号恢复问题中的 1-稀疏基
向量和矩阵填充问题中的秩为 1 的基矩阵, 那么凸
包 conv (A) 的低维平面同样对应的是由很少的相
应原子所构成的信号, 因此原子范数 ‖·‖A 实际上是

给集合 A 增加了稀疏约束. 这种约束方式将集合 A
看作一个描述连续变化参数的无限字典, 同时增加
稀疏约束时没有引入离散化表示, 避免了基不匹配
问题的产生. Tang 等指出, 原子范数具有半定规划
(Semidefinite programming, SDP) 性质, 采取线性
半定规划理论方法就能在多项式时间内求解原子范

数. 根据 Caratheodory 引理, 任何半正定 Toeplitz
矩阵都能进行 Vandermonde 分解, 如文献 [23] 中
的引理 2.2, 从而将原子范数最小化问题转化为如下
的半定规划问题, 如文献 [23] 中的引理 2.1:

‖sss‖A =

inf

{
1

2N
tr (T (uuu)) + 1

2
t :

[
T (uuu) sss

sssH t

]
≥ 0

}

(7)

其中, T (uuu) ∈ CN×N 为 Toeplitz 矩阵, T (uuu) 的第
一行为 uuu = [u1, u2, · · · , uN ] ∈ CN , 即

T (uuu) =




u1 u2 · · · uN

uH
2 u1 · · · uN−1

...
...

. . .
...

uH
N uH

N−1 · · · u1




3 一维无网格压缩感知

对于基不匹配问题来说, 直接从连续域中提取
参数是一种 “防患于未然” 的解决思路, 尤其是对于
压缩感知模型, 原子范数具有的优异性质既能构造
出包含无限原子的基字典用于信号的稀疏表示, 又
能避免相邻原子之间的相关性太强带来的 CS 重构
性能下降的问题. 特别地, 针对缺失数据或压缩采样
下的信号参数估计问题, 通过原子范数惩罚项可以
约束信号本身的稀疏特性, 同时保证信号参数空间
的连续性. 目前, 该领域的研究成果主要集中在不进
行频域离散化的前提下多个谐波信号的频率估计问

题[23, 28, 32−34]. 考虑 k 个正弦信号, 对其进行 L 次

观测, 有

sn` =
k∑

i=1

ci`ej2πfin, (n, `) ∈ JJJ ×LLL (8)

其中, JJJ = {0, 1, · · · , N − 1}, LLL = {1, 2, · · · , L}.
这 L次观测得到的数据矩阵可以表示为 S = [sn`] ∈
CN×L, fi 是第 i 个正弦信号频率, ci` 表示第 ` 次

观测中第 i 个信号频率分量的幅度. 令 TTT 作为均

匀采样点集合的子集, TTT ⊂ JJJ , 其包含的元素个数
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|TTT | = M ≤ N , 表示对每个观测向量的实际采样点
数.
当观测数据矩阵存在缺失数据时, 即 M < N ,

此时上述问题可以由一维无网格压缩感知模型来描

述, 它能够从残余观测数据中恢复谐波分量的频率
支撑集 {f1, · · · , fk}, 从而很容易得到相应谐波分量
的幅度 ci` 以及缺失的观测数据. 因此, 按照观测向
量 L 的个数可以将一维无网格压缩感知模型划分为

两大类: 单测量矢量 (Single measurement vector,
SMV) 模型[16] 和多测量矢量 (Multiple measure-
ment vector, MMV) 模型[35]. MMV 模型需要观
测数据具有特殊的先验结构信息—联合稀疏 (Joint
sparsity), 即 L 个观测向量具有相同的 k 个谐波

频率, 典型的应用是稀疏线性阵列 (Sparse linear
array, SLA) 的 DOA (Direction of arrival) 估计问
题[36]. 而当L = 1时, MMV模型就简化为 SMV模
型, 此时上述频率恢复过程就是一个线谱估计问题,
这是一维无网格压缩感知的基础, 而且通过 SMV模
型也很容易推广到 MMV 模型, 因此下面着重介绍
SMV 框架下的一维无网格压缩感知模型.

考虑 k 个谐波信号叠加, 有

sn =
k∑

i=1

ciej2πfin, n = 0, · · · , N − 1 (9)

其中, {f1, · · · , fk}为归一化的频率, {f1, · · · , fk} ⊂
[0, 1]. 令JJJ = {0, · · · , N−1},定义原子 [aaa(f, φ)]n =
ej(2πfn+φ) ∈ C|JJJ|, f ∈ [0, 1], φ ∈ [0, 2π), 因此原
子集合可以写成 A = {aaa(f, φ) : f ∈ [0, 1], φ ∈
[0, 2π)}. 根据式 (6) 的原子范数定义, 信号 sss 的原

子范数为

‖sss‖A= inf
ci≥0,fi∈[0,1]
φi∈[0,2π)

{∑
i

ci : sss =
∑

i

ciaaa(fi, φi)

}

(10)

假设观测到的采样是从 {0, · · · , N − 1} 中随机
选取大小为M 的子集 TTT , TTT ⊂ JJJ , 可以利用下列的
原子范数最小化问题来恢复缺失的采样

min
s̃ss
‖s̃ss‖A

s.t. s̃n = sn, n ∈ TTT
(11)

由式 (7), 上式可以等价转化为

min
uuu,s̃ss,t

1
2|JJJ|tr (T (uuu)) + 1

2
t

s.t.

[
T (uuu) s̃ss

s̃ssH t

]
≥ 0

s̃n = sn, n ∈ TTT

(12)

在求解形如式 (12) 的半定规划问题时, 如果压
缩测量数足够多, 同时多个谐波频率相互之间的间
隔在一定范围之外, 那么通过式 (12) 就能精确恢复
缺失的信号采样点以及确定各个谐波频率. 假设谐
波信号的幅度符号为 sgn(ci) = ci/|ci|, 各个谐波频
率之间的最小间隔为 ∆f = minu 6=v |fu − fv|, Tang
等给出了如下的性能保证.
定理 1. 如文献 [23] 中的定理 2.3: 假设形如式

(9) 的谐波信号包含未知频率 ΩΩΩ = {f1, · · · , fk} ⊂
[0, 1], 观测到的采样是从 {0, · · · , N − 1} 中随机选
取大小为M 的子集 TTT , 各个谐波信号的 sgn(ci) 独
立同分布且在单位圆上满足均匀分布. 如果各个谐
波频率之间的最小间隔∆f ≥ 1/b(N − 1)/4c时, 存
在常数 C 使得观测的样点数

M ≥ C max
{

log2 N

δ
, k log

k

δ
log

N

δ

}

就能通过半定规划求解, 保证以高概率 1− δ 重构信

号 sss 并确定各个谐波频率.
利用现有的一些凸优化工具, 如 CVX[37] 等, 即

可求解半定规划式 (12), 得到原始信号的估计 s̃ss. 然
而如何根据 s̃ss 确定各个谐波频率似乎并不明确, 如
果直接对 s̃ss 做傅里叶变换, 则又会陷入频域离散化
的误区, 失去了引入原子范数带来的 “无网格” 优
势. 为此, 研究者考虑利用原子范数的对偶范数来定
位谐波频率.
对于每种范数来说都有相应的对偶范数, 与原

始范数相比, 对偶范数通常具有一些有用的结构和
性质, 因此被广泛用于许多具体问题的分析和应用.
原子范数的对偶范数等价于原子集合A 的支撑集函
数, 定义为

‖ttt‖∗A = sup
‖sss‖A≤1

〈ttt, sss〉R = sup
aaa∈A

〈ttt,aaa〉R (13)

其中, 〈ttt,aaa〉R = Re (aaaHttt).
由此可得, 在优化问题式 (11) 中, 原子范数

‖s̃ss‖A 的对偶范数定义为
‖qqq‖∗A = sup

‖s̃ss‖A≤1

〈qqq, s̃ss〉R =

sup
f∈[0,1]
φ∈[0,2π)

〈
qqq, ejφaaa(f, 0)

〉
R

=

sup
f∈[0,1]

|〈qqq,aaa(f, 0)〉|

(14)

也就是说, 在此问题中对偶范数等价于多项式
Q(z) =

∑
n∈JJJ qnz−n 在单位圆上的最大模, 而且

由于原始问题只包含等式约束, 则原始和对偶问题
之间存在强对偶性, 这意味着 s̃ss 和 qqq 分别是原始和

对偶问题的最优解, 那么式 (11) 的对偶优化问题就
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是求解多项式模值落在单位圆上的点[23], 可以表示
为

max
qqq
〈qqqTTT , sssTTT 〉R

s. t. ‖qqq‖∗A ≤ 1
qqqTTT c = 000

(15)

定理 2. 如文献 [23] 中的定理 2.4: 假设集合 A
中的原子由 [aaa(f, 0)]n = ej2πfn 组成, 如果存在对偶
多项式 Q(f) = 〈qqq,aaa(f, 0)〉 =

∑
n∈JJJ qne−j2πfn 满足

下列条件

Q(fi) = sgn(ci),∀fi ∈ ΩΩΩ
|Q(f)| < 1,∀f /∈ ΩΩΩ
qn = 0,∀n /∈ TTT

(16)

式 (11) 有唯一的最优解.
从定理 2 可以看出, 由于原始和对偶问题之间

的强对偶性, 多项式 Q(f) 作为一种对偶保证确保
了式 (11) 求解出的 s̃ss 是原始问题的最优解. 值得注
意的是, 定理 2 给出了确定 s̃ss 的谐波频率支撑集的

计算方法. 首先通过快速傅里叶变换 (Fast Fourier
ransform)实现多项式 Q̂(f) = 〈q̂qq,aaa(f, 0)〉的计算过
程, 再寻找 Q̂(f)模为 1时的频率位置作为谐波频率
支撑集. 傅里叶变换点数的多少意味着频域分辨率
的高低, 在仿真实验中一般设置为 224 甚至更高, 如
此高的频域分辨率足以精确定位频率支撑集, 使得
实际参数和估计值之间的误差很小, 同时由于在建
模过程中没有涉及到变换基, 如 DFT 等, 此时的高
分辨率并不会降低CS重构性能.一旦确定了频率支
撑集, 就能通过求解最小二乘问题 minccc ‖s̃ss− Fccc‖2

2,
Fnk = exp {j2πnfk} 得到各个频率对应的系数.

图 2 给出了信噪比为 10 dB 时的对偶多项式值
与频率支撑集关系, 我们利用 6 个频率分量构成的
信号进行仿真. 横坐标表示归一化的信号频率, 纵
坐标表示归一化的对偶多项式模值. 图中的虚线是
将对偶多项式 Q̂(f) = 〈q̂qq,aaa(f, 0)〉 的计算值取模,
再对 |Q̂(f)| 进行归一化处理, 圆圈表示实际的信号
频率支撑集. 可以看出, 归一化后的模值 |Q̂(f)| 等
于 1 时所对应的频率即为原始信号的频率支撑集.
因此只需寻找到对偶多项式模值达到最大值时对

应的频率点, 就能确定原始信号的频率支撑集. 在
没有噪声的条件下, 只要各个频率之间的最小间隔
∆f ≥ 4/N 时, 利用上述方法确定的频率支撑集是
非常精确的[28], 而在有噪声的情况下估计出的频率
支撑集也十分接近于真实频率支撑集, 如图 2 中的
放大部分所示.

从频率支撑集的求解过程中得知, “无网格” 实
际上是将网格划分的近似于 “连续” 般精细, 使得描

述信号参数空间的字典近似于 “无限”, 再利用原子
范数及其对偶范数的优异性质, 巧妙地解决了基不
匹配和压缩感知等距约束性条件 (Restricted isom-
etry property, RIP) 之间的矛盾, 无需在两者之中
采用折衷的方法, 从而达到精确恢复原始信号和估
计信号参数的目标.

图 2 一维对偶多项式与频率支撑集的关系

Fig. 2 The relationship between dual polynomial and

frequency support

文献 [38−39] 进一步将上述研究成果扩展到有
噪声的情况, 提出一种原子范数去噪方法 (Atomic
norm denoising) 用于估计线谱参数. 假设带噪信号
为 yyy = sss + www, www ∼ N(0, σ2IN), 从观测值 yyy 中对 sss

进行估计的过程成为原子范数软门限问题 (Atomic
norm soft thresholding, AST), 有

min
sss

1
2
‖yyy − sss‖2

2 + τ‖sss‖A (17)

其中, τ = σ
√

N log N . 同理, 将式 (17) 转化为半定
规划问题,就可以通过交替方向乘子法 (Alternating
direction method of multipliers, ADMM)[40] 等方
法进行求解.
文献 [22] 将 AST 方法推广到缺失数据的情况

下的模型阶数和信号频率估计问题, 并给出在缺失
数据条件下估计噪声方差的方法.

4 多维无网格压缩感知

在许多信号处理应用中都会遇到二维乃至高维

参数的估计问题, 如在雷达、声呐等领域, 时延与多
普勒频移的联合估计是目标跟踪和定位的重要技术

手段, 在无线通信系统中, 精确估计信道状态信息
对信道感知以及提升系统容量起着至关重要的作用,
而无线信道中的每条路径是由时延、多普勒频移和

衰减三个参数决定的. 因此, 采用无网格压缩感知处
理高维参数估计问题引起了广泛关注.
在二维无网格压缩感知[41] 中, 考虑由 k 个二维

正弦信号组成的时域信号 S ∈ CN1×N2 , 每个元素
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sm,n 可以表示为

sm,n =
k∑

i=1

ciy
m
i zn

i =
1√

N1N2

k∑
i=1

ciej2π(m,n)fffi

(18)

其 中, (m,n) ∈ J = {0, · · · , N1 − 1} ×
{0, · · · , N2 − 1}, fff i = (f1i, f2i)T ∈ [0, 1]2, 令
yi =

(
1
/√

N1

)
ej2πf1i , zi =

(
1
/√

N2

)
ej2πf2i , 可以

将式 (18) 转化为矩阵形式

S = Y CZT (19)

其中, Y = [aaa(f11), · · · , aaa(f1k)] ∈ CN1×k, aaa(f1i) =[
1, yi, · · · , yN1−1

i

]T
, Z = [bbb(f21), · · · , bbb(f2k)] ∈

CN2×k, bbb(f2i) =
[
1, zi, · · · , zN2−1

i

]T
, C =

diag{c1, · · · , ck} = diag{ccc} ∈ Ck×k. 将式 (19) 两
边做拉直运算, 可得

sss = vec(ST) = (Y ⊗ Z)ccc =
k∑

i=1

ciaaa(f1i)⊗ bbb(f2i) =
k∑

i=1

ciFi

(20)

Fi = aaa(f1i)⊗ bbb(f2i), ⊗ 表示 Kronecker 积, 此时定
义原子集合为 A = {F|F ∈ [0, 1]2}, 则原子范数可
以定义为 ‖sss‖A = inf {∑i ci|sss =

∑
i ciFi}, 因此目

标是求解下列原子范数最小化问题

min
s̃ss
‖s̃ss‖A

s.t. PΩ (s̃ss) = PΩ(sss)
(21)

PΩ(sss) 表示观测到的采样是数拉直处理后信号 sss 的

一部分, Ω ∈ J , PΩ(sss) = P ¯ sss, P ∈ {0, 1}N1N2×1

表示一个二值掩蔽矩阵. 自然地, 将式 (21) 转化为
相应的半定规划进行求解

min
T,s̃ss,t

1
2
√

N1N2
tr(T ) + 1

2
t

s.t.

[
T s̃ss

s̃ssH t

]
≥ 0,PΩ(s̃ss) = PΩ(sss)

(22)

其中, T ∈ C(N1N2)×(N1N2) 是双重的块 Toeplitz 矩
阵, 它是 N1 × N1 维的块 Toeplitz 矩阵, 每个块都
是 N2 ×N2 维的 Toeplitz 矩阵, 即

T =




T0 T−1 · · · T−(N1−1)

T1 T0 · · · T−(N1−2)

...
...

. . .
...

TN1−1 TN1−2 · · · T0




(23)

对每个块 Tl 来说, 有

Tl =




sl,0 sl,−1 · · · sl,−(N2−1)

sl,1 sl,0 · · · sl,−(N2−2)

...
...

. . .
...

sl,N2−1 sl,N2−2 · · · sl,0




(24)

但是与一维无网格压缩感知不同的是, 式 (21)
与式 (22) 之间的等价转化通常并不成立. 在一维问
题中, 原子范数最小化问题和半定规划之间的等价
关系是建立在 Toeplitz 矩阵的 Vandemonde 分解
基础上的, 而 Caratheodory 引理很难推广到多维模
型, 无法给出块 Toeplitz 矩阵的 Vandemonde 分解
性质. 对此, 文献 [41] 并没有给出这一问题的严格
推导和证明, 只是通过仿真实验验证了式 (22) 的可
行性和性能, 在频率最小间隔 ∆f ≥ 1/b(N − 1)/4c
时, 利用 O(k log k log N) 个采样即可精确重构二维
信号.

为了更好地处理多维信号重构的问题,文献 [42]
建立了多维问题的半定规划模型, 证明了多维无网
格框架下的原子范数最小化问题与相应半定规划的

等价转化关系, 给出了多维重构问题的求解方法, 所
提方法能够精确重构任意 D 维 (D ≥ 2) 无网格频
率信号.
总的来说, 多维无网格压缩感知的研究还处在

起步阶段, 研究内容主要集中在将一维无网格压缩
感知理论框架推广到多维模型以及寻找更为快速有

效的半定规划求解方法, 目前还十分缺乏与实际应
用相结合来解决多维信号参数估计问题的研究成果,
这应成为未来多维无网格压缩感知的主要研究方向.

5 无网格压缩感知的应用

直接从连续空间中估计信号参数的特性使得无

网格压缩感知具有广阔的发展潜力和应用前景, 从
上述理论介绍和分析中可以看出, 无网格压缩感知
方法无需构造可压缩信号的变换基, 也不需要事先
获得信号稀疏度、模型阶数等先验信息, 具有重构精
度高、计算复杂度较低的优点, 可被应用于以下领
域:

1) 矩阵填充
矩阵填充是随机约束下的仿射秩最小问题, 在

图像处理、稀疏信道估计、传感器网络等方面有着

广泛的应用. 根据矩阵的低秩特性, 即矩阵特征值
的稀疏性, 从矩阵的部分元素重构该矩阵所有元素,
实现低秩矩阵填充. 假设一个秩为 r 的低秩矩阵

X ∈ CN×N , 令 PΩ : CN×N → CN×N 是一个将矩
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阵中处在索引集合 Ω 之外的元素置为 0 的投影, 即

Yi,j =

{
Xi,j, (i, j) ∈ Ω
0, (i, j) /∈ Ω

矩阵 Y 相当于去掉 X 的部分观测值, 当这些
部分观测值是从矩阵 X 中随机选取的元素时, 可以
通过下列凸优化问题从 Y 重构出 X, 有

min
X
‖X‖A,0

s.t. PΩ (X) = PΩ (Y )
(25)

其中, ‖X‖A,0 是原子 `0 范数, 定义为 ‖X‖A,0 =
inf{K : X =

∑K

k=1 ckaaak, aaak ∈ A, ck > 0}, A 是原
子集合或连续字典. 由于原子 `0 范数的求解同

样是一个 NP 难问题, 文献 [43] 指出 ‖X‖A,0 等价

于下列的秩最小化问题的最优解:

min
W∈Cr×r,uuu∈CN ,U≥0

rank (U)

s.t. U =

[
W XH

X T (uuu)

]

因此, 低秩矩阵填充问题式 (25) 等价于下列的
秩最小化问题:

min
X,W,uuu,U≥0

rank (U)

s. t. U =

[
W XH

X T (uuu)

]

PΩ (X) = PΩ (Y )

(26)

如果进一步对优化目标进行凸松弛, 将原子 `0

范数松弛为原子 `1 范数 (即式 (6) 定义的原子范
数), 则优化问题式 (25) 转化为利用半定规划求解迹
最小化问题:

min
X,W,uuu,U≥0

tr (U)

s. t. U =

[
W XH

X T (uuu)

]

PΩ (X) = PΩ (Y )

(27)

通过求解式 (27) 可以从部分观测数据中恢复出
缺失数据, 适用于压缩采样条件下的数据恢复和参
数估计问题, 已被广泛应用于 DOA[44] 估计等阵列

信号处理问题中[45−48], 解决了离散化角频率域引起
的估计性能恶化的问题. 文献 [49] 则将该思想扩展
到分布式压缩感知框架中, 使其适用于MIMO 通信
系统、雷达、多天线等大规模传感器系统.

2) 循环平稳信号处理
在通信、导航和雷达等系统中经常遇到的许多

信号是循环平稳信号[50], 它们的特定阶统计特征参

数随时间周期性变化, 如各种正弦波的幅度、相位、
频率调制信号、频率键控信号以及雷达周期扫描过

程中产生的信号. 谱相关理论[51−52] 指出循环自相

关函数和循环谱密度函数[53] 是分析信号循环平稳

特性的重要数学工具. 因此, 高精度、快速求解循环
自相关和循环谱的方法是循环平稳信号的检测和参

数估计技术的重要基础.
近年来, 大量研究将压缩感知理论运用到循环

自相关和循环谱的重构问题中. 文献 [54] 提出一种
循环自相关的盲估计方法, 只利用很短观测时间内
的采样点重构循环自相关. 与传统方法相比, 该方法
的估计误差大大降低. 在此基础上, 文献 [55] 深入
挖掘循环自相关的本质特点, 提出一种基于字典的
循环自相关重构模型, 用字典来描述循环频率结构,
包括零循环频率和非零循环频率, 并将现有对循环
自相关特性的理解作为先验信息加入到优化问题的

约束条件中进行求解. 采用该方法估计出的循环自
相关, 无论从整体误差还是循环频率处的峰值误差
都有一定程度的降低.

然而, 这些方法都不可避免地将连续循环频率
域离散化成有限个网格点, 导致基不匹配问题. 因
此我们提出一种基于原子范数最小化的循环自相

关无网格重构方法[56], 适用于非整数周期的循环频
率估计. 算法的性能用最小均方误差 (Mean square
error, MSE) 来衡量, 整体重构误差和循环频率处的
峰值重构误差分别定义为

MSEoverall = 1
N

N−1∑
i=0

(∣∣∣R̂RR [i]
∣∣∣− |RRR [i]|

)2

MSEpeak = 1
Npeak

∑
i∈S

(∣∣∣R̂RR [i]
∣∣∣− |RRR [i]|

)2

其中, RRR [i] 和 R̂RR [i] 分别表示原始和重构的循环自相
关函数, S 表示峰值点集合, Npeak 表示峰值点个数.
所提算法 (Atom.) 与两种方法进行比较, 一种是传
统循环自相关计算方法 (Trad.), 利用整个观测时间
内的所有采样点去计算循环自相关函数, 另一种是
基于字典的循环自相关重构方法 (Dict.)[55]. 在图 3
的仿真中 N = 2000, Npeak = 8. 可以看出, 同样是
基于压缩采样的处理方法, 由于在采用原子范数对
循环频率域进行建模时考虑到了循环频率域的连续

性, 同时原子范数最小化问题的求解本身就是一个
去噪过程, 因此所提算法的性能在不同压缩采样点
数M 和不同信噪比 SNR 条件下均有较大提升.
对于循环平稳信号, 其循环自相关函数与循环

谱密度函数是一对傅里叶变换对. 根据之前的分
析, Dirichlet 核引起的谱溢出同样会造成基不匹配
问题, 另外现有的大多数循环谱处理方法都是在一
维下进行的, 即将二维的循环谱拉直成一个一维向
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量, 再利用循环谱的结构特性对其进行重构. 文献
[57] 利用循环平稳信号相关矩阵具有块 Toeplitz 结
构的特点, 刻画了循环平稳信号相关矩阵与压缩采
样的相关矩阵之间的线性关系, 再根据重构出的信
号相关矩阵估计循环谱. 文献 [58] 重点关注多陪集
采样[59] 和调制宽带转换器 (Modulated wideband
converter, MWC)[11] 这两种不同的压缩采样机制,
给出了宽带信号压缩采样的频谱与循环谱之间的关

系, 研究了在稀疏度未知以及非稀疏条件下的循环
谱重构问题. 文献 [60−61] 也考虑了非稀疏条件下
的循环谱重构, 给出了随机采样的相关矩阵与循环
谱之间的关系.

(a) 不同压缩采样数下的算法性能比较

(a) Comparison with different length of samples

(b) 不同信噪比下的算法性能比较

(b) Comparisons with different SNRs

图 3 基于原子范数最小化的循环自相关重构算法性能

(MSE overall 表示循环自相关的整体重构误差, MSE peak

表示循环频率处的峰值重构误差)

Fig. 3 Performance of atomic norm based cyclic

autocorrelation reconstruction (MSE overall represents

the whole MSE and MSE peak represents the MSE at the

peaks of cycle frequencies.)

另外, 循环平稳信号处理在许多工程领域也得
到了广泛应用, 如齿轮、轴承的故障分析等, 在处理

过程中引入无网格压缩感知, 可以有效降低数据采
样和存储负担, 提高故障特征识别和故障定位的精
度, 为机械故障诊断提供了有效的处理工具.

3) 其他领域
除了上述应用之外, 频谱估计也是无网格压缩

感知的重要应用领域之一. 文献 [62] 建立了连续的
MMV 模型, 利用很少的采样点就可以同时重构频
率支撑集相同的多个谱稀疏信号. 文献 [63] 考虑块
稀疏的频谱结构, 提出一种连续域的超分辨率频谱
估计方法. 文献 [64] 关注的是单快拍测量条件下
MUSIC 算法对连续频谱估计的稳定性分析. 为实现
信号参数的联合估计, 文献 [65−66] 分别基于模型
选择, 从压缩测量值中估计频域稀疏信号的频率、幅
度和相位等参数信息, 克服了参数空间字典原子相
干性和估计精度之间的矛盾. 此外, 无网格压缩感
知还被引入到线性系统辨识 (Linear system idetifi-
cation, LSI)[67]、二维谐波恢复[68]、雷达成像[69−70]、

地面运动目标显示 (Ground moving target indica-
tion, GMTI)[71]、移动通信[72] 等领域.

6 结论与展望

在压缩感知理论应用到许多领域的过程中, 为
了便于分析处理, 大量研究把连续参数空间进行离
散化处理, 将整个参数空间建模成为有限个网格, 从
而导致变换基不匹配的后果. 本文旨在通过对当前
最新研究成果的详细介绍, 寻找到更多能够发挥 “无
网格” 优势的实际应用, 为未来的研究思路和发展
方向奠定良好的基础. 本文重点阐述了无网格压缩
感知的基本理论和关键技术问题, 探讨了无网格压
缩感知在信号处理等领域中的研究现状和应用前景,
并尝试解决了压缩采样条件下的循环自相关重构问

题, 取得了较好的效果.
从离散到连续, 从一维到高维, 无网格压缩感知

的理论框架已经成型, 但将此研究成果推向实际应
用还有很长的路要走, 应用研究还处在起步阶段, 仍
有许多值得进一步研究的问题:

1) 原子范数的求解依赖于半定规划, 半定规划
是一个非光滑凸优化问题, 虽然有内点法作为较为
成熟有效的求解算法, 但在面对大规模实际问题时,
内点法存在占用内存大、复杂度高等局限性. 因此,
针对具体应用领域提出更强的半定规划松弛, 并据
此设计出更好的近似求解算法具有重要的理论意义

和实际价值.
2) 虽然目前已经有许多研究利用无网格压缩感

知解决实际问题, 但大多数方法仍然集中在一维模
型的研究上, 如何将高维无网格压缩感知的优势应
用在对信号多个维度上的参数进行联合估计问题上,
是一个重要的研究内容. 另一方面, 除了本文提到
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的研究领域, 将 “无网格” 的思想投入到更多的实际
应用中去, 甚至利用 “无网格” 的思想研制出试验系
统、原型样机等, 都是该研究方向的有益尝试.
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