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广义时变脉冲系统的时域稳定

苏晓明 1 张 品 1 祝君宇 2

摘 要 研究了状态依赖广义时变脉冲系统的时域稳定问题. 基于微分

矩阵不等式 (Differential matrix inequalities, DMI) 和 S-procedure

理论, 给出了两类状态依赖广义时变脉冲系统时域稳定的充分条件. 接下

来, 根据给出的充分条件设计了状态反馈控制器, 使得闭环系统时域稳

定. 最后, 给出数值算例来验证结论的有效性.
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Abstract This paper deals with the state-dependent finite-

time stability problem for continuous-time linear time-varying

descriptor impulse systems. The sufficient conditions for state-

dependent continuous-time linear time-varying descriptor im-

pulse systems to be finite-time stable are proposed in terms of a

set of differential matrix inequalities (DMI) and the S-procedure

arguments. Based on the conditions above, a state feedback con-

troller is designed such that the resultant closed-loop system is

finite-time stable. Finally, an example is presented to show the

effectiveness of the obtained theoretical results.
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广义系统[1] 的研究是从 20世纪 70年代[2] 开始的, 在近

40 年的历史中广义系统理论研究得到了迅速发展, 并取得了

一系列的丰硕成果[3−5]. 广义系统理论已成为现代控制理论

中一个独立的研究领域, 这些研究成果主要集中在广义定常

系统[6]、广义周期时变系统[7−8] 和广义时变系统[9−10]. 随着

科学技术的发展和工程技术的需要, 广义时变系统时域控制

研究也受到了广泛的关注.

时域稳定性最早是由 Kamenkov 在文献 [11] 中提出来

的, 至今已有很多可观的成果. 文献 [12−15] 提出了时域稳

定和时域有界的定义, 并对一般线性时变系统的时域稳定进

行研究. 文献 [16−18] 给出了带脉冲的线性时变系统的时域

稳定的定义, 并利用 L2 增益给出时域稳定的判定定理. 文献
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[19−22] 探讨了带有干扰的参数不确定性系统时域稳定及时

域控制的问题, 文献 [23−24] 利用微分矩阵不等式研究了一

类带有跳变的线性时变系统的时域稳定. Ambrosino 等研究

了状态依赖时变脉冲动力系统的时域稳定性问题[25], 并在文

献 [26−29] 中对时间依赖和状态依赖脉冲动力系统的时域稳

定进行了对比和分析. 文献 [30−31] 利用分段线性化将时变

矩阵转化为一组标准的矩阵不等式, 解决了小区间内时变矩

阵不等式的求解问题. 时变脉冲系统中的研究方法多是时变

系统与正常脉冲系统的自然推广, 文中所研究的广义时变脉

冲系统不仅是时变脉冲系统的推广, 而且还考虑到广义系统

自身的脉冲效应, 因此给研究和实验带来了一定的困难.

本文主要研究状态依赖广义时变脉冲系统的时域稳定问

题.在考虑广义系统自身无脉冲效应的前提下,运用微分矩阵

不等式方法给出了广义时变脉冲系统时域稳定的充分条件,

并设计了状态反馈控制器. 最后根据分段线性化将小区间内

广义时变矩阵不等式转化为广义时不变线性矩阵不等式, 应

用Matlab LMI 工具箱编程进行求解.

1 问题描述

Rn 表示 n-维欧几里得空间, R+ 是正实数集, R > 0 是

对称正定矩阵. N 是自然数. J = [t0, t0 +T ] 表示时间域, 其

中, T ∈ R+.

考虑如下形式的状态依赖广义时变脉冲系统:




Eẋxx(t) = A(t)xxx(t), xxx(t) /∈ Sk

xxx+
k (t) = Ad,kxxx(t), xxx(t) ∈ Sk

xxx(t0) = xxx0, k = 1, 2, · · ·, N
(1)

其中, xxx(t) ∈ Rn 为状态向量; A(·) : t ∈ R+ 7→ Rn×n 是连

续的函数矩阵, Ad,k ∈ Rn×n, k = 1, 2, · · ·, N 是时不变矩阵;

E 为奇异矩阵; Sk ⊆ Rn, k = 1, 2, · · ·, N 是单连通互不相交
的跳变集合 (xxx0 /∈ Sk). 根据脉冲时刻定义如下跳变时间集

合:

Tx(·) = {t ∈ R+|xxx(t) ∈ Sk, k = 1, 2, · · ·, N}
定义 1. 如果 xxxT

0 ETRxxx0 ≤ c1 推出 xxxT(t)ETΓ(t)xxx(t) <

c1, 对 ∀t ∈ J , 则称系统 (1) 是对于 (c1, J, R, Γ(·)) 时域稳定
的. 其中 c1 > 0, R 是对称正定矩阵, Γ(·) 是定义在 J 上的函

数矩阵, Γ(t0) < R.

定义 2. 如果存在常数 s对于任意 t ∈ J 使得 det(sE−
A(t)) 6= 0, 则广义时变系统 Eẋxx(t) = A(t)xxx(t) 是一致正则

的.

系统 (1) 一致正则与 Campbell 意义下的解析可解是等

价的, 广义时变系统的一致正则性和 A(t) 的连续性保证了其

解的存在唯一性, 下面的讨论假定系统是一致正则的. 我们

将系统作如下分解:

MEN =

[
I 0

0 0

]
, MA(t)N =

[
A11(t) A12(t)

A21(t) A22(t)

]

N−1xxx(t) =
[

xxx1(t) xxx2(t)
]

其中, M, N 均为可逆矩阵, 则系统 (1) 等价于如下系统:

ẋxx1(t) = A11(t)xxx1(t) + A12(t)xxx2(t)

0 = A21(t)xxx1(t) + A22(t)xxx2(t)

显然, 系统 (1) 对于任意初始条件无脉冲的充要条件是

A22(t) 可逆.



310 自 动 化 学 报 42卷

另外考虑一类带有外部干扰的状态依赖广义时变脉冲系

统





Eẋxx(t) = A(t)xxx(t) + G(t)ωωω(t), xxx(t) /∈ Sk

xxx+
k (t) = Ad,kxxx(t), xxx(t) ∈ Sk

xxx(t0) = xxx0, k = 1, 2, · · ·, N
(2)

外部干扰 ωωω(t) 满足:

∫ t0+T

t0
ωωωT(s)ωωω(s)ds ≤ d, d ≥ 0 (3)

定义 3. 如果 xxxT
0 ETRxxx0 ≤ c1 推出 xxxT(t)ETΓ(t)xxx(t) <

c2, 对 ∀t ∈ J , 则称系统 (2) 是对于 (c1, c2,ωωω(t), J, R, Γ(·))
时域稳定的. 其中 0 < c1 < c2, R 是对称正定矩阵, Γ(·)是定
义在 J 上的函数矩阵, Γ(t0) < R, 外部干扰 ωωω(t) 满足式 (3).

2 时域稳定性分析

本节分别对系统 (1) 和 (2) 给出时域稳定的充分条件.

定理 1. 对于系统 (1), 如果存在分段连续可微对称非奇

异函数矩阵 P (·) 在 J 上满足下列一组矩阵不等式, ∀t ∈ J .

ETP (t) = PT(t)E ≥ 0 (4a)

AT(t)P (t) + PT(t)A(t) + ETṖ (t) < 0 (4b)

AT
d,kETP (t)Ad,k − ETP (t) < 0

xxx(t) ∈ Sk, k = 1, 2, · · ·, N (4c)

ETΓ(t) ≤ ETP (t) ≤ ETP (t0) < ETR (4d)

则称系统 (1) 对于 (c1, J, R, Γ(·)) 时域稳定.

证明. 由定理条件 (4a) 和下式

M−TP (t)N =

[
P1(t) P2(t)

P3(t) P4(t)

]

有 P2(t) = 0 和 P1(t) 对称, 将条件 (4b) 进行分解可得:

NTAT(t)MTM−TP (t)N+

NTPT(t)M−1MA(t)N+

NTETMTM−TṖ (t)N =
[

AT
11(t) AT

21(t)

AT
12(t) AT

22(t)

] [
P1(t) P2(t)

P3(t) P4(t)

]
+

[
PT

1 (t) PT
3 (t)

PT
2 (t) PT

4 (t)

] [
A11(t) A12(t)

A21(t) A22(t)

]
+

[
I 0

0 0

] [
Ṗ1(t) Ṗ2(t)

Ṗ3(t) Ṗ4(t)

]
=

[
∗ ∗
∗ AT

22(t)P4(t) + PT
4 (t)A22(t)

]
< 0

由上式显然有 AT
22(t)P4(t) + PT

4 (t)A22(t) < 0. 因此, A22(t)

可逆, 系统对任意初始状态无脉冲.

构造下列广义 Lyapunov 函数

V (t,xxx) = xxxT(t)ETP (t)xxx(t)

当 t /∈ Tx(·), 即系统状态向量 xxx(t) 没有达到跳变集合. 则对

V (t,xxx) 求导:

V̇ (t,xxx) = xxxT(t)[AT(t)P (t) + PT(t)A(t)+

ETṖ (t)]xxx(t)

由条件 (4b) 可知 V̇ (t,xxx) < 0.

然而当 t ∈ Tx(·), 即系统依赖状态发生跳变, 由条件 (4c)

可得:

V (t,xxx+
k )− V (t,xxx) = xxxT(t)×

[AT
d,kETP (t)Ad,k − ETP (t)]xxx(t) < 0

则可以推出 V (t,xxx) 在 J 上是严格递减的.

对于系统 (1) 给定初始条件 t0 使得 xxxT
0 ETRxxx0 ≤ c1, 对

所有的 t ∈ J 都有:

xxxT(t)ETΓ(t)xxx(t) ≤ xxxT(t)ETP (t)xxx(t) ≤
xxxT

0 ETP (t0)xxx0 <

xxxT
0 ETRExxx0 < c1

因此系统 (1) 对于 (c1, J, R, Γ(·)) 时域稳定. ¤
定理 2. 对于系统 (2), 如果存在分段连续可微对称非奇

异函数矩阵 P (·) 在 J 上满足下列不等式, ∀t ∈ J .

ETP (t) = PT(t)E ≥ 0 (5a)
[

Π(t) PT(t)G(t)

GT(t)P (t) −I

]
< 0 (5b)

AT
d,kETP (t)Ad,k − ETP (t) < 0

xxx(t) ∈ Sk, k = 1, 2, · · ·, N (5c)

ETΓ(t) ≤ ETP (t) ≤ ETP (t0) < ETR (5d)

则称系统 (2) 是对于 (c1, c2,ωωω(t), J, R, Γ(·)) 时域稳定的. 其

中

Π(t) = AT(t)P (t) + PT(t)A(t) + ETṖ (t)

证明. 由条件 (5b) 可知 Π(t) < 0, 同理可证系统 (2) 对

任意初始状态无脉冲.

考虑下列广义 Lyapunov 函数

V (t,xxx) = xxxT(t)ETP (t)xxx(t)

当 t /∈ Tx(·), 即系统状态向量 xxx(t) 没有达到跳变集合. 则对

V (t,xxx) 求导:

V̇ (t,xxx) = xxxT(t)Π(t)xxx(t) + ωωωT(t)GT(t)P (t)×
xxx(t) + xxxT(t)PT(t)G(t)ωωω(t)

构造下列向量

zzz(t) =

[
xxx(t)

ωωω(t)

]

由式 (5b) 得:

zzzT(t)

[
Π(t) PT(t)G(t)

GT(t)P (t) −I

]
zzz(t) =

V̇ (t,xxx)−ωωωT(t)ωωω(t) < 0
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显然有:

V̇ (t,xxx) < ωωωT(t)ωωω(t)

对上式在 [t0, t] 上求积分得:

∫ t

t0

V̇ (s,xxx)ds <

∫ t

t0

ωωωT(s)ωωω(s)ds

则

V (t,xxx) < V (t0,xxx) +

∫ t

t0

ωωωT(s)ωωω(s)ds <

xxxT
0 ETP (t0)xxx0 + d <

xxxT
0 ETRxxx0 + d <

c1 + d

当 t ∈ Tx(·), 即系统状态发生跳变

V (t,xxx+) = xxxT(t)AT
d,kETP (t)Ad,kxxx(t) <

xxxT(t)ETP (t)xxx(t) < V (t,xxx) <

c1 + d

则 ∃c2 > c1 使得 V (t,xxx) 在 J 上有 V (t,xxx) < c2.

对系统 (2) 给定初始条件 t0 使得 xxxT
0 ETRxxx0 ≤ c1, 对所

有的 t ∈ J 都有:

xxxT(t)ETΓ(t)xxx(t) ≤ xxxT(t)ETP (t)xxx(t) < c2

则称系统 (2) 对于 (c1, c2,ωωω(t), J, R, Γ(·)) 时域稳定. ¤
接下来应用 S-procedure 理论[30] 进一步研究系统 (1)

和系统 (2) 的时域稳定.

引理 1[25]. 存在一个连续闭集 S ⊆ Rn、对称矩阵

Q0 ∈ Rn×n、Qi ∈ Rn×n 满足:

xxxT(t)Q0xxx(t) < 0, xxx(t) ∈ S (6a)

xxxT(t)Qixxx(t) < 0, xxx(t) ∈ S, i = 1, · · ·, p (6b)

则一定存在非负标量 ci, i = 1, · · ·, p, 使得:

Q0 −
p∑

i=1

ciQi < 0 (6c)

显然条件 (6c) 可以推出条件 (6a). S-procedure 就是通

过判断条件 (6c) 的可行性来验证条件 (6a) 是否成立的. 一

般来说, 条件 (6c) 比条件 (6a) 更容易检验. 所以, 通过应用

S-procedure 理论可以找到检验 (6a) 成立的更有效的方法.

由引理 1 的结论, 考虑条件 (4c), 当给定 k 时, 令

Q0 = AT
d,kETP (t)Ad,k − ETP (t), S = Sk

则条件 (4c) 等价于如下不等式:

AT
d,kETP (t)Ad,k − ETP (t)−

p∑
i=1

ci,k(t)Qi,k < 0

于是可以推出如下定理.

定理 3. 如果存在对称矩阵集合 Qi,k, i = 1, · · ·, pk, k =

1, · · ·, N 满足引理 1 条件, 并且存在一个连续可微对称非奇

异函数矩阵 P (·) 和非负标量 ci,k(·) ≥ 0 有:

ETP (t) = PT(t)E ≥ 0 (7a)

AT(t)P (t) + PT(t)A(t) + ETṖ (t) < 0 (7b)

AT
d,kETP (t)Ad,k − ETP (t)−

p∑
i=1

ci,k(t)Qi,k < 0

xxx(t) ∈ Sk, k = 1, 2, · · ·, N
(7c)

ETΓ(t) ≤ ETP (t) ≤ ETP (t0) < ETR (7d)

成立, 则系统 (1) 对于 (c1, J, R, Γ(·)) 时域稳定. 其中 J =

[t0 t0 + T ]. ¤
注 1. 由引理 1 知定理 3 的条件有利于这类问题的求解.

在定理 1 中, 跳变时需要解无穷多个矩阵不等式, 而在定理 3

中, 跳变时只需解在指定集合上的有限个矩阵不等式. 同理,

由定理 2 可以推出如下定理.

定理 4. 如果存在对称矩阵集合 Qi,k, i = 1, · · ·, pk, k =

1, · · ·, N 满足引理 1 条件, 并且存在一个连续可微对称非奇

异函数矩阵 P (·) 和非负标量 ci,k(·) ≥ 0 有:

ETP (t) = PT(t)E ≥ 0 (8a)
[

Π(t) PT(t)G(t)

GT(t)P (t) −I

]
< 0 (8b)

AT
d,kETP (t)Ad,k − ETP (t)−

p∑
i=1

ci,k(t)Qi,k < 0

xxx(t) ∈ Sk, k = 1, 2, · · ·, N
(8c)

ETΓ(t) ≤ ETP (t) ≤ ETP (t0) < ETR (8d)

成立, 则称系统 (2) 对于 (c1, c2,ωωω(t), J, R, Γ(·)) 时域稳定.

其中 Π(t) 与定理 2 相同. ¤

3 时域控制器设计

考虑如下状态依赖广义时变脉冲系统





Eẋxx(t) = A(t)xxx(t) + G(t)ωωω(t)+

B(t)u(t), xxx(t) /∈ Sk

xxx+
k (t) = Ad,kxxx(t), xxx(t) ∈ Sk

xxx(t0) = xxx0 k = 1, 2, · · ·, N

(9)

对上述系统找到一个状态反馈控制律

uuu(t) = K(t)xxx(t)

使得闭环系统





Eẋxx(t) = Ac(t)xxx(t) + G(t)ωωω(t), xxx(t) /∈ Sk

xxx+
k (t) = Ad,kxxx(t), xxx(t) ∈ Sk

xxx(t0) = xxx0, k = 1, 2, · · ·, N
(10)

是时域稳定, 其中 Ac(t) = A(t) + B(t)K(t).

定理 5. 对于系统 (10), 如果存在分段连续可微对称非

奇异的函数矩阵 P̄ (·)、函数矩阵 Lk(·) 和非负标量 Ci,k ≤ 0
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满足下列不等式组, ∀t ∈ J .

[
Π1(t) G(t)

GT(t) −I

]
< 0 (11a)

AT
d,kETP̄−1(t)Ad,k − ETP̄−1(t)−

p∑
i=1

ci,k(t)Qi,k < 0

xxx(t) ∈ Sk, k = 1, 2, · · ·, N
(11b)

ETΓ(t) ≤ ETP̄−1(t) ≤ ETP̄−1(t0) < ETR (11c)

则称系统 (10) 对于 (c1, c2,ωωω(t), J, R, Γ(·)) 时域稳定, 且状

态反馈控制律为

Kk(t) = Lk(t)P̄−1(t) (12)

其中, Π1(t) = −E ˙̄P (t) + P̄T(t)AT(t) + A(t)P̄ (t) +

LT
k (t)BT(t) + B(t)Lk(t).

证明. 对于 t ∈ Jk, 将状态反馈控制律 Kk(t) =

Lk(t)P̄−1(t) 带入式 (9), 可以得到闭环系统 (10), 其中,

Ac(t) = A(t) + B(t)Li(t)P̄ (t)−1. 显然 (11a) 等价于下列

不等式:
[

Π2(t) G(t)

GT(t) −I

]
< 0 (13)

其中

Π2(t) = −E ˙̄P (t) + P̄T(t)AT
c (t) + Ac(t)P̄ (t)

令 P (t) = P̄−1(t), 将式 (13) 分别左乘 diag{P̄−T(t), I}, 右
乘 diag{P̄−1(t), I}, 得到下列不等式:

[
Π3(t) P̄−T(t)G(t)

GT(t)P̄−1(t) −I

]
< 0

其中, Π3(t) = −P̄−T(t)E ˙̄P (t)P̄−1(t) + AT
c (t)P̄−1(t) +

P̄−T(t)Ac(t).

因为 P (t) = P̄−1(t), 故

I = P̄ (t)P (t), 0 = ˙̄P (t)P (t) + P̄ (t)Ṗ (t)

又因为 ETP (t) = PT(t)E ≥ 0, 我们很容易可以得出:

−PT(t)E ˙̄P (t)P (t) = −ETP (t) ˙̄P (t)P (t) = ETṖ (t)

由此可得:
[

Π4(t) PT(t)G(t)

GT(t)P (t) −I

]
< 0 (14)

其中

Π4(t) = ETṖ (t) + AT
c (t)P (t) + P (t)Ac(t)

另一方面, 因为 P (t) = P̄−1(t), 条件 (11b) 和 (11c) 等

价于式 (7c) 和 (7d). 综上所述, 闭环系统 (10) 是对于

(c1, c2,ωωω(t), J, R, Γ(·)) 时域稳定的. ¤
为了将小区间内的时变矩阵不等式转化为标准的矩阵不

等式组. 可以将小区间内的时变矩阵不等式做如下处理. 假

设 P (t)(或 P̄ (t)) 是分段线性的, P (t) (或 P̄ (t)) 在 Tx(·) 处发

生跳变 (以下只给出 P (t) (或 P̄ (t)) 的形式, L(t)、Ṗ (t) 形式

与 P (t) 类似).





P (0) (or (P̄ (0))) = Π0
1

P (t) (or (P̄ (t))) = Π0
k + Πs

k(t− (k − 1)Ts),

k ∈ N : k < k̄, t ∈ [(k − 1)Ts, kTs]

P (t) (or (P̄ (t))) = Π0
k̄+1 + Π0

k̄+1(t− k̄Ts), t ∈ [k̄Ts, T ]

因此上述条件可以转化为一组标准的矩阵不等式求解

问题. 由于 ETP (t) = PT(t)E ≥ 0 (ETΠ0
k = Π0T

k E ≥ 0

ETΠs
k = ΠsT

k E ≥ 0) 是一组非严格的矩阵不等式, 这样对于

求解会造成一定的麻烦. 为了将非严格的矩阵不等式组转化

为严格的矩阵不等式组, 我们介绍如下引理.

引理 2[31]. 如果 X ∈ Rn×n 是对称矩阵且满足

ET
LXEL > 0, T ∈ R(n−r)×(n−r) 是非奇异矩阵. 则

XE + MTTST 也是非奇异的且它的逆可以表示为

(XE + MTTST)−1 = XET + STM

其中, X 是对称矩阵, T 是非奇异矩阵.

ET
RXER = (ET

LXEL)−1, T = (STS)−1T−1(MMT)−1

M 和 S 是行满秩矩阵满足ME = 0, ES = 0; E 可以分解

为 E = ELET
R, 其中 EL ∈ Rn×r, ER ∈ Rn×r 是列满秩的.

令 Π0
k = X0

kE + MTT 0
k ST, Πs

k = Xs
kE + MTT s

k ST. 根

据引理 2 可以得到 (X0
kE + MTT 0

k ST)−1 = X0
kET + ST 0

k M

和 (Xs
kE +MTT s

k ST)−1 = Xs
kET +ST 0

k M . 这样ETP (t) =

PT(t)E ≥ 0 就得到了满足. 因此, 非严格的矩阵不等式组

转化为了严格的矩阵不等式组. 利用 Matlab LMI 工具箱,

就可以对Xs
k, T 0

k , T s
k , X0

k (或X0
k , Xs

k, T 0
k , T s

k ), Λ0
k, Λs

k 进行求

解, 从而得到 P (t) (或 (P̄ (t)) 和 L(t).

4 数值算例

例 1.考虑广义时变脉冲系统 (9),

E =

[
1 0

0 0

]
, A =

[
1 −1.5

0.5 t

]

Ad,1 =

[
0.8 0

−1 0.5

]
, G =

[
1

1

]
B =

[
0

1

]

跳变集合

S1 =

( (
0.5

0.2

)
,

(
0.4

0.4

) )

其中, 选取 ωωω(t) = 1, J = [0 s 5 s], R =

[
2 0

0 2

]
, c1 = 3,

c2 = 4. 由引理 1 可选取

Q =

[
0.4000 −0.7000

−0.7000 1.0000

]

显然

ER = EL =

[
1

0

]
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我们选MT = S = [0 1]T. 则存在 Γ(t) =

[
1 0

0 1

]
, 根据

Matlab LMI 工具箱求解矩阵不等式组, 可得正数 c1(·) 及矩
阵 P (·), L1(·), 使得式 (11) 成立, 则闭环系统 (10) 是时域稳

定的, 且状态反馈控制律K(t) = [K1(t) K2(t)] 见图 1.

图 1 控制器K1(t), K2(t)

Fig. 1 Control gain K1(t), K2(t)

5 结论

本文针对状态依赖广义时变脉冲系统时域稳定问题进行

研究, 给出了广义时变脉冲系统时域稳定充分条件及状态反

馈控制器的设计. 并且对上述充分条件提出 DLMIs 优化计

算的方法, 使得这类问题在数值计算上易于处理. 利用分段

线性化将小区间内广义时变矩阵不等式转化为广义时不变线

性矩阵不等式来求解. 最后给出数值算例来验证结论的有效

性.
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