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基于伪谱法的双摆吊车时间最优

消摆轨迹规划策略

陈 鹤 1, 2 方勇纯 1, 2 孙 宁 1, 2 钱彧哲 1, 2

摘 要 在工业生产过程中, 桥式吊车系统经常会体现出双摆系统的特

性, 导致更多欠驱动状态量的出现, 增大控制难度. 基于此, 论文提出

了一种针对双摆桥式吊车系统的时间最优轨迹规划方法, 可以得到全局

时间最优且具有消摆能力的轨迹. 具体而言, 为方便地构造以时间为代

价函数的优化问题, 首先对系统运动学模型进行相应的变换; 在此基础

上, 考虑包括两级摆角及台车速度和加速度上限值在内的多种约束, 构

造出相应的优化问题; 然后, 利用高斯伪谱法 (Gauss-pseudospectral

method, GPM) 将该带约束的优化问题转化为更易于求解的非线性规

划问题, 且在转化过程中, 可以非常方便地考虑轨迹约束. 求解该非线性

规划问题, 即可得到时间最优的台车轨迹. 不同于已有的大多数方法, 该

方法可获得全局时间最优的结果. 最后, 通过仿真与实验结果验证了这种

时间最优轨迹规划方法具有满意的控制性能.
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Abstract In practice, an overhead crane system may behave

like a double pendulum, which has more unactuated states and

is more difficult to be controlled properly. Motivated by this ob-

servation, we present a time optimal trajectory planning scheme

for double pendulum crane systems, which can yield a global

time-optimal swing-free trajectory. Specifically, to facilitate the

optimization problem creation process, we first implement some

basic transformations on the system kinematics. Then, various

constraints, including upper and lower bounds of the two pendu-

lum angles and upper bounds of the trolley velocity and accel-

eration, are taken into consideration to set up the optimization

problem. After that, the Gauss-pseudospectral method (GPM)

is utilized to convert the constrained optimization problem into

a nonlinear programming problem, which can be solved more

conveniently, while the trajectory constraints are also considered

during the transformation. By solving the constructed nonlinear

programming problem, a global time-optimal result is obtained,

which is different from most existing methods. Finally, numer-

ical simulation and experimental results are given to illustrate

the satisfactory performance of the proposed method.
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在工业生产过程中, 为运送负载到所期望的位置, 包括

桥式吊车、悬臂式吊车、塔式吊车、船用吊车在内的各类吊

车系统, 有着非常广泛的应用. 为了简化吊车系统的机械结

构, 往往不直接控制负载, 而是通过台车的运动, 间接地拖动

负载至目标位置. 这种结构带来的结果是, 吊车系统的控制

输入维数小于待控自由度维数. 具有该特性的系统即所谓的

欠驱动系统[1]. 相比全驱动系统, 由于欠驱动特性的存在, 欠

驱动系统往往更难控制. 而在实际生产中, 吊车系统往往是

由经验丰富的工人操作. 如果发生误操作, 可能引起负载剧

烈摆动导致碰撞, 甚至发生安全事故. 因此, 对吊车系统自动

控制方法的研究具有现实意义与广泛应用价值, 得到了广大

学者的关注.

对于桥式吊车系统, 主要的控制目标包括两个方面, 即

快速且精确的台车定位与负载摆动的抑制与消除. 然而, 这

两方面通常是互相矛盾的, 即过快的台车运动往往导致较大

的负载摆动. 因此, 同时实现这两方面的控制目标具有较高

的难度. 为了获得较好的控制效果, 目前国内外学者已经提

出了很多吊车系统自动控制方法. Tuan 等提出了基于部分

反馈线性化的控制方法[2−3], 可以简化桥式吊车系统的控制

算法设计. 在文献 [4−5] 中, Singhose 等和 Blackburn 等利

用输入整形的思想对吊车系统进行控制, 可有效地抑制负载

残余摆动. 为处理不确定的外界干扰, 研究人员利用滑模算

法控制吊车系统[6−7], 可以获得很好的鲁棒性. 胡洲等提出

了一种非线性信息融合控制方法[8], 可以处理控制器输入饱

和的问题, 实现对吊车系统的高性能控制. 文献 [9−10] 提出

了基于能量与无源性的控制策略, 可获得较好的效果. 除此

之外, 近年来, 包括遗传算法[11]、模糊控制[12] 等一些智能控

制方法同样在吊车控制领域有着一定的应用.

众所周知, 吊车系统的负载摆动由台车的加减速运动引

起, 在台车运动与负载摆动之间存在着较强的耦合. 基于此,

可以为台车规划一条合适的轨迹, 当台车按照该轨迹运动时,

即可实现对其快速精确定位的目标. 同时, 考虑到摆角抑制

与消除的要求, 在轨迹规划过程中, 通过深入分析与合理利

用台车运动与负载摆动之间的耦合关系, 可以规划出一条具

有消摆能力的台车轨迹. 这样即可完成台车快速精确定位与

负载消摆的双重目标.基于该思想,研究人员已提出了很多吊

车轨迹规划方法[13−17]. 例如, 在文献 [13] 中, Uchiyama 等

提出了一种针对悬臂吊车的开环控制策略, 为了消除残余摆

动, 他们为悬臂的水平运动规划了一条 S 型轨迹. 文献 [14]

则提出了一种基于相平面分析的轨迹规划方法, 它可以较好

地抑制负载摆动, 并消除了残余摆动.

对于吊车系统, 虽然上述各种方法在理想情况下可以得

到较好的控制效果, 但是这些方法均假设吊钩的质量可以忽
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略且负载可看作质点, 并将吊车系统的负载摆动视为单摆系

统. 若吊钩的质量较大, 无法忽略, 或者负载形状很大, 不能

简单看作质点, 在这种情况下, 吊车系统的摆动将会呈现出

双摆现象, 即吊钩绕台车进行一级摆动, 同时负载绕吊钩发

生二级摆动. 此时, 上述的单摆吊车控制方法无法取得令人

满意的控制性能, 目前仅有少量文献报道了双摆效应的吊车

系统控制策略. 文献 [18−20] 通过分析双摆吊车系统的固有

频率, 将输入整形的方法成功地扩展到双摆吊车系统. 孙宁

等在考虑系统摆角约束、台车速度约束等一系列约束的前提

下, 提出了一种基于微分平坦理论的双摆吊车最优轨迹规划

方法[21]. 郭卫平等通过分析吊车系统的能量, 提出了一种基

于无源性的双摆吊车控制策略[22]. 尽管上述控制策略可以实

现对双摆吊车系统的控制, 但它们难以保证吊车系统运行效

率的最大化.

为提高双摆吊车系统的运送效率, 本文提出了一种全局

时间最优轨迹规划方法, 可以同时实现台车精确定位以及

负载快速消摆的控制目标. 与现有方法不同的是, 本文所提

方法可得到全局时间最优的台车轨迹. 具体而言, 首先对吊

车系统的运动学模型进行转化, 得到一种加速度驱动的系

统模型. 接着, 利用该模型, 考虑吊车系统工作过程中的各

种物理及安全约束, 构造出以运送时间为优化目标的待优化

函数. 为了便于求解该优化问题, 利用高斯伪谱法 (Gauss-

pseudospectral method), 将所得的优化问题以及相应约束,

在勒让德 –高斯 (Legendre-Gauss, LG) 点处进行离散化与

近似化. 这样, 原优化问题即转化为一种具有代数约束的非

线性规划问题. 通过求解该非线性规划问题, 便可得到所需

的时间最优台车轨迹. 在整个规划过程中, 可方便地考虑包

括两级摆角约束以及台车速度和加速度约束在内的各种实际

物理约束, 因此得到的轨迹光滑合理, 便于实际跟踪. 最后,

通过数值仿真以及实验结果验证了所提方法的有效性.

本文剩余部分组织如下: 第 1 节给出了双摆吊车运动学

模型, 以及所需考虑的各种轨迹约束; 第 2 节具体描述了所

设计轨迹规划的过程, 包括模型变换与基于高斯伪谱法的优

化问题转化与求解; 第 3 节给出了所提方法的仿真与实验结

果, 并与已有方法进行分析比较; 第 4 节对本文进行了总结

与展望.

1 问题描述

在本文中, 考虑如图 1 所示的双摆桥式吊车系统, 其运

动学模型如下[21]:

(m1 + m2)l1 cos θ1ẍ + (m1 + m2)l
2
1 θ̈1+

m2l1l2 cos (θ1 − θ2)θ̈2 + m2l1l2 sin (θ1 − θ2)θ̇
2
2+

(m1 + m2)gl1 sin θ1 = 0 (1)

m2l2 cos θ2ẍ + m2l1l2 cos(θ1 − θ2)θ̈1 + m2l
2
2 θ̈2−

m2l1l2θ̇
2
1 sin(θ1 − θ2) + m2gl2 sin θ2 = 0 (2)

其中, M, m1, m2 分别代表台车质量、吊钩质量以及负载质

量; l1 表示吊绳的长度, l2 为等效绳长, 即负载质心与吊钩质

心之间的距离; x(t) 为台车位移, θ1(t), θ2(t) 表示一级与二

级摆角 (吊钩摆角与负载绕吊钩的摆角); g 代表重力加速度

常数.
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图 1 双摆桥式吊车模型示意图

Fig. 1 Schematic diagram of double pendulum crane

对该双摆桥式吊车系统, 拟规划一条时间最优轨迹, 以

实现快速与精确的台车定位, 同时完成两级摆动的抑制与消

除的控制目标. 考虑到该系统的欠驱动特性, 无法对两级摆

动进行直接控制, 只能通过对台车的运动进行合理的规划,

以此来间接地控制负载摆动. 为此, 对式 (1) 和 (2) 分别除以

(m1 + m2)l1 和m2l2, 化简可得:

cos θ1ẍ + l1θ̈1 +
m2l2

m1 + m2
cos(θ1 − θ2)θ̈2+

m2l2
m1 + m2

sin(θ1 − θ2)θ̇
2
2 + g sin θ1 = 0 (3)

cos θ2ẍ + l1 cos(θ1 − θ2)θ̈1 + l2θ̈2−
l1θ̇

2
1 sin(θ1 − θ2) + g sin θ2 = 0 (4)

式 (3) 和 (4) 描述了台车位移 x(t) 与系统两级摆角

θ1(t), θ2(t) 之间的耦合关系, 即台车的运动对负载摆动的

影响. 通过深入分析该耦合关系, 规划一条具有消摆能力的

台车轨迹, 是本方法的基础.

为完成时间最优轨迹规划, 考虑到吊车系统在实际工作

时的目标、物理约束及安全性, 本文将系统地考虑如下几个

方面的轨迹约束[21]:

1) 为实现快速而精确的台车定位, 台车从初始位置 x0

开始运动, T 时刻达到目标位置 xf , 且开始时刻与结束时刻

的台车速度、加速度均为 0, 即

x(0) = ẋ(0) = ẍ(0) = 0

x(T ) = xf , ẋ(T ) = ẍ(T ) = 0

其中, T 表示运送过程所需要时间; 对于初始位置, 不失一般

性, 本文选取 x0 = 0.

2) 考虑到系统输入饱和问题, 不同于文献 [23−24] 中的

方法, 这里等价于考虑在运送过程中, 台车的速度、加速度均

应保持在适当的范围内, 即

|ẋ(t)| ≤ vmax, |ẍ(t)| ≤ amax

其中, vmax, amax 分别表示允许的台车最大速度和加速度.

3) 为保证在运送结束时可直接对负载进行下一步的处

理, 台车达到目标位置后应无残余摆动且角速度也均为 0, 即

θ1(0) = θ̇1(0) = 0, θ1(T ) = θ̇1(T ) = 0

θ2(0) = θ̇2(0) = 0, θ2(T ) = θ̇2(T ) = 0

4) 为避免由于负载的剧烈摆动引起的碰撞, 在运送过程

中, 两级摆动的摆角及角速度都应保持在允许的范围内, 即

|θ1(t)| ≤ θ1 max, |θ2(t)| ≤ θ2 max (5)

|θ̇1(t)| ≤ ω1 max, |θ̇2(t)| ≤ ω2 max (6)

其中, θ1 max, θ2 max 分别表示一级与二级摆角允许的最大角

度; ω1 max, ω2 max 代表允许的一级与二级最大角速度.

综上, 可以构造如下的优化问题:

min T (7)

s. t. x(0) = ẋ(0) = ẍ(0) = 0

x(T ) = xf , ẋ(T ) = ẍ(T ) = 0

|ẋ(t)| ≤ vmax, |ẍ(t)| ≤ amax

θ1(0) = θ̇1(0) = 0, θ1(T ) = θ̇1(T ) = 0

θ2(0) = θ̇2(0) = 0, θ2(T ) = θ̇2(T ) = 0

|θ1(t)| ≤ θ1 max, |θ2(t)| ≤ θ2 max

|θ̇1(t)| ≤ ω1 max, |θ̇2(t)| ≤ ω2 max

接下来, 将通过伪谱法求解该优化问题, 并为台车规划出一

条时间最优轨迹.

2 时间最优轨迹规划方法

本节将提出一种基于伪谱法的时间最优轨迹规划策略,

并通过求解式 (7) 得到台车轨迹. 具体而言, 首先将吊车系

统运动学模型转化成一种加速度驱动模型, 其中台车加速度

可看作系统输入量; 随后, 基于该加速度驱动模型, 可将原优

化问题改写成一种新的形式; 接着利用高斯伪谱法, 将带约

束优化问题转化为一系列非线性规划问题; 最后通过求解该

非线性优化问题, 即可得到时间最优的台车轨迹.

2.1 系统模型及优化问题的转化

为方便后续的轨迹规划, 这里首先对双摆吊车系统模型

以及优化问题 (7) 进行转化. 为此定义系统全状态向量 ζζζ(t)

如下:

ζζζ = [ x ẋ θ1 θ̇1 θ2 θ̇2 ]T (8)

根据系统运动学模型 (3) 和 (4), 可将台车的加速度作为系统

的输入. 此时, 运动学模型可转化为如下形式:

ζ̇ζζ = fff(ζζζ) + hhh(ζζζ)u (9)

其中, u(t) 即为台车加速度 ẍ(t); fff(ζζζ),hhh(ζζζ) 表示关于 ζζζ(t) 的

辅助函数, 具体形式如下:

fff(ζζζ) =
[

ẋ 0 θ̇1 A θ̇2 B
]T

(10)

hhh(ζζζ) =
[

0 1 0 C 0 D
]T

(11)
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其中, 为方便描述, 定义了如下的辅助变量 A, B, C, D:

A = − m2C1−2

l1(m1 + m2)−m2l1C2
1−2

[
l1S1−2θ̇

2
1+

m2l2
m1 + m2

S1−2C1−2θ̇
2
2 − g(S2 − S1C1−2)

]
−

1

l1
gS1 − m2l2

l1(m1 + m2)
S1−2θ̇

2
2

B =
m1 + m2

l2(m1 + m2)−m2l2C2
1−2

[
m2l2

m1 + m2
S1−2×

C1−2θ̇
2
2 + l1S1−2θ̇

2
1 − g(S2 − S1C1−2)

]

C =
m2C1−2

l1(m1 + m2)−m2l1C2
1−2

(C2 − C1C1−2)− 1

l1
C1

D = − m1 + m2

l2(m1 + m2)−m2l2C2
1−2

(C2 − C1C1−2)

式中, 使用了如下的简化形式:

S1 = sin θ1, S2 = sin θ2, C1 = cos θ1, C2 = cos θ2

S1−2 = sin(θ1 − θ2), C1−2 = cos(θ1 − θ2)

利用所得的加速度驱动系统模型 (9), 原优化问题 (7) 可

以转化为

min T (12a)

s. t. ζ̇ζζ = fff(ζζζ) + hhh(ζζζ)u (12b)

ζζζ(0) = [ 0 0 0 0 0 0 ]T (12c)

ζζζ(T ) = [ xf 0 0 0 0 0 ]T (12d)

|ẋ(t)| ≤ vmax, |u(t)| ≤ amax (12e)

|θ1(t)| ≤ θ1 max, |θ2(t)| ≤ θ2 max (12f)

|θ̇1(t)| ≤ ω1 max, |θ̇2(t)| ≤ ω2 max (12g)

求解该优化问题, 即可得到完成控制目标所需的最优时间

T ∗, 同时得到对应的最优台车轨迹.

2.2 基于高斯伪谱法的轨迹规划

为得到时间最优的台车轨迹, 关键是如何求解所构造的

带约束优化问题. 本文通过高斯伪谱法对优化问题进行处理,

可方便地得到时间最优解以及最优轨迹. 与现有大部分方法

不同的是, 这种方法可更为直接地对原系统进行分析和处理,

并可以获得全局时间最优解.

本文方法的主要思想如图 2 中的流程图所示, 具体描述

如下: 首先利用拉格朗日插值方法, 选择 LG 点处的离散系

统状态轨迹以及输入轨迹, 通过离散轨迹与拉格朗日插值多

项式, 表示相应的近似轨迹模型. 接着, 通过对近似后的轨迹

模型进行求导, 可将系统状态的导数用拉格朗日多项式导数

表示. 随后, 利用离散的轨迹模型及其导数, 可将原系统模型

(微分方程约束) 转化为一系列多项式方程. 利用高斯积分,

优化问题中的边界条件同样可以表示成多项式方程的形式.

最后, 时间最优轨迹规划问题即转化为一种具有代数约束的

非线性规划问题, 通过对其求解即可得到最优时间及最优轨

迹.

图 2 高斯伪谱法流程图

Fig. 2 Flowchart of the Gauss-pseudospectral method

为适应高斯伪谱法的要求, 首先需要利用坐标变换, 将

轨迹对应的时间区间由 t ∈ [0, T ] 转化到区间 τ ∈ [−1, 1] 上,

即

τ =
2t

T
− 1 (13)

随后选取 K 个节点 {τ1, τ2, · · · , τK} ∈ (−1, 1) 组成点列, 即

LG 点. LG 点的选取可以通过求解 K 阶的勒让德多项式的

零点获得. 同时, 把 τ0 = −1 加到点列的首位. 待规划的系

统状态量及输入量可离散表示成如下的形式:

ζζζ(τ0), ζζζ(τ1), ζζζ(τ2), · · · , ζζζ(τK)

u(τ0), u(τ1), u(τ2), . . . , u(τK)

利用该K + 1 个节点, 可以构造出K + 1 个拉格朗日插值多

项式, 具体形式如下:

Li(τ) =

K∏

j=0,j 6=i

τ − τj

τi − τj
(14)

其中, τ ∈ [−1, 1]; Li(τ) 代表第 i 个拉格朗日插值多项式函

数; i ∈ 0, 1, · · · , K. 利用式 (14) 以及 LG 点处的系统状态量

和输入量的值, 系统的状态量轨迹以及输入量轨迹可通过下

面的方式近似表出:

ζζζ(τ) ≈
K∑

i=0

ζζζ(τi)Li(τ), u(τ) ≈
K∑

i=0

u(τi)Li(τ) (15)

其中, ζζζ(τi), u(τi) 分别表示 τ = τi 处的系统状态量以及输入

量. 对式 (15) 求导, 并利用式 (14) 中插值函数的具体形式,

计算并化简, 可得状态量轨迹的导数如下:

ζ̇ζζ(τk) =

K∑
i=0

Dki(τk)ζζζ(τi) (16)

其中, ζ̇ζζ(τk) 表示 τ = τk 处的状态轨迹导数值; Dki(τk) 代表

τ = τk 处, Li 的导数值, 具体形式如下:

Dki(τk) = L̇i(τk) =

K∑

l=0,l6=i

K∏
j=0,j 6=i,l

(τk − τj)

K∏
j=0,j 6=i

(τi − τj)

(17)
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利用式 (16) 和 (17) 以及 LG 点处的轨迹值, 可对优化问题

(12) 中的微分方程约束 (12b) 进行离散化与近似化处理, 具

体结果如下:

K∑
i=0

Dki(τk)ζζζ(τi)− 2

T
[fff(ζζζ(τk)) + hhh(ζζζ(τk))u(τk)] = 0 (18)

其中, k ∈ {0, 1, 2, · · · , K}. 式 (18) 可以看作代数约束. 接下

来, 优化问题中的边界条件约束也需要转化成代数约束的形

式, 其中式 (12c) 可直接改写如下:

ζζζ(τ0) = [ 0 0 0 0 0 0 ]T (19)

为表示运送过程结束时刻的边界约束, 定义 τK+1 = 1, 由式

(13) 可知, τK+1 = 1 即对应运送结束时刻 t = T . 利用高斯

积分, 式 (12d) 可表示为

ζζζ(τK+1) =ζζζ(τ0) +
2

T

K∑

k=1

wk[fff(ζζζ(τk)) + hhh(ζζζ(τk))u(τk)]

(20)

其中, ζζζ(τ0) 即上述的系统初始状态向量; wk 表示第 k 个勒

让德权值 (Legendre weight), 具体值可在求解 LG 点时一并

求得.

综上, 优化问题中所有的约束都可以通过代数约束的形

式表出, 基于此, 原优化问题可以转化成一种具有代数约束

的非线性规划问题, 具体如下所示:

min T (21)

s. t.

K∑
i=0

Dki(τk)ζζζ(τi)− 2

T
[fff(ζζζ(τk))+

hhh(ζζζ(τk))u(τk)] = 0, k ∈ {0, 1, 2, · · · , K}
ζζζ(τ0) = [ 0 0 0 0 0 0 ]T

ζζζ(τ0) +
2

T

K∑

k=1

wk[fff(ζζζ(τk)) + hhh(ζζζ(τk))u(τk)] =

[ xf 0 0 0 0 0 ]T

ζζζ(τ)− γγγ ≤ 0, −ζζζ(τ)− γγγ ≤ 0

u(τ)− amax ≤ 0, −u(τ)− amax ≤ 0

其中, 向量 γγγ 的具体形式如下:

γγγ = [ ∞ vmax θ1 max ω1 max θ2 max ω2 max ]T

对于上述带约束非线性规划问题, 本文选择连续二次型规划

方法 (Sequential quadratic programming, SQP) 求解, 可得

到如下的时间最优状态向量序列:

ζζζ(τ0), ζζζ(τ1), ζζζ(τ2), · · · , ζζζ(τK), ζζζ(τK+1) (22)

上式即时间离散的最优状态向量序列. 取每个向量的前两项

(台车位移与台车速度), 并进行插值, 即可得到相应的时间最

优的台车位移与速度轨迹.

3 仿真与实验

在本节中, 为验证所设计的轨迹规划方法的有效性, 给

出了相应的仿真与实验结果. 具体而言, 首先, 利用 Matlab

及其相关工具箱, 按照所设计的轨迹规划方法, 离线计算出

时间最优的台车轨迹; 随后, 利用 Matlab/Simulink 环境对

其进行仿真测试; 最后, 将构造的最优轨迹在双摆吊车实验

平台上进行实验验证, 并与现有的方法进行对比. 所得结果

均验证了本文所设计的轨迹规划方法具有良好的性能.

3.1 仿真结果

为实现本文所提出的基于伪谱法的轨迹规划策略, 这里

使用 GPOPS 软件工具箱[25] 以及 SNOPT 工具箱[26] 离线

求解优化问题并得到相应的时间最优轨迹. 相应的系统参数

按照实验平台中的实际参数进行选取, 具体值如下:

M = 6.5 kg, m1 = 2.003 kg, m2 = 0.559 kg

g = 9.8 m/s2, l1 = 0.53 m, l2 = 0.4 m

台车的目标位置选取为 xf = 0.6 m, 同时轨迹约束选择如下:

θ1 max = θ2 max = 2 deg, vmax = 0.3 m/s

ω1 max = ω2 max = 5 deg/s, amax = 015 m/s2

仿真结果如图 3 和 4 所示. 从图 3 中可以看出, 当台

车按照所规划轨迹进行运动时, 完成给定运送任务仅需时间

T ∗ = 4.2776 s, 且台车可以精确达到目标位置, 整个过程中,

台车速度未超过给定限制 vmax = 0.3 m/s. 同时, 由图 3 可

知, 一级摆动和二级摆动的最大摆角均未超过给定值 2 deg,

且运送结束时不存在残余摆动. 这也就保证了负载运送过程

中的安全性. 同样地, 两级摆动对应的角速度也均保持在给

定范围内. 综上所述, 仿真结果验证了所提最优轨迹规划方

法的高效性与安全性.

图 3 本文方法仿真结果 (台车位置以及速度) (实线: 仿真结果; 虚线:
目标位置 xf = 0.6 m; 点画线: 台车速度约束 vmax = 0.3 m/s)

Fig. 3 Simulation results (trolley position and velocity) (Solid

line: simulation results; Dashed line: target position

xf = 0.6 m; Dotted-dashed line: trolley velocity constraint

vmax = 0.3 m/s)

3.2 实验结果

为进一步验证所提方法的性能, 这里将所规划轨迹在

双摆实验平台上进行验证. 本方法轨迹规划与跟踪控制

的整体流程图如图 5 所示. 实验过程中, 为使台车沿所规

划的轨迹运动, 本文选择工业中有广泛应用的比例 –微分

(Proportional-derivative, PD) 控制器作为跟踪控制器, 以实

现台车对目标轨迹的跟踪. 实验平台的参数与仿真中相同,
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图 4 本文方法仿真结果 (两级摆动对应的摆角及角速度) (实线: 仿真
结果; 虚线: 摆角约束 θ1 max = θ2 max = 2 deg; 点画线: 角速度约束

ω1 max = ω2 max = 5 deg/s)

Fig. 4 Simulation results (first and second order swing angles

and angular velocities) (Solid line: simulation results; Dashed

line: swing angle constraint θ1 max = θ2 max = 2 deg;

Dotted-dashed line: angular velocity constraint

ω1 max = ω2 max = 5 deg/s)

图 5 轨迹规划与控制流程图

Fig. 5 Flowchart of trajectory planning and tracking control

因此通过离线计算所得的最优轨迹即仿真中给出的轨迹. 同

时, 作为对比, 这里给出了文献 [21] 的最优轨迹规划方法, 以

及线性二次型调节器 (Linear quadratic regulator, LQR) 方

法的实验结果. 其中, 文献 [21] 中轨迹规划方法的约束选取

与本文所提方法的约束一致; 而对于 LQR 方法, 其控制器表

达式如下:

F = −k1(x− xf )− k2ẋ− k3θ1 − k4θ̇1 − k5θ2 − k6θ̇2

代价函数选取如下:

J =

∫ ∞

0

(XXXTQXXX + RF 2)dt

其中, XXX 的定义如下:

XXX = [ e(t) ẋ(t) θ1(t) θ̇1(t) θ2(t) θ̇2(t) ]T

e(t) 代表台车定位误差, e(t) = x(t)− xf ; 矩阵 Q, R 的选择

如下:

Q = diag{200, 1, 200, 1, 200, 1}, R = 0.05

计算得到控制器增益如下:

k1 = 63.2456, k2 = 50.7765, k3 = −129.3086

k4 = −6.9634, k5 = 19.9137, k6 = −6.7856

本文方法、LQR 方法、文献 [21] 中方法的实验结果如

图 6∼ 8 所示. 从图 6 中可以看出, 当台车跟踪所规划最优轨

迹运行时, 完成运送过程仅需 4.095 s, 且整个过程中两级摆

动均保持在给定约束 2 deg 以内, 运送完成时基本无残余摆

动. 而对于文献 [21] 所提方法, 完成运送过程需要 5.445 s; 对

于 LQR 方法, 完成运送过程需要 7.425 s. 同时, LQR 方法

导致的一级摆动最大摆角达到 6.5 deg, 二级摆动最大摆角达

到 11.5 deg, 远大于本文所提方法的摆角. 综上可知, 本文所

设计的方法可以实现台车的精确定位以及系统两级摆动的快

速消除, 获得良好的控制性能. 从图 3、图 4 和图 6 可以看出,

由于摩擦等多种干扰的影响, 实验与仿真结果存在着一定程

度上的区别. 同时, 对比图 4 与图 6 中的摆角结果, 可知摆角

曲线的形状以及趋势大致相同, 且对摆角的限幅及消摆的目

标也基本完成. 因此我们可得如下结论, 即本文中的仿真与

实验结果基本一致, 均验证了所提方法可以实现较好的控制

效果. 需要指出的是, 由于外界干扰的影响, 一般来说, 实验

结果与仿真结果均存在一定程度上的区别[13−14].

图 6 本文方法实验结果 (台车位置、一级摆角、二级摆角) (实线: 实验
结果; 虚线: 待跟踪最优轨迹; 点画线: 摆角约束

θ1 max = θ2 max = 2 deg)

Fig. 6 Experimental results of proposed method (trolley

position, first and second order swing angles) (Solid line:

experimental results; Dashed line: planned trajectory;

Dotted-dashed line: swing angle constraint

θ1 max = θ2 max = 2 deg)

注 1. 图 6 中, 本文所提方法的实验结果, 在台车停止运

动后存在着一定的残摆, 但其幅度很小, 仅为 0.2 deg. 这与

图 4 中本方法仿真结果有一定的差异. 需要指出的是, 残摆

的出现并非由于本问方法存在缺陷, 而是因为在实验过程中,

存在着摩擦等多种外界干扰的影响. 同时, 考虑到残摆的幅

度很小, 在实际吊车工作过程中, 这种幅度的残摆基本可以

忽略. 需要注意的是, 虽然本文方法以及对比方法是在相同

的实验平台上进行测试, 但每次测试时, 轨道摩擦等外界干

扰均会略有差别. 只会在几次实验中, 得到基本无残摆的结

果. 除此之外, 一般来说, 实验结果存在小幅度的残摆属于正

常的情况[13, 18].
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图 7 LQR 方法实验结果 (台车位置、一级摆角、二级摆角) (实线: 实
验结果)

Fig. 7 Experimental results of the LQR method (trolley

position, first and second order swing angles) (Solid line:

experimental results)

图 8 文献 [21] 方法实验结果 (台车位置、一级摆角、二级摆角) (实线:
实验结果; 虚线: 待跟踪轨迹; 点画线: 摆角约束

θ1 max = θ2 max = 2 deg)

Fig. 8 Experimental results of the method in [21] (trolley

position, first and second order swing angles) (Solid line:

experimental results; Dashed line: planned trajectory;

Dotted-dashed line: swing angle constraint

θ1 max = θ2 max = 2 deg)

4 结论

本文针对具有双摆效应的桥式吊车, 提出了一种基于伪

谱法的时间最优轨迹规划策略. 具体而言, 首先, 将吊车系统

的运动学模型转化为一种加速度驱动模型, 并基于此模型,

考虑各种约束, 构造出带约束的优化问题; 随后, 利用高斯伪

谱法对所得优化问题进行处理, 将其转化为更方便求解的非

线性规划问题. 在此基础上, 即可得到时间最优台车轨迹. 本

文提出的这种轨迹规划方法除了考虑消摆的目标之外, 还可

以非常方便地处理摆角约束、角速度约束、台车速度约束、

加速度约束等实际物理约束. 与现有方法不同的是, 本文提

出的方法可获得全局时间最优解, 极大地提高了吊车系统的

工作效率. 最后, 通过仿真与实验, 验证了本文所提方法的有

效性. 在未来的工作中, 将考虑在轨迹规划过程中加入对角

加速度的约束, 以获得更好的控制效果, 并考虑为具有双摆

效应的吊车系统设计闭环控制算法, 以提高吊车系统在运行

过程中对外界干扰的鲁棒性.
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