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一类MIMO系统连续状态空间

模型的参数辨识频域方法

鲁兴举 1 郑志强 1

摘 要 在连续时间状态空间模型的参数辨识中, 针对系统状态微分项

获取困难这一问题, 对输入、状态及输出序列应用离散傅里叶变换, 得到

复数域线性回归方程, 并给出了不同形式的最小二乘解估计式. 以飞行

器多输入多输出 (Multiple-input multiple-output, MIMO) 状态空

间模型为例, 设计正交多正弦信号对系统进行多通道同时激励, 在一次激

励的情况下就可以辨识出所有模型参数, 从而提高辨识实验效率. 仿真实

验证明了方法的有效性和结果的准确性.
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Identification of Continuous State-space
Model Parameters for a Class of

MIMO Systems: A Frequency Domain
Approach

LU Xing-Ju1 ZHENG Zhi-Qiang1

Abstract In parameter identification of continuous-time state-

space model, one of the difficulties is obtaining the derivative

values of system states. To resolve this problem, we propose a

discrete Fourier transform of the system inputs, states, and out-

puts sequences. As a result, a complex domain linear regression

equation is derived. Then, different forms of the solution for

the least-squares regression equation are presented. For the case

study of a multiple-input multiple-output (MIMO) state-space

model of an aircraft, orthogonal multi-sine signals are designed

to excite all system input channels, thus, all model parameters

can be identified simultaneously so as to enhance the efficiency

of identification. Simulations show the effectiveness of the pro-

posed method and accuracy of the results.
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传统辨识方法可以分为时域法[1] 和频域法[2] 两大类,

系统的数学模型可分为连续时间模型和离散时间模型两大

类. 从频域方法辨识研究文献来看, 主要集中在离散形式

的状态空间方程[3], 而连续时间模型的研究大多采用传递函
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数辨识法[2], 状态空间模型的辨识研究得相对较少. 对离散

时间状态空间模型, 常采用子空间模型辨识方法 (Subspace

model identification, SMI)[4], 该方法属于一种非参数方法,

多用于过程系统建模[5]、系统模态分析[6]、机翼颤振检测[7]

等. SMI 的典型算法有 3 种: Verhaegen 等提出的MOESP

(Multivariable output error state space)[8−10], Van Over-

schee 等提出的 N4SID (Numerical algorithm for subspace

state space system identification)[11] 以及 Larimore 提出的

CVA (Canonical variate analysis)[12].

描述多输入多输出 (Multiple-input multiple-output,

MIMO) 线性系统的模型有多种, 相比其他模型, 状态空

间模型是对系统动态的物理模型描述, 其参数具有实际的物

理意义, 便于工程人员理解与分析. 对控制系统设计人员而

言, 辨识的参数通常为系统稳定性导数和控制偏导数, 正好

对应着状态方程中的状态转移阵和输入控制阵. 以飞行器为

例, 其稳定和控制导数实际上是飞机几何参数 (如翼展、弦长

等)、气动参数 (如升力线斜率和控制面效率)、惯量参数 (如

质量、惯性矩等) 的函数[13]. 因此, 状态空间模型对飞行器建

模而言更具实用性.

由机理法建模得到的系统模型通常为连续时间模型, 如

微分方程、状态空间方程或传递函数. 在实践中, 利用输入输

出数据辨识系统的连续时间模型是建模的重要需求之一, 包

括控制设计及故障诊断等. 并且, 这些模型可以方便地转换

成离散模型. 在频率变换域中辨识连续时间状态空间模型,

是近年来发展的一种重要的系统辨识方法. Klein[14] 提出了

频域极大似然方法用于飞行器参数辨识. Morelli[15] 对频域

方法进一步发展, 通过递推方式进行频域变换, 使得频域方

法可以用于在线辨识. Tischler[16] 采用线性调频 Z 变换获取

系统的频域响应, 并推出了 CIFER 频域辨识软件.

本文以飞行器为例, 研究一类MIMO系统的连续时间状

态空间模型参数辨识问题. 首先, 建立飞行器的状态空间结

构模型; 针对系统状态可观测、状态微分项无法直接获取的

问题,基于离散傅里叶变换,在频率变换域中研究了估计模型

参数的最小二乘算法; 针对多变量系统, 推导出矩阵参数形

式的频域多元线性回归模型, 实现了子系统分解和整体最小

二乘估计算法, 设计了正交多正弦 (Orthogonal multi-sine)

激励信号, 并进行了仿真实验与分析.

1 多变量系统的连续状态空间模型

线性状态空间模型的连续形式可表示为
{

ẋxx(t) = Axxx(t) + Buuu(t) + www(t)

yyy(t) = Cxxx(t) + Duuu(t) + vvv(t)
(1)

其中, xxx(t) ∈ Rn 为状态向量, uuu(t) ∈ Rr 为输入向量, yyy(t) ∈
Rm 为输出向量, 过程噪声 www(t) ∈ Rn 和观测噪声 vvv(t) ∈
Rm 均为平稳的零均值白噪声, A, B , C , D 为相应维数的未

知参数矩阵. 下面分两种情形讨论.

1.1 系统状态不可观测

在很多实际系统中, 其状态量无法直接观测. 对式 (1)应

用拉普拉斯变换, 可得系统的输出与系统参数阵的关系为

Y (s) = [C(sI −A)−1B + D]U(s)+

C(sI −A)−1W (s) + V (s)
(2)

可见, 输出与系统参数矩阵是非线性关系, 对状态空间

模型的辨识是非常困难的. 这属于已知输入、输出, 估计系



146 自 动 化 学 报 42卷

统阶次及参数矩阵的辨识问题. 近年来, 将子空间方法用于

连续系统状态空间模型的辨识问题得到研究人员的持续关

注[17−20], 其主要困难在于输入和输出量的高阶微分计算方

法.

1.2 系统状态可观测

当系统状态可观测时, 对状态空间模型参数的辨识就

是线性回归问题, 只要获得统计意义上足够多的输入及状

态数据, 就可以用最小二乘 (Least-squares, LS)、极大似然

(Maximum likelihood, ML) 等传统辨识算法获得系统的模

型及参数. 但是, 对于连续状态空间方程的左端项而言, 即状

态量的微分通常无法直接观测, 若采用数值微分等方法会引

入额外的噪声及延迟, 导致辨识精度显著降低.

对飞行器等一类运动体, 可以采用机理方法推导出满足

控制系统设计的数学模型结构, 且由于位置/速度、角度/角

速度等传感器技术较为成熟, 再加上卡尔曼滤波器等信号

处理技术, 获得较为准确的状态数据并不困难, 甚至某些模

型参数也可精确地获取, 此时的系统辨识就成为已知模型

结构以及部分参数情况下的参数估计问题, 这是典型的灰箱

(Grey-box) 建模方法.

2 基于离散傅里叶变换的频域最小二乘方法

采用傅里叶变换回归 (Fourier transform regression) 辨

识方法可以很好地解决状态空间方程左端项无法获取的难

题, 且对信号噪声有很强的处理能力. 下面对其原理进行简

要介绍.

2.1 离散傅里叶变换

设采样时间为 T , 信号的离散采样序列为 xxx (kT )

(k = 0, 1, 2, · · · , N −1), 离散傅里叶变换 (Discrete Fourier

transform, DFT) 定义[2] 为

X(i) =

N−1∑

k=0

xxx(kT )e−j2π ik
N , i = 0, 1, · · · , N − 1 (3)

实际中, 进行 DFT 分析的有效频率带宽受到 Nyquist

频率限制, 即不能超过 1/(2T ) Hz. 记 DFT 计算的频谱点数

为M ≤ N/2, 各点的频率为

ωωω(i) = 2π
i

NT
, i = 0, 1, · · · , M − 1 (4)

需要注意的是,不同于信号处理领域中的频谱分析,在控

制系统的频域分析中, 可以人为选定一段感兴趣的频带. 换

言之, 式 (4) 中的 ωωω 不一定从零频率开始 (用以去除直流分

量 ), 同样也不一定高至 Nyquist 频率 (用以去除高频噪声).

取 DFT 计算的频点数为M , 式 (3) 改写为

X(jωωω) =

N−1∑

k=0

xxx(kT )e−jωωωkT (5)

对应地, 信号的微分状态量 ẋxx(kT ) 的频域变换为

Ẋ(jωωω) =

N−1∑

k=0

ẋxx(kT )e−jωωωkT (6)

不难得出, 在频域中信号的微分与原信号存在关系

Ẋ(jωωω) = jωωωX(jωωω) (7)

对式 (1) 所示的时域状态空间方程进行 DFT 得:
{

jωωωX(jωωω) = AX(jωωω) + BU(jωωω) + W (jωωω)

Y (jωωω) = CX(jωωω) + DU(jωωω) + V (jωωω)
(8)

式中, X(jωωω) ∈ Cn×M , Y (jωωω) ∈ Cm×M , U(jωωω) ∈ Cr×M ,

W (jωωω) ∈ Cn×M , V (jωωω) ∈ Cm×M 分别为时域序列 xxx(kT ),

yyy (kT ), uuu(kT ), www(kT ), vvv(kT ) (k = 0, 1, · · · , N − 1) 应用如

式 (5) 的 DFT 计算得到的复矩阵.

2.2 单变量系统频域最小二乘参数估计

首先考虑单变量系统的最小二乘辨识模型 z(t) =

ϕϕϕT(t)θθθ + v(t). 其中, z(t) ∈ R 为系统输出, ϕϕϕ(t) =

[ϕ1(t), ϕ2(t), · · · , ϕK(t)]T ∈ RK 是由系统输入输出数

据构成的信息向量, v(t) ∈ R 为随机干扰噪声, θθθ =

[θ1, θ2, · · · , θK ]T ∈ RK 是待辨识参数向量[21]. 将式 (1)

中的每一行方程视为一个单变量子系统, 经 DFT 得到的频

域最小二乘模型为

z̃zz = Φ̃ΦΦθθθ + ν̃νν (9)

其中, Φ̃ΦΦ ∈ CM×(n+r) 是由状态 xxx 和输入 uuu 组成的扩张状态

经 DFT 计算得到的复变量矩阵; θθθ ∈ R(n+r) 为待辨识参数

向量; z̃zz ∈ CM×1 为时域观测变量的傅里叶变换, 当观测量为

状态的微分时, z̃zz 可以采用式 (7) 间接求取; ν̃νν ∈ CM×1 为频

域噪声残差序列. 值得注意的是, 为与时域向量区分开来, 频

域向量符号顶部均加上了波浪线标志.

关于DFT计算的频点数M 的选取, 当M < (n+r)时,

由式 (9) 无法求得待辨识参数; M = (n + r) 时, 式 (9) 可以

直接解析求解, 但由于 ν̃νν 的存在, 这样求得的参数精度很差;

当M À (n + r) 时, 就能应用回归分析方法求得统计意义上

的最优参数估计结果, 典型的有最大似然方法、最小二乘方

法等[22].

下面介绍频域最小二乘估计算法.

与时域对应,在不考虑频率变换中的频谱泄露情况下,频

域最小二乘代价函数定义为

J(θθθ) =
1

2
(z̃zz − Φ̃ΦΦθθθ)H(z̃zz − Φ̃ΦΦθθθ) (10)

式中, (·)H 表示复共轭转置 (Hermitian transpose) 运算.

考察式 (9) 不难发现, 除未知参数 θθθ 为实数外, 其余均为

复数向量或矩阵. 应用最小二乘估计理论, 可以得到三种最

小二乘估计算式.

1) LS-Re估计算式

将式 (9) 写成等价形式如下:
[

Re(z̃zz)

Im(z̃zz)

]
=

[
Re(Φ̃ΦΦ)

Im(Φ̃ΦΦ)

]
θθθ +

[
Re(ν̃νν)

Im(ν̃νν)

]
(11)

式中, Re(·)、Im(·) 分别表示提取变量的实部、虚部. 仅考虑

复向量/矩阵的实部所形成的方程, 根据最小二乘估计理论,

参数估计为

θ̂θθ =
[
Re (Φ̃ΦΦ)

T
Re(Φ̃ΦΦ)

]−1

Re (Φ̃ΦΦ)T Re(z̃zz) (12)

2) LS-Im估计算式

同理, 若仅考虑复向量/矩阵的虚部, 参数最小二乘估计

为

θ̂θθ =
[
Im (Φ̃ΦΦ)

T
Im(Φ̃ΦΦ)

]−1

Im (Φ̃ΦΦ)T Im(z̃zz) (13)
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3) LS-EAM估计算式

Morelli[15] 给出的复数域最小二乘参数估计为

θ̂θθ =
[
Re(Φ̃ΦΦ

H
Φ̃ΦΦ)

]−1

Re(Φ̃ΦΦ
H
z̃zz) (14)

参数估计的协方差矩阵为

cov(θ̂θθ) := E[(θ̂θθ − θθθ)(θ̂θθ − θθθ)T] = σ2
[
Re(Φ̃ΦΦ

H
Φ̃ΦΦ)

]−1

(15)

式中, 误差协方差 σ2 即噪声方差未知, 但可以通过拟合残差

s 进行估计:

σ2 .
= s2 =

1

M − np
(z̃zz − Φ̃ΦΦθ̂θθ)H(z̃zz − Φ̃ΦΦθ̂θθ) (16)

式中, np = n + r 为 θθθ 向量的参数个数.

3 连续状态空间模型的参数辨识频域方法

3.1 多元复数域线性回归模型

由式 (8) 可看出, 状态空间模型变换至频率域后, 将得到

一组复数域方程组, 方程总数为M(n + m). 该方程组可视为

对式 (8) 中的状态、输入及输出进行了M 次观测得到的, 且

这M 次观测是在频域中进行的. 以其中的状态方程为例, 将

DFT 计算的状态 X 和输入 U、未知参数矩阵 A 和 B 分别

进行组合, 得到:

Φ̃ΦΦE = [XT UT]

θθθE =

[
AT

BT

]

z̃zzE = jωωωXT

ṽvvE = WT (17)

其中, Φ̃ΦΦE ∈ CM×(n+r), θθθE ∈ R(n+r)×n, z̃zzE ∈ CM×n, ṽvvE ∈
CM×n, 下标 E 代表扩展 (Extended), 于是, 将式 (8) 中的状

态方程改写成式 (9) 的形式可得:

z̃zzE = Φ̃ΦΦEθθθE + ν̃ννE (18)

这是关于未知参数的矩阵参数形式的多元线性回归方

程, 待辨识参数个数为 n2 + nr. 类似地, 对式 (8) 中输出方

程的已知量和未知参数进行分别组合, 也能得到形如式 (18)

的回归方程, 其待辨识参数个数为mn + mr. 式 (18) 所示的

多元线性回归模型可采用子系统分解的单变量最小二乘方法

或整体最小二乘方法估计未知参数矩阵.

3.2 子系统分解最小二乘参数估计

面对称飞行器的状态空间模型通常分为纵向和横侧向两

个通道:




V̇

α̇

q̇

θ̇s


=




XV Xα Xq −g cos γ◦

ZV Zα 1 + Zq
−g sin γ◦

V◦
MV Mα Mq 0

0 0 1 0







V

α

q

θs



+

[
Xδe Zδe Mδe 0

]T

δe




β̇

ṗ

ṙ

φ̇


 =




Yβ Yp Yr − 1
g

V◦
Lβ Lp Lr 0

Nβ Np Nr 0

0 1 0 0







β

p

r

φ


 +

[
0 Lδa Nδa 0

Yδr Lδr Nδr 0

]T [
δa

δr

]

(19)

其中, 系统的状态为 V, α, q, θs, β, p, r, φ, 输入为 δe, δa, δr, 变

量及参数定义可参见文献 [23].

式 (19) 所描述的飞行器动力学模型共有 44 个参数, 若

将 1 和 0 视为已知参数, 则未知参数有 29 个.

为实现矩阵参数形式多元线性回归模型的参数估计, 首

先介绍基于子系统分解的最小二乘方法. 以纵向通道为例,

将所有状态及输入数据通过 DFT 变换, 并加以组合得:

Φ̃ΦΦ =




ṼVV (1) α̃αα(1) q̃qq(1) θ̃θθs(1) δ̃δδe(1)

ṼVV (2) α̃αα(2) q̃qq(2) θ̃θθs(2) δ̃δδe(2)
...

...
...

...
...

ṼVV (M) α̃αα(M) q̃qq(M) θ̃θθs(M) δ̃δδe(M)




其中, ṼVV (·), α̃αα(·), q̃qq(·), θ̃θθs(·), δ̃δδe(·) 分别为对应状态时域数据
向量经 DFT 所得到的频域复向量, 括号中数字表示 DFT 定

义式 (3) 中的频点标号 (1, 2, · · · , M).

由于单变量最小二乘辨识模型中的待辨识参数一般为向

量, 因此, 按纵向通道的状态方程逐行列出未知参数 θθθ 如下

θθθT =




θθθ1

θθθ2

θθθ3

θθθ4




=




A11 A12 A13 A14 B11

A21 A22 A23 A24 B21

A31 A32 A33 A34 B31

A41 A42 A43 A44 B41




其中, Aij , Bik 表示未知参数阵 A, B 的各元素, θθθi 表示第 i

行子状态方程中的所有待估计参数.

限于篇幅, 仅列出纵向通道的第 3 个子动态 q, 对应第 3

个参数向量 θθθ3 的频域最小二乘模型为

z̃zz3 =




jωωω(1)q̃qq(1)

jωωω(2)q̃qq(2)
...

jωωω(M)q̃qq(M)




= Φ̃ΦΦ




A31

A32

A33

A34

B31




(20)

对其他子系统及对应的参数向量, 所采用的 Φ̃ΦΦ 为同一矩阵.

这样, 基于待辨识参数逐行分解, 得到了 n = 4 个子系统的

单变量最小二乘辨识模型, 采用如式 (12)∼ (14) 所示的任意
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一种最小二乘算法, 每个子系统模型可估计出 n + r = 5 个

参数, 最终得到全部的参数辨识结果.

子系统方法的优点在于: 信息阵的维数不高、计算量小;

对于已知的参数可以不用估计, 即信息阵的维数可以进一步

降低, 从而提高辨识效率.

3.3 整体最小二乘参数估计

由式 (20) 所示的子系统分解最小二乘辨识方法, 是单变

量系统辨识方法在多变量系统上的扩展. 实际上, 还可以采

用整体最小二乘估计算法求解, 下面介绍两种常用的算法.

第一种算法的具体思路是: 参照单变量最小二乘的基本

模型, 将式 (19) 的各子系统辨识模型进行合并, 使未知参数

矩阵 θθθ 串行化转变成参数向量. 也可以说, 将式 (18) 所示的

多元回归模型进行向量化变换 Vec(·)[24], 即

Vec(z̃zzE) = (In ⊗ Φ̃ΦΦE)Vec(θθθE) + Vec(ν̃ννE) (21)

其中

Vec(z̃zzE) := z̃zztotal =




z̃zz1

z̃zz2

...

z̃zzn




, Vec(θθθE) := θθθtotal =




θθθ1

θθθ2

...

θθθn




In ⊗ Φ̃ΦΦE = In ⊗ Φ̃ΦΦ := Φ̃ΦΦtotal =




Φ̃ΦΦ 0 0 0

0 Φ̃ΦΦ 0 0

0 0
. . . 0

0 0 0 Φ̃ΦΦ




In 为 n阶单位阵, ⊗为张量积符号, z̃zztotal ∈ CMn×1, θθθtotal ∈
Rn(n+r)×1, Φ̃ΦΦtotal ∈ CMn×n(n+r). 值得注意的是, Φ̃ΦΦE 与 Φ̃ΦΦ

为同一矩阵.

从最小二乘计算式 (12)∼ (14) 可以看出, 最小二乘估

计计算量主要在于信息阵的求逆. 由于 Φ̃ΦΦ 的列向量可能存

在近似的线性关系, 且在系统激励不充分、多输入信号存在

相关性或者 DFT 计算频点过少时, 信息阵 Φ̃ΦΦ
H
Φ̃ΦΦ 会出现病

态, 从而导致最小二乘估计的计算精度不高且稳定性差. 为

了处理矩阵病态问题, 本文采用奇异值分解 (Singular value

decomposition, SVD) 方法. 对式 (21) 所示的整体最小二乘

模型, 其信息阵为

Φ̃ΦΦ
H

totalΦ̃ΦΦtotal =




Φ̃ΦΦ
H
Φ̃ΦΦ 0 0 0

0 Φ̃ΦΦ
H
Φ̃ΦΦ 0 0

0 0
. . . 0

0 0 0 Φ̃ΦΦ
H
Φ̃ΦΦ




(22)

该矩阵是由 n 个单变量最小二乘模型的信息阵 Φ̃ΦΦ
H
Φ̃ΦΦ 组成的

对角方块阵, 因此有:

(Φ̃ΦΦ
H

totalΦ̃ΦΦtotal)
−1 =




(Φ̃ΦΦ
H
Φ̃ΦΦ)

−1

0 0 0

0 (Φ̃ΦΦ
H
Φ̃ΦΦ)

−1

0 0

0 0
. . . 0

0 0 0 (Φ̃ΦΦ
H
Φ̃ΦΦ)

−1




(23)

可见, 采用这种整体估计算法, 会导致辨识模型的阶次

大幅增加, 但由于矩阵 Φ̃ΦΦtotal 的特殊形式, 使得有关信息阵

的计算复杂度没有大幅增加, 并且可以一次得到全部参数的

估计. 因此, 在对算法实时性没有专门要求的场合, 这种算法

较为常用, 易于被工程人员理解和接受[25].

第二种算法就是将单变量最小二乘向多变量情形直接扩

展, 即式 (14) 也能直接用于多元线性回归模型的参数估计.

这样所有参数的最小二乘估计可以一次性求得.

3.4 正交多正弦激励信号设计

激励信号是施加在系统平衡状态输入量上的扰动, 其设

计目的是使被辨识对象激发出与待辨识参数相关的运动模

态, 提供辨识所需的足够的信息量. 多变量系统的输入往往

不止一个, 通常将各个输入分开激励, 这样做效率很低, 且状

态转移矩阵并非简单的对角阵, 在参数结构未知的情况下无

法解耦. 这样, 当同时施加多个激励信号时, 将无法得到准确

的辨识结果.

多正弦信号是指由多个谐波正弦信号叠加而成的信号,

由于其频谱分布是离散的, 因此可以避免 DFT 中的频谱泄

露. 对多输入系统, 多正弦信号可以较好地实现单次激励获

取整个系统的频率响应, 每个通道的多正弦输入信号在离散

的频谱上相互错开, 频谱特性为





Up(nu(k − 1) + p) 6= 0, k = 1, 2, · · · , F,

p = 1, 2, · · · , nu

Up(nu(k − 1) + r) = 0, r = 1, 2, · · · , nu,

r 6= p

(24)

其中, F 为单个多正弦信号谐波数, nu 为系统输入个数, p, r

为谐波间隔控制参数.

满足式 (24) 的多正弦信号组合称为正交多正弦信号, 由

于各输入信号在频域中正交, 因而可以方便地进行多通道同

时激励而不会互相干扰, 这将大大缩短辨识激励实验时间.

文献 [26] 证明, 组成多正弦信号的不同频率的谐波信号在时

域中也是互不相关的.

多正弦信号的设计在于频谱、相位的选择与优化, 频谱

需要根据被辨识对象的带宽进行设计, 相位优化的目的在于

降低多正弦信号的峰值因数. 但相位优化问题至今无解析解,

一般采用随机分布法、Schroeder 公式法或搜索优化方法[27].

本文采用的 Schroeder 公式法最适合产生等幅度谱的信号,

且生成多正弦信号非常简便. 以 nu = 3, F = 10 为例, 生成

的 3 个互不相关的多正弦信号频谱及对应的时域信号分别如

图 1 和图 2 所示.

图 1 正交多正弦信号频谱分布

Fig. 1 Spectral distribution of orthogonal multi-sine signals
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图 2 正交多正弦信号的时间历程 (采样点数 = 1000)

Fig. 2 Plots of orthogonal multi-sine signals (Samples = 1 000)

在实际中, 激励信号是经由执行机构施加到被辨识系统

上的, 当执行机构与系统间存在线性或非线性相关性时, 式

(24) 的信号就不满足正交激励的条件. 此外, 闭环反馈也会

带来输入输出相关性, 正交多正弦信号在这两种条件下不再

适用.

4 实验分析

4.1 单输入多输出系统频域最小二乘辨识

考虑 F-16 飞机纵向通道模型参数为[28]

Alon =



0.0171 −3.6619 −1.0969 −32.1740

−0.0003 −0.7534 0.9279 0

0 −4.3115 −1.2657 0

0 0 1 0




Blon =
[

9.9927 −0.1595 −13.9671 0
]T

(25)

输入及状态定义见式 (19).

在二重阶跃 (Doublet) 信号激励下, 系统的输入及状态

响应曲线如图 3 所示.

系统的输入及各状态经DFT变换至复数域后,如图 4所

示. 其中, DFT 的频带根据飞行器的特性选为 [0.1, 2.2] Hz,

频率分辨率 0.01Hz, 即频点数为 211 个.

对 DFT 得到的数据分别采用式 (12)∼ (14) 所示的三种

频域最小二乘算法, 得到的参数估计结果如表 1 所示.

考虑到实际中的真实参数是未知的, 因此利用式 (15) 的

误差协方差阵估计值获得参数绝对误差的估计值:

δ̂δδabs =

√
diag{cov(θ̂θθ)} (26)

其中, diag{·} 表示提取矩阵的对角元素. 与其他估计方法不

同的是, 最小二乘方法的优点在于可以给出参数的误差, 因

而更具实用价值. 图 5 给出了式 (25) 模型的 20 个参数估计

误差及其置信区间, 其中原点表示参数辨识的结果与真值间

的误差, 而竖线则表示该误差的 99% 置信区间. 为指示清

晰, 三种最小二乘方法的结果在每个参数附近位置略微错开.

图 3 F-16 飞机纵向通道输入及响应时间历程

Fig. 3 Plots of input and response of F-16 aircraft

longitudinal channel

表 1 不同频域最小二乘算法的结果比较

Table 1 Comparison of results with different frequency

domain least-square algorithms

LS algorithm Âlon B̂lon

−0.0161 −3.8292 −1.0548 −32.0137 10.1047

LS Re
−0.0003 −0.7514 0.9272 −0.0020 −0.1613

−0.0004 −4.1575 −1.3190 −0.1572 −14.1069

0.0009 −0.0693 1.0046 0.0579 0.0139

−0.0175 −3.7048 −1.0633 −32.1205 10.0944

LS Im
−0.0002 −0.7543 0.9274 0.0005 −0.1609

0.0026 −4.3783 −1.3070 0.0307 −14.0746

0.0019 −0.1118 1.0048 0.0929 0.0298

−0.0165 −3.7773 −1.0591 −32.0588 10.1050

LS EAM
−0.0002 −0.7523 0.9273 −0.0012 −0.1613

0.0002 −4.2252 −1.3142 −0.0985 −14.1047

0.0010 −0.0655 1.0036 0.0544 0.0161
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图 4 系统输入及状态变量的 DFT 曲线

Fig. 4 DFT plots of system input and states

图 6 给出了不同算法的计算时间对比, 采用了式

(12)∼ (14) 的三种频域最小二乘算式, 并分别以分解和整体

最小二乘的方式进行计算, 基于同样条件和模型, 每种算法

仿真 190 次, 计算机采用的处理器为 Intel i5 CPU 1.7GHz.

结合表 1、图 5 和图 6 可看出, 三种频域最小二乘算法

给出的结果精度及计算效率基本相当, 由于整体 LS-EAM 算

法采用了直接计算而非函数调用, 因此耗时略少, 但总的来

说与子系统分解辨识方法的计算效率相当. 当参数为实数时,

可采用任一算法; 当参数为复数时, 如系统模型包含延迟环

节, 则只能采用 LS-EAM 算法.

图 5 单输入系统参数辨识结果的误差及其置信区间

Fig. 5 Error and confidence interval of identification results

for a single-input system

图 6 频域最小二乘算法计算时间

Fig. 6 Time consumption of frequency domain least-squares

algorithm

4.2 多输入多输出系统最小二乘辨识

以无人机侧向通道模型为例, 参数矩阵为[29]

Alat =




−0.0187 0.0399 −1.1989 0.2366

−99.2236 −13.1772 3.2226 0

23.0595 −0.4875 −1.9818 0

0 1 0 0




Blat =

[
0.0490 −184.2693 −5.0177 0

−0.4602 32.1348 −28.0895 0

]T

(27)

为实现多输入机动解相关激励, 设计两路频率涵盖

[0.1, 2.2]Hz 的正交多正弦信号, 为避免频点重叠, 这里分

别选为 87、43, 激励时长的选取则保证所有谐波不少于 1 个

整周期, 此处设为 10 s. 作为对比, 选择 3-2-1-1 信号对系统

的两个输入通道进行分时激励, 采取分时激励的原因在于实

现输入对状态响应的解耦; 否则, 无法辨识出多输入控制矩

阵 Blat 的全部参数. 两种激励方式的信号及响应分别如图 7

和图 8 所示.
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对两种激励条件所得的数据进行频域辨识, DFT 的分

析频点数仍取均匀分布的 211 个频点, 频域最小二乘采用

LS-EAM 子系统分解辨识算法, 得到的参数与真值间的误

差对比如图 9 所示. 由于部分参数真值为 0, 不便于比较相

对误差, 因此图 9 中的误差均为绝对误差, 竖线表示该误差

的 99% 置信区间; x 轴坐标为参数的序号, 按参数扩张矩阵

[Alat Blat] 行优先索引, 这样, 每个子图分别对应系统模型

中的每一个子系统的参数辨识结果.

对比图 7∼ 9 可以看到, 正交多正弦信号同时激励与多

输入信号分时激励所得到的辨识结果精度相当, 但前者在辨

识时间上具有明显优势, 特别是当输入量较多时, 这种优势

就更为明显.

图 7 Multi-sine 多输入激励及系统响应

Fig. 7 Multiple multi-sine inputs and system response

图 8 3-2-1-1 多输入激励及系统响应

Fig. 8 Multiple 3-2-1-1 inputs and system response

5 结论

1) 将时域信号的微分问题转化为频域中的简单乘法计

算, 避免了微分求解的困难.

2) 在频率变换域, 连续时间系统状态空间模型的参数估

计可以采用与时域类似的方法, 包括最小二乘、子空间辨识

等方法, 本文则着重研究了频域最小二乘的三种求解算法.

3) 单变量最小二乘方法可以方便地推广到多变量系统,

子系统分解方法与整体最小二乘方法均能得到准确的参数估

计结果.

4) 对 MIMO 这类典型的多变量系统, 采用多输入解相

关激励技术, 以正交多正弦信号同时对系统所有通道进行激

励, 大大提高了辨识效率.
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图 9 MIMO 系统参数辨识结果的误差及置信区间

Fig. 9 Error and confidence interval of identification results

for a MIMO system
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