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一类非线性系统的量化控制器的设计

王隔霞 1

摘 要 研究了一类非线性离散系统的量化反馈控制. 对于一类满足齐次性质的非线性系统, 针对有界的初始状态, 我们设计

了具有可数个固定控制输入的控制方式, 实现了用 “可数” 去镇定 “不可数” 这一控制问题. 值得指出的是, 我们的结论可以直

接应用到线性的情形, 并与已有的关于线性系统的结论保持一致. 同时, 给出了例子验证了结论的有效性.
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Design of Quantizer for a Class of Nonlinear Systems

WANG Ge-Xia1

Abstract This paper deals with a class of nonlinear systems which satisfy the homogeneous property and considers

quantized feedback control for these nonlinear systems. On the assumption that the initial condition is bounded, a count-

able fixed control input is designed to stabilize these nonlinear systems, which makes it possible to stabilize “uncountable”

by “countable”. Moreover, it is worthy to point out that the result can be applied to the linear case directly, which is

consistent with the existing result. Meanwhile, an example is given to illustrate the result.
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Elia 等在 2001 研究了线性离散系统的具有可
数个固定输入的镇定问题[1]. 事实上, 他们考察了如
下系统的镇定问题:

xxx(k + 1) = Axxx(k) + Buuu(k)

其中, xxx(k) ∈ Rn 为状态, uuu(k) ∈ R 是单输入, A

和 B 是适维矩阵. 针对该系统, 当初始状态 xxx0 =
xxx(0) ∈ χχχ0, 且可任意选取时, 其中 χχχ0 为Rn 中某个

有界集合, 找到固定个可数输入

UUU = {· · · , u−2, u−1, u0, u1, u2, · · · }
来镇定原系统.
这一问题, 本身就比较有意思, 一方面, 不可数

的任意初始状态 xxx0; 另一方面, 固定的可数个输入
{uk}, 用 “可数” 去镇定 “不可数”, 这里面一定存在
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量化问题, 即将不可数对应 (量化) 到可数, 所以解
决这类问题的关键就是设计量化器.

Elia 等在文献 [1] 中, 将上述问题转化为量化器
的设计问题, 并通过引入二次 Lyapunov 函数, 解决
了上述问题, 并指出最优的量化器是对数形式的.
然而, 他们只考虑了线性系统, 并没有考虑非线

性系统. 即使是后续这方面的工作中, 关于非线性系
统的研究也非常少[2−11]. 这是因为 Elia 等的工作
中, 量化器的设计依赖于线性系统的特殊结构, 不宜
于推广到一般非线性系统.
本文尝试将 Elia 等的工作推广到一类特殊的非

线性系统, 具体而言, 就是要考虑一类满足齐次性质
的非线性系统的量化控制问题. 值得指出的是, 本文
得到的结果, 与线性情况还是有很大的不同, 这里我
们发现对状态空间的划分仍然是对数形式的, 但控
制输入却不再是对数形式的; 另外, 这里的结论可以
直接应用到线性系统中, 并与 Elia 等的结论是一致
的.

需要补充的是, 虽然关于非线性系统的量化反
馈设计研究不多, 但仍有部分学者关心, 例如文献
[11], 与本文相同, 它同样针对一类满足特殊性质的
非线性系统给出了其量化反馈控制的设计. 然而他
们所考察的非线性系统与本文是不同的. 事实上文
献 [11] 中的结论可较好地解决弦函数这样一些非线
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性系统, 也可以适用于某些无界的非线性系统. 然
而, 它的设计方案并不适用于本文中的非线性系统,
例如, 当系统含有 x3 时文献 [11] 中的假设条件 2 将
不再成立.
众所周知, 量化控制问题本身内容就是非常丰

富的, 请查看相关文献 [1−11]. 尤其是随着网络化
控制系统的应用和发展[12−14], 又促使量化控制成为
了解决网络化控制系统控制问题的一种有效方式.
因此, 本文讨论的量化问题是有意义的. 值得注意的
是, 本文只是考虑了一类特殊非线性系统的量化控
制设计, 并没有涉及优化量化器这一块, 在后续工作
中将进一步考虑该问题.

1 问题描述

考虑如下系统:

x(k + 1) = aφ(x(k)) + bu(k) (1)

其中, x(k) ∈ R 是一维状态, u(k) ∈ R 是单输入,
a ∈ R 和 b ∈ R 为已知常数, 非线性函数 φ(x) 满
足:

1) φ(−x) = −φ(x),∀x ∈ R;
2) φ(x) 为m 次的齐次函数, 即:

φ(kx) = kmφ(x), ∀k, x ∈ R (2)

我们的控制问题就是:
问题 1. 对上述系统 (1), 找到可数个固定控制

输入 UUU = {u0,±u1,±u2, · · · }, 以及量化函数
q : XXX −→ UUU (3)

其中,量化函数 q(x) 满足:

q(−x) = −q(x), x ∈XXX

使得闭环系统

x(k + 1) = aφ(x(k)) + bq(x(k))

渐近稳定. 这里XXX ⊆ R 是上述闭环系统的一个不
变集, 且关于原点对称, 其中R 是为整个实数轴.

2 主要结论

先讨论 a = 1, b = 1 的特殊情况.
定理 1. 当 a = 1, b = 1 时, 对于给定的

M0 > 0, 定义控制输入 UUU = {u0,±u1,±u2, · · · }
如下:

ui =





−(ρm)iφ(M0)− ρiM0, i = 1, 2, · · ·
(ρm)−iφ(M0) + ρ−iM0, i = −1,−2, · · ·
0, i = 0

(4)

其中, 0 < ρ < 1 为待定参数, 相应地, 定义量化函
数 q : [−M0,M0] −→ UUU 如下:

q(x) =

{
uisgn(x), |x| ∈ (ρiM0, ρ

i−1M0]
u0, x = 0

(5)

对于上述量化函数 (4) 和 (5) 设计的控制器 u(k) =
q(x(k)), 当 ρ (0 < ρ < 1) 满足:

1 + ρ

1− ρm
>
|φ(M0)|

M0

(6)

时, 对于任意初始状态 x0 ∈ [−M0,M0], 闭环系统
(1), (4) 和 (5) 是渐近稳定的.

证明. 不失一般性, 假定 φ(x) 与 x 同号, 即
φ(x)x > 0 (x 6= 0).
令 V (x) = x2, 则 V (x) 沿着系统 (1) 的差分满

足: 对于固定的 x(k),

4V (x(k)) < 0 ⇔
− φ(x(k))− x(k) < u(k) < −φ(x(k)) + x(k)

对于 [−M0,M0] 内任意正常数 c, 当状态选为
x(k) = c 时, 使得4V (x(k)) < 0 的输入 u(k) 应该
属于如下区域

(−φ(c)− c,−φ(c) + c) (7)

当状态选为 x(k) = ρc 时 (这里 0 < ρ < 1 为比例
系数), 对应地使得 4V (x(k)) < 0 的输入 u(k) 应
该属于如下区域

(−φ(ρc)− ρc,−φ(ρc) + ρc) (8)

因此, 当状态 x(k) ∈ (ρc, c] 时, 希望控制输入
u(k) 保持常数, 则必须有上述两区间 (7) 和 (8) 能
够相交 (可参看图 1), 即

−φ(c) + c > −φ(ρc)− ρc ⇔ 1 + ρ

1− ρm
>
|φ(c)|

c
(9)

由于m ≥ 1, 因此 |φ(c)|/c = cm−1φ(1) 为 c 的

增函数, 所以, 只要式 (6) 成立, 则式 (9) 对任意的
正数 c 均成立.
类似, 当 φ(x) 与 x 同号时, 对于固定的 x(k) <

0, 也有上述结论. 略.
同理, 可证 φ(x) 与 x 异号的情形. 略. ¤
注 1. 当条件 (6) 成立时,

4V (x(k)) < 0, ∀x(k) ∈ [−M0,M0]

恒成立, 故 [−M0,M0]为闭环系统 (1), (4)和 (5)的
一个不变集.
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图 1 φ(x) 与 x 同号时, 控制输入在 x ∈ (ρc, c] 的图形

Fig. 1 The input for x ∈ (ρc, c] when φ(x)x > 0 (x 6= 0)

注 2. 图 1 显示了函数 φ(x) 与 x 同号时定理 1
的证明情形. 这里需要指出的是, 与线性系统不同的
是, 我们的控制输入不再是限定在从原点出发的两
条直线内, 而是限定在从原点出发的两条曲线内. 这
也就解释了为什么我们的量化器对状态的划分是对

数的, 但输入不再是对数的这一结论. 注意上面那条
曲线 −φ(x) + x, 当 x 从右侧趋于零时, 会在 x 轴的

上方, 但这不影响我们的结论.
下面讨论一般情形, 即 a 和 b 可任意选取的情

形.
定理 2. 当 a ∈ R, b ∈ R时,对于给定M0 > 0,

定义控制输入 UUU = {u0,±u1,±u2, · · · } 如下:

ui =
1

b





−(ρm)iφ(M0)− ρiM0, i = 1, 2, 3, · · ·
(ρm)−iφ(M0) + ρ−iM0, i = −1,−2,−3, · · ·
0, i = 0

(10)

其中, 0 < ρ < 1 为待定参数, 相应地, 定义量化函
数 q : [−M0,M0] −→ UUU 如下:

q(x) =

{
uisgn(x), |x| ∈ (ρiM0, ρ

i−1M0]
u0, x = 0

(11)

对于上述量化函数 (10) 和 (11) 设计的控制器
u(k) = q(x(k)), 当 ρ (0 < ρ < 1) 满足:

1 + ρ

1− ρm
> |a| |φ(M0)|

M0

(12)

时, 对于任意初始状态 x0 ∈ [−M0,M0], 闭环系统
(1), (10) 和 (11) 是渐近稳定的.
证明. 令 φ̃(x) = aφ(x), ũ(k) = bu(k), 则系统

(1) 可化为定理 1 中特殊情形:

x(k + 1) = φ̃(x) + ũ(k)

¤
特别地, 当 φ(x) = x 时, 系统 (1) 变为线性系

统, 相应地, 我们有如下结论. 考察如下线性系统

x(k + 1) = ax(k) + bu(k) (13)

其中, x(k) ∈ R 是一维状态, u(k) ∈ R 是单输

入, a ∈ R 和 b ∈ R 为已知常数. 不失一般性, 假定
|a| ≥ 1, 即开环系统 (13) 不稳定.
推论 1. 对于给定 M0 > 0, 定义控制输入

UUU = {u0,±u1,±u2, · · · } 如下:

ui =
1
b





−(a + 1)ρiM0, i = 1, 2, 3, · · ·
(a + 1)ρ−iM0, i = −1,−2,−3, · · ·
0, i = 0

(14)

其中, 0 < ρ < 1 为待定参数, 相应地, 定义量化函
数 q : [−M0,M0] −→ UUU 如下:

q(x) =

{
uisgn(x), |x| ∈ (ρiM0, ρ

i−1M0]
u0, x = 0

(15)

当 |a| ≥ 1 时, 由上述量化函数 (14) 和 (15) 设计的
控制器 u(k) = q(x(k)), 当 ρ (0 < ρ < 1) 满足:

1 + ρ

1− ρ
> |a|

(
⇔ ρ >

|a| − 1
|a|+ 1

)
(16)

时, 对于任意初始状态 x0 ∈ [−M0,M0], 闭环系统
(1), (14) 和 (15) 是渐近稳定的.

证明. 由定理 2 可直接得证. 略. ¤
注 3. 当 |a| < 1, 开环系统 (13) 是稳定的. 此

时, 令输入恒为零即可.
注 4. 推论 1 中关于量化参数 ρ 满足的条件

(16), 与 Elia 在文献 [1] 中关于一维线性系统的结论
是一致的.

注 5. 值得指出的是, 定理 1 和定理 2 以及推
论 1 中均有一个前提,

x0 = x(0) ∈ [−M0,M0]

这个假设其实是要求系统的初始状态要有界. 这里
需要注意的是这个初始状态的界可以任意选定, 因
此, 我们的结论是半全局的.
上述结果都是针对一维系统, 我们的结论也可

以应用到高维系统可解耦的系统. 特别地, 我们只给
出两维的情形, 其余情形类似, 故略去.

考察如下系统
{

x1(k + 1) = a1φ1(x1(k)) + b1u1(k)
x2(k + 1) = a2φ2(x2(k)) + b2u2(k)

(17)

其中, xi(k) ∈ R 是状态, ui(k) ∈ R 是单输入,
ai ∈ R和 bi ∈ R为已知常数,非线性函数 φi(xi(k))
满足问题描述中假设条件, 且分别为mi ≥ 1 次的齐
次函数 (i = 1, 2).
为了便于叙述, 这里令 xxx(k) = [x1(k) x2(k)].
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定理 3. 当 a ∈ R, b ∈ R时,对于给定M01 > 0
和M02 > 0, 定义控制输入

UUU =

{[
u

(1)
j

u
(2)
k

]
, j ∈ Z, k ∈ Z

}

如下

u
(1)
j =

1
b1





−(ρm1)ja1φ1(M01)− ρjM01, j ∈ Z+

(ρm1)−ja1φ1(M01) + ρ−jM01, j ∈ Z−

0, i = 0

u
(k)
k =

1
b2





−(ρm2)ka2φ2(M01)− ρkM02, k ∈ Z+

(ρm2)−ka2φ2(M02) + ρ−kM02, k ∈ Z−

0, i = 0

其中, 0 < ρ < 1 为待定参数, Z 为整数集, 相应地,
定义量化函数 q(xxx) = [q1(x1) q2(x2)] , 如下:

q1(x1) =

{
u

(1)
j sgn(x1), |x1| ∈ (ρjM01, ρ

j−1M01]
u

(1)
0 , x1 = 0

q2(x2) =

{
u

(2)
k sgn(x2), |x2| ∈ (ρkM02, ρ

k−1M02]
u

(2)
0 , x2 = 0

(j, k ∈ Z). 对于上述量化函数 (18)∼ (21) 设计的控
制器 u(k) = q(xxx(k)), 当参数 ρ (0 < ρ < 1) 满足:

1 + ρ

1− ρmax{m1,m2} > max
i=1,2

{
|ai| |φi(M0i)|

M0i

}

时, 对于任意初始状态 xxx0 ∈ [−M01,M01] ×
[−M02,M02], 闭环系统 (17)∼ (21) 是渐近稳定的.
证明. 由定理 2 知, 当

1 + ρ

1− ρmi
> |ai| |φi(M0i)|

M0i

, i = 1, 2

分别成立时, 对于上述量化函数 (18)∼ (21) 设计的
控制器 u(k) = q(xxx(k)), 闭环系统 (17)∼ (21) 对于
任意初始状态 xxx0 ∈ [−M01,M01] × [−M02,M02] 是
渐近稳定的.
易知,当 0 < ρ < 1且固定时, (1 + ρ)/(1− ρm)

为m 的减函数, 因此,

1 + ρ

1− ρmi
>

1 + ρ

1− ρmax{m1,m2}

显然, 当式 (22) 成立时, 式 (23) 成立. ¤
注 6. 值得指出的是, 定理 3 告诉我们, 当高阶

系统可以解耦时, 定理 2 中的非线性条件 (12) 对于
多个可解耦系统有公共的参数 ρ. 这个性质是很好
的, 可以很容易推广到三阶或更高阶的可解耦高阶
系统.

3 例子

考察如下系统

x(k + 1) = 0.02φ(x(k)) + u(k) (18)

这里 a = 0.02 和 b = 1 为已知常数, 非线性函数
φ(x) = x3. 这里取M0 = 10. 因此, 依据定理 2 可
计算的得到比例常数 ρ 需满足:

1 + ρ

1− ρ3
> 2 ⇒ ρ > 0.59

因此, 可取 ρ = 0.6.
图 2 显示了当初始条件 |x0| ≤ M0 时, 在定理

2 中设计的固定控制输入下的闭环系统 (24) 的状态
响应, 验证了我们结论的有效性. 图 3 和图 4 分别
显示了按照定理 2 设计的控制输入 u(k) 和中间变
量 i(k).

图 2 非线性系统的量化控制器下的闭环响应

Fig. 2 Response of the closed-loop nonlinear system with

the quantized controller

图 3 非线性系统的量化控制器下的输入

Fig. 3 Input of the closed-loop nonlinear system with the

quantized controller
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图 4 非线性系统的量化器的参数 i(k)

Fig. 4 Parameters i(k) of the quantizer for the nonlinear

system

4 结论

本文研究了一类非线性系统的量化反馈控制问

题, 针对一类特殊的非线性系统, 在初始状态有界的
假设下, 设计了可数个固定的控制输入这一控制方
式. 同时, 文中的数值例子验证了结论的有效性.
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