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CBMeMBer滤波器序贯蒙特卡罗实现新方法的研究

陈 辉 1, 2 韩崇昭 1

摘 要 为提升多伯努利滤波器序贯蒙特卡罗 (Sequential Monte Carlo, SMC) 实现中粒子采样的有效性, 提出一种 CB-

MeMBer 辅助粒子滤波 (Auxiliary particle filter, APF) 实现的新方法. 首先, 利用多伯努利后验概率密度选择适合于

CBMeMBer 滤波器的辅助变量去重新定义采样问题. 分别选择量测和先验密度分量作为辅助变量, 确保最终的状态粒子能够

集中在真实目标量测对应航迹的伯努利概率密度上进行采样, 以使粒子向似然函数的峰值区移动, 得到更为精确的多目标多

伯努利 (Multi-target multi-Bernoulli, MeMBer) 后验概率密度的估计. 同时, 文中深入研究并给出了在量测更新和漏检情况

下辅助变量以及多目标状态采样分布函数的设计, 并研究利用渐近更新 (Progressive correction, PC) 算法对先验密度分量的

量测更新进行迭代逼近计算, 以提高最终分布函数求解的准确度. 最后, 针对两个典型非线性多目标跟踪问题的应用验证了算

法的有效性.
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A New Sequential Monte Carlo Implementation of Cardinality Balanced

Multi-target Multi-Bernoulli Filter

CHEN Hui1, 2 HAN Chong-Zhao1

Abstract To improve the effectiveness of particle sampling in the sequential Monte Carlo (SMC) implementation of

the multi-Bernoulli filter, this paper proposes a new SMC implementation of the CBMeMBer filter using the so called

auxiliary particle filter (APF). First, according to the posterior multi-Bernoulli density, this paper redefines the sampling

problem by introducing some auxiliary random variables suited to the CBMeMBer filter. The measurement and the

prior density component are chosen accordingly as auxiliary variables. As a result, this method can sample particles

concentrating on the high likelihood state space and the Bernoulli probability density of track corrected by the actual

target measurement. Therefore, a more accurate posterior probability density of multi-target multi-Bernoulli (MeMBer)

can be obtained. Meanwhile, the sampling distribution functions of those auxiliary random variables and the multi-target

states are designed for the legacy tracks and the measurement-corrected tracks. Moreover, this paper corrects iteratively

the prior density component based on the progressive correction (PC) algorithm in order to improve the solving accuracy

of sampling distribution functions. Finally, simulation results show the effectiveness of the proposed approach as applied

to two typical nonlinear tracking problems.
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基于随机有限集 (Random finite set, RFS) 的
多目标跟踪算法是典型的联合决策与估计的方法,
它从集值估计的整体角度描述和解决多目标跟踪

问题, 提供了一种无需做关联决策解决多目标跟踪
问题的理论框架. 而众所周知的是, 数据关联问
题一直是传统多目标跟踪算法的难点, 它的存在
对一般问题求解所秉持的 “避难” 原则相矛盾, 既
在解决多目标跟踪这个难点问题的同时又引入了

一个更加棘手的关联决策问题. 利用 RFS 方法建
模多目标状态和观测, 使多目标跟踪问题可在贝叶
斯滤波框架下通过递推更新多目标状态的后验分

布得到解决, 即多目标贝叶斯滤波器 (Multi-target
Bayes filter, MTBF)[1]. 但是, 求解标准MTBF 必
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须考虑到由多目标状态联合概率分布的组合特性

和有限维多目标状态空间上的多重积分带来的复杂

性. Mahler 提出了概率假设密度 (Probability hy-
pothesis density, PHD) 滤波器[2]、势概率假设密

度 (Cardinalized PHD, CPHD) 滤波器[3−4], 由于
使基于 RFS 的多目标跟踪问题的求解大为简化而
广受关注. 此外, 近些年Mahler 又提出了多目标多
伯努利 (Multi-target multi-Bernoulli, MeMBer)[5]

滤波器, 不同于 PHD 和 CPHD 滤波器的强度 (In-
tensity) 递推估计, MeMBer 滤波器直接近似递推
了多目标状态的后验概率密度, 使得多目标跟踪问
题的求解及其状态的递推估计显得更为直观. Vo 等
为了修正 MeMBer 滤波器对势估计存在的偏差提
出了势均衡多目标多伯努利 (Cardinality balanced
MeMBer, CBMeMBer) 滤波器[6], 并给出了它的高
斯混合 (Gaussian mixture, GM) 实现和序贯蒙特
卡罗 (Sequential Monte Carlo, SMC) 实现[6]; 而近
几年, CBMeMBer 滤波器在特定应用问题的研究上
已取得了一些成果[7−13].

本文的重点和创新点是研究并给出一种 CB-
MeMBer 滤波器新的 SMC 实现方法, 求解问题的
思想源于一类被称之为辅助粒子滤波 (Auxiliary
particle filter, APF)[14−15] 的方法, 而这类方法的
重点就是根据所研究的闭式求解问题构造辅助变

量, 以及设计辅助变量的采样分布函数. 注意到, 已
经有一些文献研究了 PHD 滤波器的 APF 实现和
应用[16−18], 例如文献 [16] 基于 APF 实现了免聚类
PHD 滤波器以提取目标状态. 文献 [17] 依据势估
计精度的最大化给出了一种 APF-PHD 滤波器建
议分布的设计方法. 文献 [18] 则给出了一套完整的
APF-PHD 滤波器设计方案, 主要是最优建议分布
函数的设计, 并对它们基于空间点过程 (Point pro-
cess, PP) 理论给予了相关说明. 但是, 这些方法都
是为了提高粒子采样的有效性去准确逼近多目标状

态后验概率密度的一阶统计矩. 而 CBMeMBer 滤
波器不同于 PHD 滤波器, 它近似递推了多目标状
态的后验概率密度, 从近似条件和描述形式上有显
著的不同, 而传统 CBMeMBer 滤波器的 SMC 实现
其实是对各伯努利 RFS 的后验概率密度进行采样,
如何从后验多伯努利密度的整体出发去设计 APF,
将是本文方法的关键. 不同于一般的序贯重要性采
样 (Sequential importance sampling, SIS), 以及为
避免粒子退化[19−20] 而频繁采用的重采样 (Resam-
pling)[21] 策略, 本文将在一个更高维的空间研究引
入适合于 CBMeMBer 的辅助变量去重新定义采样
问题, 研究在多伯努利后验概率密度下如何构造各
辅助变量的采样分布, 研究如何利用近似方法对提
出的采样分布函数进行计算, 从而能够在非线性系
统的多目标状态递推估计的过程中保证粒子采样的

有效性. 最后将给出两个典型的非线性跟踪问题进

行仿真验证.

1 问题描述

1.1 多伯努利随机有限集

若 X 是状态空间 X 上的 (单) 伯努利 RFS, 它
可用单目标存在概率 r 和单目标状态分布 p 来联合
表示, 而X 的势分布是一个参数为 r 的伯努利分布.
若 ∅ 表示空集, 伯努利 RFS 的概率密度为[5]

π(X) =

{
1− r, X = ∅
r · p(xxx), X = {xxx} (1)

若 X 是状态空间 X 上的多伯努利 RFS, 它是
一个确定数目且相互独立的伯努利 RFS 的集合. 组
成 X 的第 i 个伯努利 RFS 表示为 X(i), 它的存在
概率为 r(i), 概率密度为 p(i), i = 1, · · · ,M 是伯努

利 RFS 的索引, 那么 X =
⋃M

i=1 X(i). 显然, 它的
势平均为

∑M

i=1 r(i). 则 X 的概率密度 π 可表示为

π(∅) =
∏M

j=1 (1− r(j)), 且

π({xxx1, · · · ,xxxn}) =

π(∅)
∑

1≤i1 6=···6=in≤M

n∏
j=1

r(ij)p(ij)(xxxj)
1− r(ij)

(2)

为描述方便, 可以将上述表达式简写为参数集表达
形式[5], 即 π={(r(i), p(i))}M

i=1.

1.2 CBMeMBer滤波器

Vo 等在文献 [6] 中通过理论和实验已论证
MeMBer 滤波器会产生明显的势偏差, 进而提出
了 CBMeMBer 滤波器, 以下给出它的递推公式.

1) 预测步
假设 k − 1 时刻后验多目标多伯努利密度表示

为

πk−1 = {(r(i)
k−1, p

(i)
k−1)}Mk−1

i=1 (3)

则预测的多目标密度也是一个多伯努利密度

πk|k−1 = {(r(i)

P,k|k−1, p
(i)

P,k|k−1)}Mk−1
i=1 ∪

{(r(i)
Γ,k, p

(i)
Γ,k)}MΓ,k

i=1 (4)

其中, {(r(i)
Γ,k, p

(i)
Γ,k)}MΓ,k

i=1 是 k 时刻新生多伯努利密
度. 而存活目标预测伯努利密度参数

r
(i)

P,k|k−1 = r
(i)
k−1

〈
p

(i)
k−1, pS,k

〉
(5)

p
(i)

P,k|k−1(xxx) =

〈
fk|k−1(xxx|·), p

(i)
k−1pS,k

〉
〈
p

(i)
k−1, pS,k

〉 (6)

fk|k−1(·|ζζζ) = k 时刻在先前状态为 ζζζ 条件下的单目
标状态转移密度, pS,k(ζζζ) = k 时刻在先前状态为 ζζζ
条件下的目标存活概率.
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2) 更新步
令 CBMeMBer 预测多目标多伯努利密度为

πk|k−1 = {(r(i)

k|k−1, p
(i)

k|k−1)}
Mk|k−1

i=1 (7)

那么后验多目标密度可用多伯努利密度近似如下:

πk ≈ {(r(i)
L,k, p

(i)
L,k)}Mk|k−1

i=1 ∪
{(rU,k(zzz), pU,k(xxx;zzz))}

z∈Zk
(8)

其中, Zk 是 k 时刻量测集, {(r(i)
L,k, p

(i)
L,k)}Mk|k−1

i=1 是继

承航迹 (漏检) 的多伯努利密度, 若检测概率表示为
pD,k(xxx), 有:

r
(i)
L,k = r

(i)

k|k−1

1−
〈
p

(i)

k|k−1, pD,k

〉

1− r
(i)

k|k−1

〈
p

(i)

k|k−1, pD,k

〉 (9)

p
(i)
L,k = p

(i)

k|k−1(xxx)
1− pD,k(xxx)

1−
〈
p

(i)

k|k−1, pD,k

〉 (10)

{(rU,k(zzz), pU,k(xxx;zzz))}
z∈Zk

是量测更新的多伯

努利密度, 有:

rU,k(zzz) =

Mk|k−1∑
i=1

r
(i)
k|k−1(1−r

(i)
k|k−1)〈p(i)

k|k−1,ψk,z〉
(1−r

(i)
k|k−1〈p(i)

k|k−1,pD,k〉)2

κk(zzz) +
Mk|k−1∑

i=1

r
(i)
k|k−1〈p(i)

k|k−1,ψk,z〉
1−r

(i)
k|k−1〈p(i)

k|k−1,pD,k〉
(11)

pU,k(xxx;zzz) =

Mk|k−1∑
i=1

r
(i)
k|k−1

1−r
(i)
k|k−1

p
(i)

k|k−1(xxx)ψk,z(xxx)

Mk|k−1∑
i=1

r
(i)
k|k−1

1−r
(i)
k|k−1

〈
p

(i)

k|k−1, ψk,z

〉 (12)

ψk,z(xxx) = gk(zzz|xxx)pD,k(xxx) (13)

1.3 SMC-CBMeMBer滤波器的实现问题

传统 SMC-CBMeMBer 滤波器的实现过程简
述如下.
对于式 (3),假设 k−1时刻概率密度 p

(i)
k−1(xxx) =

∑L
(i)
k−1

j=1 w
(i,j)
k−1δ

xxx
(i,j)
k−1

(xxx), δ(xxx) 是关于状态 xxx 的狄拉克

δ 函数. 将它代入式 (5), 得到目标存在概率的预测

r
(i)

P,k|k−1 = r
(i)
k−1

L
(i)
k−1∑

j=1

w
(i,j)
k−1pS,k(xxx

(i,j)
k−1) (14)

依据建议分布 q
(i)
k (xxxk|xxxk−1, Zk) 采样存活目标

状态 xxx
(i,j)

P,k|k−1, 那么预测概率密度

p
(i)

P,k|k−1 ≈
L

(i)
k−1∑

j=1

w̃
(i,j)

P,k|k−1δxxx
(i,j)
P,k|k−1

(xxx) (15)

其中

w̃
(i,j)

P,k|k−1 =
w

(i,j)

P,k|k−1

∑L
(i)
k−1

j=1 w
(i,j)

P,k|k−1

(16)

w
(i,j)

P,k|k−1 =
w

(i,j)
k−1fk|k−1(xxx

(i,j)

P,k|k−1|xxx(i,j)
k−1)pS,k(xxx

(i,j)
k−1)

q
(i)
k (xxx(i,j)

P,k|k−1|xxx(i,j)
k−1 , Zk)

(17)

通过建议分布 b
(i)
k (xxxk|Zk) 采样得到新生目标状

态粒子 xxx
(i,j)
Γ,k (j = 1, · · · , L

(i)
Γ,k), 则新生概率密度可

表示为

p
(i)
Γ,k(xxx) ≈

L
(i)
Γ,k∑

j=1

w̃
(i,j)
Γ,k δ

xxx
(i,j)
Γ,k

(xxx) (18)

其中

w
(i,j)
Γ,k =

p
(i)
Γ,k(xxx

(i,j)
Γ,k )

b
(i)
k (xxx(i,j)

Γ,k |Zk)
(19)

w̃
(i,j)
Γ,k =

w
(i,j)
Γ,k

∑L
(i)
Γ,k

j=1 w
(i,j)
Γ,k

(20)

通过前述的重要性采样 (Importance sam-
pling, IS), 每一个 p

(i)

k|k−1 由一组加权粒子表示为

p
(i)

k|k−1(xxx) =
∑L

(i)
k|k−1

j=1 w
(i,j)

k|k−1δxxx
(i,j)
k|k−1

(xxx), 则对应量测

更新伯努利 RFS (航迹) 的密度函数 pU,k(·;zzz) 可用
加权粒子集 {w(i,j)

U,k (zzz),xxx(i,j)

k|k−1} 近似表达, 其更新权
重

w
(i,j)
U,k (zzz) =

w
(i,j)

k|k−1

r
(i)
k|k−1

1−r
(i)
k|k−1

ψk,z(xxx
(i,j)

k|k−1)

Mk|k−1∑
i=1

L
(i)
k|k−1∑
j=1

w
(i,j)

k|k−1

r
(i)
k|k−1

1−r
(i)
k|k−1

ψk,z(xxx
(i,j)

k|k−1)

(21)

继承航迹 (漏检) 的概率密度 p
(i)
L,k 也可用加权粒子

集 {w(i,j)
L,k ,xxx

(i,j)

k|k−1} 近似表达, 其权重

w
(i,j)
L,k =

w
(i,j)

k|k−1(1− pD,k(xxx
(i,j)

k|k−1))
L

(i)
k|k−1∑
j=1

w
(i,j)

k|k−1(1− pD,k(xxx
(i,j)

k|k−1))

(22)

而存在概率 r
(i)
L,k 和 rU,k(zzz) 将由 p

(i)

k|k−1 的离散表达

代入式 (9) 和 (11) 直接计算可得, 不再罗列.
可以看出, 量测更新后的权重 w

(i,j)
U,k (zzz) 依赖于

ψk,z(xxx
(i,j)

k|k−1) = pD(xxx(i,j)

k|k−1)g(zzz|xxx(i,j)

k|k−1), 如果粒子没
有在那些具有高似然值的状态空间采样的话, 那么
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目标的伯努利后验密度的计算值将不会精确, 影响
对应目标状态估计的性能. 文中需要研究一种采样
方法, 使得粒子采样能够在具有高似然值的状态空
间上进行.

2 CBMeMBer 辅助粒子滤波实现方法的

研究

2.1 采样流程推导与辅助变量选择

在含有杂波的多目标跟踪环境中, 传统的 SIS
方法难以有效地在真实目标量测信息下的实际状态

空间进行采样. 以下研究基于 CBMeMBer 滤波器
的后验密度选择辅助变量, 同时研究辅助变量和目
标状态的采样分布函数的设计. 先来建立多目标多
伯努利后验密度和先验密度之间的关系, 具体有以
下推导.

πk−1={(r(i)
k−1, p

(i)
k−1)}Mk−1

i=1 是 k − 1 时刻后验多
目标多伯努利密度, 若概率密度 p

(i)
k−1(xxx) 可由加

权粒子集表达为 p
(i)
k−1(xxx) =

∑L
(i)
k−1

j=1 w
(i,j)
k−1δ

xxx
(i,j)
k−1

(xxx),
则存活多目标多伯努利预测概率密度可以表示为

{(r(i)

P,k|k−1, p
(i)

P,k|k−1)}Mk−1
i=1 , r

(i)

P,k|k−1 由式 (14) 计算,
而

p
(i)

P,k|k−1 =
L

(i)
k−1∑

j=1

w
(i,j)

P,k|k−1f
(i,j)

P,k|k−1(xxx) (23)

其中, 预测密度 f
(i,j)

P,k|k−1(xxx) 和权值 w
(i,j)

P,k|k−1 分别为

f
(i,j)

P,k|k−1(xxx) = fk|k−1(xxxk|xxx(i,j)
k−1) (24)

w
(i,j)

P,k|k−1 =
w

(i,j)
k−1pS,k(xxx

(i,j)
k−1)

L
(i)
k−1∑

j=1

w
(i,j)
k−1pS,k(xxx

(i,j)
k−1)

(25)

k 时刻新生多伯努利密度为 {(r(i)
Γ,k, p

(i)
Γ,k)}MΓ,k

i=1 , 若

p
(i)
Γ,k(xxx) =

L
(i)
Γ,k∑

j=1

w
(i,j)
Γ,k f

(i,j)
Γ,k (xxx) (26)

其中,
∑L

(i)
Γ,k

j=1 w
(i,j)
Γ,k = 1, f

(i,j)
Γ,k (xxx) 为第 j 个新生密度.

预 测 多 伯 努 利 密 度 πk|k−1 =
{(r(i)

k|k−1, p
(i)

k|k−1)}
Mk|k−1

i=1 , p
(i)

k|k−1 可由式 (23) 和
(26) 联合表示为

p
(i)

k|k−1 =

L
(i)
k|k−1∑
i=1

w̃
(i,j)

k|k−1f̃
(i,j)

k|k−1(xxx) (27)

假设检测概率独立于状态, 即 pD,k(xxx) = pD,k,
则 k 时刻 CBMeMBer 滤波器的后验多目标多伯努

利密度

πk ≈ {(r(i)
k , p

(i)
k )}Mk

i=1 = {(r(i)
L,k, p

(i)
L,k)}Mk|k−1

i=1 ∪
{(rU,k(zzz), pU,k(x;zzz))}z∈Zk

(28)

其中, Mk = Mk|k−1 + |Zk|, 而各变量的表达式为

r
(i)
L,k = r

(i)

k|k−1

1− pD,k

1− pD,kr
(i)

k|k−1

(29)

p
(i)
L,k =

L
(i)
k|k−1∑
j=1

w̃
(i,j)

k|k−1f̃
(i,j)

k|k−1(xxx) (30)

rU,k(zzz) =

Mk|k−1∑
i=1

r
(i)
k|k−1(1−r

(i)
k|k−1)Φ

(i)
k (zzz)

(1−pD,kr
(i)
k|k−1)

2

κk(zzz) +
Mk|k−1∑

i=1

r
(i)
k|k−1Φ

(i)
k (zzz)

1−pD,kr
(i)
k|k−1

(31)

pU,k(xxx;zzz) =
Mk|k−1∑

i=1

L
(i)
k|k−1∑
j=1

w̃
(i,j)
U,k (zzz,xxx)f̃ (i,j)

k|k−1(xxx) (32)

其中

w̃
(i,j)
U,k (zzz,xxx) = w̃

(i,j)

k|k−1M
i(r)

ψk,z(xxx)
D(zzz)

(33)

D(zzz) =
Mk|k−1∑

i=1

M i(r)Φ(i)
k (zzz) (34)

Φ(i)
k (zzz) =

〈
p

(i)

k|k−1, ψk,z

〉
(35)

M i(r) =
r
(i)

k|k−1

1− r
(i)

k|k−1

(36)

多伯努利 RFS 是相互独立的伯努利 RFS 的集
合, 而 rU,k(zzz) 是量测 zzz 的函数, 代表对应量测 zzz 的
伯努利 RFS (航迹) 的存在概率. 则可以选取量测
zzz 作为辅助变量, 利用存在概率 rU,k(zzz) 构建采样分
布 q(zzz). 将 zzz 作为辅助变量的目的是让采样过程集
中于那些真实目标量测所对应伯努利 RFS (航迹)
的密度 pU,k(xxx;zzz). 注意到式 (32), pU,k(xxx;zzz) 表达
式是累加形式, 所以它可以用加权粒子集来近似表
示. 同时, pU,k(xxx;zzz) 是状态 xxx、量测 zzz 以及先验密度

f̃
(i,j)

k|k−1(xxx) 的函数, (i, j) 是先验密度分量的索引. 所
以, 另外选用 (i, j) 作为辅助变量, 选取对应似然较
大的那些先验密度, 以提高粒子采样的有效性和连
续性. 为后面辅助变量表示形式上的简洁, 定义分量
索引变量:

ni,j := (i, j), i ∈ {1, · · · ,Mk|k−1},
j ∈ {1, · · · , L

(i)

k|k−1} (37)
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若选定了索引 ni,j, 即选定了先验密度
f̃

(i,j)

k|k−1(xxx). 所以, 在选取了量测 zzz 的条件下, 完成
粒子最终采样的关键在于设计采样分布 q(ni,j|zzz) 和
q(xxx|zzz, ni,j). 设计总的采样粒子数为Lk = Ls×rm,k,
Ls 为每个目标应采样粒子的平均个数, rm.k 是 k 时
刻的多伯努利 RFS 的势均值, 有:

rm.k =
Mk∑
i=1

r
(i)
k =

Mk|k−1∑
i=1

r
(i)
L,k+

∑
zzz∈Z

rU,k(zzz) (38)

最终采样过程为: 依次采样 Lk 个粒子

{zzz(l), n
(l)
i,j,xxx

(l)
k }Lk

l=1. 对于第 l 个新采样粒子, 1 ≤
l ≤ Lk, 依据后面提出的采样分布 q(zzz), 首先随机选
取一个 zzz(l). 若选定了 zzz(l) ∈ Zk, 可按照 pU,k(xxx,zzz)
设计密度分量的采样分布 q(ni,j|zzz); 若 zzz(l) ∈ ∅, 则
根据 r

(i)
L,k 和 p

(i)
L,k 设计采样分布 q(ni,j|zzz). 然后, 由

分布 q(ni,j|zzz) 采样一个密度分量 n
(l)
i,j. 最后, 依据

q(xxx|zzz, ni,j) 完成新粒子状态的最终采样 xxx
(l)
k . 每一

步的采样都按以上连续进行, 第 l次采样可以简单表
示为 (zzz(l), n

(l)
i,j,xxx

(l)) ∼ q(zzz)× q(ni,j|zzz)× q(xxx|ni,j, zzz).
具体采样流程可参照第 2.2 节 7) 算法程序的伪码.

2.2 辅助变量和多目标状态的采样分布函数

1) 量测 zzz 采样的分布
根据前面的分析, rU,k(zzz) 代表量测 zzz 所对应的

伯努利 RFS (航迹) 的存在概率, 设计量测采样的分
布函数为

q(zzz) =





1− pD,k, zzz ∈ ∅
pD,k

rU,k(zzz)∑
z∈Zk

rU,k(zzz)
, zzz ∈ Zk

(39)

rU,k(zzz) 计 算 取 决 于 积 分 Φ(i)
k (zzz) =〈

p
(i)

k|k−1, ψk,z

〉
, 文中将在后续内容给出 Φ(i)

k (zzz)
的求解.

2) 先验密度分量 ni,j 选取的分布

量测 zzz 选取完毕后, 若 zzz ∈ Zk, 即选定了
zzz 对应的伯努利 RFS (航迹), 它的后验概率密度
为 {(rU,k(zzz), pU,k(xxx;zzz))}, 可利用 SMC 方法对密度
pU,k(xxx;zzz) 进行近似. 且有粒子权重

wk(ni,j,xxx|zzz) =
w̃

(i,j)
U,k (zzz,xxx)f̃ (i,j)

k|k−1(xxx)

q(ni,j,xxx|zzz)
(40)

其中, q(ni,j,xxx|zzz) = q(ni,j|zzz) × q(xxx|zzz, ni,j), 而最优
建议分布

qopt(ni,j,xxx|zzz) ∝ w̃
(i,j)
U,k (zzz,xxx)f̃ (i,j)

k|k−1(xxx) (41)

注意到, w̃
(i,j)
U,k (zzz,xxx) 的值和似然函数 gk(zzz|xxx) 相

关. qopt(ni,j,xxx|zzz) 很难精确求取, 以下研究给出该分

布的近似. 注意到, qopt(ni,j,xxx|zzz) 依赖于以下两个
表达式

p̃(i,j)(xxx|zzz) ∝ gk(zzz|xxx)f̃ (i,j)

k|k−1(xxx) (42)

p̃(i,j)(zzz) =
∫

gk(zzz|xxx)f̃ (i,j)

k|k−1(xxx)dxxx (43)

以上两式通常只能求取近似解. 如果先验概率
密度 f̃

(i,j)

k|k−1(xxx) 和似然 gk(zzz|xxx) 在空间分布上能够很
好地重叠, 那么利用线性化方法 (例如 n 阶 Taylor
展开) 或 UT (Unscented transformation) 算法的
处理会带来较为精确的求解, 但反之亦然. 为确
保近似计算对概率密度的适应性, 本文利用渐近更
新 (Progressive correction, PC) 算法[22−23] 求解式

(42) 和 (43). PC 方法的讨论见本节第 6) 部分. 注
意到 pU,k(xxx;zzz) 的表达式, 可定义

q̃(i,j)(zzz) = pD,kw̃
(i,j)

k|k−1M
i(r)p̃(i,j)(zzz), zzz ∈ Zk

(44)

则设计先验分量 ni,j 的采样分布为

q(ni,j|zzz) =
q̃(i,j)(zzz)

∆q

(45)

其中, ∆q 是该分布的归一化常数.
而当 zzz ∈ ∅, 即采样到空量测 (漏检), 则先选

择先验伯努利 RFS (航迹) 索引 i, 再随机选择该
RFS 概率密度 p

(i)
L,k 采样粒子集中的第 j 个粒子, 即

q(ni,j|zzz) = q(i|zzz)q(j|i, zzz), 对应采样分布

q(i|zzz) =
r
(i)
L,k∑

i

r
(i)
L,k

(46)

q(j|i, zzz) = w̃
(i,j)

k|k−1 (47)

3) 状态的采样
辅助变量 zzz 的采样得到最有可能的真实目标量

测, 而分量 ni,j 的采样则选取了采样量测条件下所

对应的最有效的先验密度. 所以选择状态采样的分
布是

q(xxx|zzz, ni,j) =

{
f̃

(i,j)

k|k−1(xxx), zzz = ∅
p̃(i,j)(xxx|zzz), zzz = Zk

(48)

4) 粒子权重的计算
根据提出的各辅助变量和目标状态的采样分布,

第 l 次采样选取得到 {z(l), n
(l)
i,j, x

(l)
k }, 其权重可由下
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式进行计算.

w
(l)
k (ni,j,xxx|zzz) =




1
Lk

, zzz(l) = ∅
∆q

LkD(zzz)
g(zzz(l)|xxx(l)

k )f̃
(n

(l)
i,j

)

k|k−1 (xxx
(l)
k )

p̃
(n

(l)
i,j

)
(zzz(l))p̃

(n
(l)
i,j

)
(xxx

(l)
k |zzz(l))

, zzz(l) = Zk

(49)

显然, 上式中 p̃(n
(l)
i,j)(zzz(l)) 和 p̃(n

(l)
i,j)(xxx(l)

k |zzz(l)) 足
够精确的话, w

(l)
k ≈ 1/Lk.

在进行完所有 Lk 次采样后, 需要将同属一个航
迹的粒子集进行归类, 并进行权重的归一化操作, 对
于式 (28) 中的状态分布 p

(i)
k , 它的粒子集中第 j 个

粒子的权重 w
(i,j)
k ∈ {w(l)

k , l = 1, · · · , Lk}, 对它进行
归一化操作得到最终的权重, 即

w̃
(i,j)
k =

w
(i,j)
k

L
(i)
k∑

j=1

w
(i,j)
k

(50)

其中, L
(i)
k 是全部 Lk 次采样后, 由密度 p

(i)
k 采样得

到的粒子总个数.
5) 积分项 Φ(i)

k (zzz) 的求取
采样之前需要首先计算积分项 Φ(i)

k (zzz), 那么

Φ(i)
k (zzz) = pD,k

∫
gk(zzz|xxx)p(i)

k|k−1(xxx)dxxx ≈

pD,k

L
(i)
k|k−1∑
j=1

w̃
(i,j)

k|k−1p̃
(i,j)(zzz)

(51)

6) 渐近更新算法
一般情况下, 先验密度的分布要比似然函数的

分布更加宽泛[23], 这给更新过程的精确求解带来困
难, 当似然函数集中在状态空间上很窄的范围段内,
就很难充分涵盖先验粒子所预测的状态密度的分布.
PC 算法的本质是将量测更新步分解成几个子更新
步, 以逐步逼近得到更加精确的量测更新结果 (或后
验概率密度), 用以控制先验密度分量更新的计算误
差, 即提高式 (42) 和 (43) 的计算准确性, 为文中设
计的采样分布的求解提供基础. 以下给出 PC 算法
的一般流程:
对于更一般性的求解问题, 定义如下两个求解

式 (注: f0(xxx) 可指代 f̃
(i,j)

k|k−1(xxx)):

p(zzz) =
∫

g(zzz|xxx)f0(xxx)dxxx (52)

f(xxx) ∝ g(zzz|xxx)f0(xxx) (53)

其中, f0(xxx) 代表先验概率密度, g(zzz|xxx) 是似然函数.
PC 方法需要定义 m 个更新因子 λ1, · · · , λm, 每个

因子 0 < λi ≤ 1, 且
∑m

i=1 λi = 1, 定义

fi(xxx) = g(zzz|xxx)Σi
f0(xxx)
pi(zzz)

(54)

pi(zzz) =
∫

g(zzz|xxx)Σif0(xxx)dxxx (55)

其中, Σi =
∑i

j=1 λj.
pi(zzz) 可进行递推计算, 具体为

pi(zzz) =
∫

g(zzz|xxx)λig(zzz|xxx)Σi−1f0(xxx)dxxx =
pi−1(zzz)

∫
g(zzz|xxx)λifi−1(xxx)dxxx

(56)

逐次递推, 并有 p0(zzz) = 1, 所以有下式成立.

p(zzz) = pm(zzz) =
m∏

i=1

νi(zzz) (57)

νi(zzz) =
∫

g(zzz|xxx)λifi−1(xxx)dxxx (58)

而 fi(·) 具有递推关系
fi(xxx) ∝ g(zzz|xxx)λifi−1(xxx), i = 1, · · · ,m (59)

此时, 可以利用线性化方法或 UT 算法来近似计算
式 (58) 和 (59). 而迭代初始值 i = 1 时,

f1(xxx) ∝ g(zzz|xxx)λ1f0(xxx) (60)

显然, 在子更新的初始阶段, g(zzz|xxx)λi 的分布会

拓展的更加宽泛, 得到和先验密度更多的重叠. 越到
后面的子更新似然会越窄越集中, 更新结果也会越
精确. 从上面的计算步骤可以看到, PC 方法是一种
对先验密度进行量测更新的迭代逼近计算, 每一步
迭代计算将更加逼近真实的后验概率密度.

7) 算法程序的伪码

CBMeMBer辅助粒子滤波的伪码
输入. {r(i)

k−1, p
(i)
k−1}

Mk−1
i=1 , 传感器位置 xxxobs, 量测集 Zk,

p
(i)
k−1(xxx) =

L
(i)
k−1∑

j=1

w
(i,j)
k−1 δ

xxx
(i,j)
k−1

(xxx), i = 1, · · · , Mk−1;

步骤 1. 预测和新生

for i = 1 : Mk−1

for j = 1 : L
(i)
k−1

式 (14) 得 r
(i)

P,k|k−1, 式 (24) 和 (25) 得 f
(i,j)

P,k|k−1 和

w
(i,j)

P,k|k−1;

end

end

给定新生多伯努利密度为 {(r(i)
Γ,k, p

(i)
Γ,k)}MΓ,k

i=1 , p
(i)
Γ,k 为

p
(i)
Γ,k(xxx) =

∑L
(i)
Γ,k

j=1 w
(i,j)
Γ,k f

(i,j)
Γ,k (xxx);

步骤 2. 辅助变量分布函数的计算

Mk|k−1 = Mk−1 + MΓ,k;

预测密度 p
(i)

P,k|k−1 和新生密度 p
(i)
Γ,k 可联合表示为 p

(i)

k|k−1;

p
(i)

k|k−1 =

L
(i)
k|k−1∑
i=1

w̃
(i,j)

k|k−1f̃
(i,j)

k|k−1(xxx);
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for i = 1 : Mk|k−1

Φ
(i)
k (zzz) = 0, 由式 (29) 计算 r

(i)
L,k;

for j = 1 : L
(i)

k|k−1

for m = 1 : length(Zk)

基于 PC 算法计算 p̃(i,j)(xxx|zzz) 和 p̃(i,j)(zzz);

q̃(i,j)(zzz) = pD,kw̃
(i,j)

k|k−1M
i(r)p̃(i,j)(zzz);

Φ
(i)
k (zzz) = Φ

(i)
k (zzz) + pD,k

∑L
(i)
k|k−1

j=1 w̃
(i,j)

k|k−1p̃
(i,j)(zzz);

end

end

end

for m = 1 : length(Zk)

由式 (31) 计算 rU,k(zzz);

end

由式 (39) 计算量测采样分布 q(zzz);

由式 (45)∼ (47) 计算先验密度分量的采样函数 q(ni,j |zzz)

步骤 3. 粒子采样

rm.k =
Mk∑
i=1

r
(i)
k =

Mk|k−1∑
i=1

r
(i)
L,k+

∑
zzz∈Z

rU,k(zzz)

采样总粒子数 Lk = Ls × rm,k;

for l = 1 : Lk

量测采样 zzz
(l)
k ∼ q(zzz);

先验密度分量采样 (nij)
(l)
k ∼ q(ni,j |zzz);

由式 (48) 进行状态采样 x
(l)
k ∼ q(xxx|zzz, ni,j);

由式 (49) 进行权重计算 w
(l)
k (ni,j ,xxx|zzz);

end

步骤 4. 粒子归类和权重归一化

将同属一个伯努利 RFS 的粒子集进行归类;

由式 (50) 进行权重归一化 w̃
(i,j)
k = w

(i,j)
k /

∑L
(i)
k

j=1 w
(i,j)
k ;

目标个数 tar num est = 0;

for i = 1 : Mk

if r
(i)
k < 航迹删除阈值

删除第 i 个航迹;

end

记录新航迹数目M∗
k ;

if r
(i)
k > 0.5

tar num est = tar num est + 1;

粒子加权求目标状态 Xest(:, tar num est);

end

end

输出. 多目标状态 Xest, 多伯努利密度 {r(i)
k , p

(i)
k }M∗

k
i=1,

p
(i)
k (xxx) =

∑L
(i)
k

j=1 w
(i,j)
k δ

xxx
(i,j)
k

(xxx).

3 仿真验证

考虑不同的 SMC-CBMeMBer 方法, 对比传
统的自举滤波 (Bootstrap filter, BF) 实现[6] 和本

文提出的辅助粒子滤波 (Proposed APF) 实现的
性能. 为减少粒子退化对传统 BF 滤波器性能的
影响, BF 在仿真的每一个处理周期都进行重采样
(Resampling), 而本文的 APF 不进行该操作. 两种
SMC 方法的单目标粒子采样平均数 Ls = 500. 对
于 APF 实现中的 PC 算法, 渐近更新因子以对数尺
度均匀分布, 取 15 步, λ15/λ1 = 104. 以下给出两种
典型的非线性跟踪问题仿真应用的例子, 一种是距
离方位跟踪 (Range-bearing tracking, RBT), 一种

是纯方位跟踪 (Bearings-only tracking, BOT). 仿
真硬软件环境为: Matlab R2010a, Windows 7 SP1
64 bit, Intel Core i5 4570 CPU 3.20 GHz, RAM
4.00GB.
另外, 本文采用 OSPA (Optimal subpattern

assignment) 距离[24] 评估多目标跟踪的性能. 先
给出 OSPA 的定义: 设多目标状态的真值集合为
X = {xxx1, · · · ,xxxm}, 相应的状态估计集合 X̂ =
{x̂xx1, · · · , x̂xxn}, 若m ≤ n, 则 OSPA 距离为

d̄(c)
p (X, X̂) =
(

1
n
(min
π∈Πn

m∑
i=1

d(c)(xxxi, x̂xxπ(i))
p + cp(n−m))

) 1
p

(61)

其中, d̄(c)(xxx, x̂xx) := min(c, ‖xxx− x̂xx‖), ∏
k 表示所有

{1, · · ·, k} 的排列构成的集合, 距离阶次 p ≥ 1,
截断系数 c > 0. 如果 m > n, 则 d̄(c)

p (X, X̂) =
d̄(c)

p (X̂, X).
假设传感器的观测区域为半径 R = 2 000m 的

圆形区域, 在观测域内伴随着目标的新生和消亡, 对
应着可变的目标数目 (势), 且最大目标数为 N = 8.
状态取二维笛卡尔坐标系下 x 方向和 y 方向的位置
和速度, 状态向量表示为 xxxk = [xk, yk, ẋk, ẏk]T. 目
标轨迹均为近常速模型 (Nearly constant velocity
model, NCVM), 其状态转移密度

f(xxxk|xxxk−1) = N(xxxk;Fkxxxk−1, Qk) (62)

其中

Fk =

[
1 T

0 1

]
⊗ I2, Qk = σv

2




T 4

4
T 3

2
T 3

2
T 2


⊗ I2

(63)

其中, ⊗ 是 Kronecker 积, In 代表 n× n 的单位阵,
σv = 5 m/s2.
实际的目标轨迹如图 1 所示. 目标的新

生过程是一个多伯努利 RFS, 可表示为 πΓ =
{(r(i)

Γ , p
(i)
Γ )}8

i=1, 其中新生存在概率 r
(i)
Γ = 0.01, 概

率密度 p
(i)
Γ = f

(i)
Γ,k = N(x;m(i)

γ , Pγ), m(1)
γ = [350,

500, 0, 0]T, m(2)
γ = [−750, −750, 0, 0]T, m(3)

γ =
[−1 200, −100, 0, 0]T, m(4)

γ = [100, −500, 0, 0]T,
m(5)

γ = [1 200, −1 200, 0, 0]T, m(6)
γ = [500, 1 000,

0, 0]T, m(7)
γ = [−500, 1 500, 0, 0]T, m(8)

γ = [−1 600,
500, 0, 0]T, Pγ = diag{[50, 50, 25, 25]T}2.
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图 1 实际目标的轨迹

Fig. 1 Actual target trajectories

3.1 仿真 1

考虑距离方位跟踪 (RBT), 传感器位于极坐标
原点. 仿真中量测模型为

zzzk =

[ √
x2

k + y2
k

tan−1( yk

xk
)

]
+ εεεk (64)

量测噪声 εεεk ∼ N(·, 0, Rk), Rk = diag{[σ2
r , σ

2
θ ]

T},
σθ = (π/180) rad, σr = 5 m. 量测采样周期 T =
1 s, 总共采样 50 次. 杂波是一个泊松 RFS, 且在
观测区域 [0, 2π] × [0, 2 000 m] 内均匀分布, 每周期
的杂波平均数为 20 个, 对应杂波密度 λc = 1.59 ×
10−3(rad ·m)−1. 目标的存活概率为 pS,k = 0.98, 检
测概率 pD,k = 0.95. 选取截断系数 c = 50 m, 距离
阶次 p = 1. 两种算法在单次跟踪中的位置估计如图
2 和图 3 所示.

图 2 传统 SMC-CBMeMBer 滤波器的目标跟踪效果

Fig. 2 Target tracking with the traditional

SMC-CBMeMBer filter

图 3 本文算法的目标跟踪效果

Fig. 3 Target tracking with the proposed filter

运行 200 次 Monte Carlo (MC) 仿真, 两种算
法的目标位置估计的 OSPA 距离均值如图 4 所示,
目标个数估计的均值、误差的绝对值和标准差如图

5 所示.

图 4 多目标位置估计 OSPA 的比较

Fig. 4 Tracking performance comparison for position

OSPA

1) 仿真分析: 虽然两种算法都有比较精确的目
标跟踪效果 (图 2 和图 3), 但若仔细观察, 图 3 中的
跟踪效果还是要相对好一点. 图 2 的跟踪甚至有虚
假目标的存在, 而它的实际目标跟踪也有丢失. 从图
4 来看, 本文算法的整体跟踪的 OSPA 距离评价要
优于传统算法. 因为 OSPA 能够联合评测多目标状
态和势估计的综合性能, 所以也充分说明了在相同
的采样规模下, 本文算法相对于传统算法具备更有
效的采样粒子. 从图 5 来看, 相对传统算法本文算法
在整体上有更为精确的目标个数估计 (图 5 (b) 是势
估计误差的绝对值), 且目标个数估计的稳定性得到
明显加强. 文中算法由于采用了量测和先验密度分
量作为辅助变量, 使状态能够集中对在那些真实目
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标量测所对应的伯努利 RFS 的概率密度进行采样,
粒子将向似然函数的峰值区移动, 采样的有效性得
到显著增强.

图 5 目标个数估计的比较

Fig. 5 Tracking performances of target number

estimations

分别在不同的粒子采样规模下进行 MC 仿真,
Ls 是单目标粒子采样的平均数. OSPA 均值和程
序单步执行时间的均值统计罗列在表 1 中. 理论上
讲, APF 这类算法从更高维空间上计算采样必然会
带来一定的计算复杂度. 但是从表 1 的 OSPA 均值
可以清晰看到, 在较低粒子采样规模的时候, APF-
CBMeMBer 已经体现了优越的估计性能, 相对传统
算法具有显著的优势. 这源于算法中将总体的采样
粒子 (Lk = Ls ×

∑Mk

i=1 r
(i)
k ) 都集中于采样在那些真

实目标量测和有效先验密度分量条件下的目标状态,
所以 APF 的性能提升是不难理解的. 从表 1 的程
序单步执行时间的均值也可以看到, 就仿真实验中
所给出的不同粒子采样规模 Ls, 传统算法要达到和
APF-CBMeMBer 相当的估计性能, 要花费更多计
算时间和数倍的粒子采样规模. 所以, 本文算法为了
精度提升所带来的计算开销是值得的.

3.2 仿真 2

纯方位跟踪 (BOT) 仅有角度量测, 它本质上的
高度非线性和测量信息的不完备导致非线性滤波器

跟踪效果不佳. 若表示 xxxobs = [xs, ys]T 为传感器位
置 (不一定位于坐标原点), 假设其精确可测量.

表 1 不同采样规模下的性能比较

Table 1 Tracking performance versus sampling size

Ls 100 300 500 1 000 1 500

BF
OSPA (m) 32.43 23.64 20.53 17.42 17.04

时间 (s) 0.41 1.78 3.05 7.31 11.31

APF
OSPA(m) 17.18 16.41 16.26 16.18 16.12

时间 (s) 1.27 4.19 7.23 18.78 33.70

BOT 的测量方程

zzzk = tan−1

(
yk − ys,k

xk − xs,k

)
+ vk (65)

其中, vk ∼ N(0, σθ
2). σθ = (π/180) rad. 量测采

样周期 T = 1 s, 同样采样 50 次. 杂波是一个泊松
RFS,且在 [0, 2π]内均匀分布,采样周期内的杂波平
均数为 20 个, 对应的杂波密度 λc = 3.18 rad−1. 目
标的存活概率为 pS,k = 0.98, 检测概率 pD,k = 0.95.
因为纯方位跟踪普遍呈发散趋势, 其跟踪效果较差,
所以 OSPA 距离参数选取截断系数 c = 1 000 m, 距
离阶次 p =1. 为保证跟踪过程中目标状态的可观
性, 如图 6 所示, 传感器以恒速率运动并经历多个航
向的变化产生机动. 两种算法在单次跟踪中的位置
估计如图 7 和图 8 所示.

图 6 传感器轨迹

Fig. 6 Sensor trajectory

运行 200 次Monte Carlo 仿真, 两种算法的目
标位置估计的 OSPA 距离均值如图 9 所示, 目标个
数估计的均值、误差的绝对值和标准差如图 10 所
示.
由于 BOT 量测信息的不完备, 图 7 和图 8 中

从目标实际的纯方位跟踪效果上来看, 相对于 RBT
跟踪, 两种滤波器目标跟踪效果显著降低, 两种算法
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图 7 传统 SMC-CBMeMBer 滤波器的 BOT 跟踪效果

Fig. 7 Bearings-only tracking with the traditional

SMC-CBMeMBer filter

图 8 本文算法的 BOT 跟踪效果

Fig. 8 Bearings-only tracking with the proposed filter

图 9 多目标位置估计 OSPA 的比较

Fig. 9 Tracking performance comparison for position

OSPA

图 10 目标个数估计的比较

Fig. 10 Tracking performances of target number

estimations

都不同程度的出现跟踪发散的现象, 这也反映了
BOT 跟踪不稳定的一些基本特质, 而不同目标的发
散很大程度取决于在跟踪过程中它们和传感器之间

的几何关系. 但是, 图 8 中的本文算法对不同目标的
单次跟踪效果还是要好于图 7 的传统算法. 而图 9
也表明, 文中算法的整体跟踪性能还是要优于传统
算法, 而随着时间的推移, 所提算法也能在一定程度
上抑制 BOT的发散,这也再次证明了所提算法提升
了粒子采样的有效性. 从图 10 来看, 两种算法的势
估计都存在一定的过估计问题, 这可能源于在单一
角度量测的情况下, 杂波或其他目标角量测更容易
和实际目标的角量测交织而被确认成一个存在概率

r 很高的伯努利过程. 然而, 本文算法仍旧在目标个
数的整体估计效果上要优于传统算法, 目标个数估
计的稳定性也得到一定的加强.
基于对算法所耗费的运行时间和相应的 OSPA

距离评价, 依然可以得到和仿真 1 相似的结论, 相比
提出算法在精度上的提升, 所带来的计算开销是值
得的.

4 结论与展望

文中提出了一种 CBMeMBer 辅助粒子滤波实
现的新方法. 文中详细分析并研究了辅助变量的选
择、辅助变量分布函数的推导、设计及其具体的求

解方法. 通过两种典型的非线性跟踪问题的仿真应
用, 所提算法的有效性得到充分验证. 本文算法能
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够在目标真实量测所对应的状态空间上进行更为

有效的采样, 算法的整体性能得到提升. 就后续工
作来讲, 自然可较为方便地给出基于本文所提方法
的 CBMeMBer 核粒子滤波 (Kernel particle filter,
KPF) 实现. 同时, 可开展利用类似本文提出方法
对多扩展目标 (Extended targets, ET) 跟踪进行研
究. 最后, 本文算法还可向多传感器多目标跟踪方法
的研究进行扩展, 拓展算法的应用范围.
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