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具有Markov跳变参数的闭环供应链系统切换控制

李庆奎 1 李 梅 1 贾新春 1

摘 要 研究具有Markov 跳变参数的闭环供应链 (Closed-loop supply chain, CLSC) 切换系统建模以及具有抑制牛鞭效应

的H∞ 控制问题. 针对再制造过程中的不确定性问题, 在考虑库存衰减因素的条件下, 根据库存水平的不同状态将系统建模为

切换系统, 子系统间的切换服从于一个Markov 过程. 基于输入滞后的控制策略, 应用Markov 切换思想对系统进行控制器设

计与性能分析, 在保证闭环供应链系统稳定的情形下有效抑制牛鞭效应. 仿真例子说明所得结果的有效性.
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Switching Control of Closed-loop Supply Chain Systems with

Markovian Jumping Parameters
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Abstract This paper deals with the problem of H∞ control for closed-loop supply chain (CLSC) systems with Markovian

jumping parameters. Four subsystems are established in view of the influence of the two kinds of deteriorate rates

corresponding to manufacture stock level and recycling stock level, respectively. Then, a switched CLSC system is built

with Markovian jumping parameters when considering the different state transmission probabilities which decide the

switching rule among the subsystems. With this switching model, a delayed input control strategy is adopted, and

sufficient conditions are given such that the stability as well as the H∞ performance can be guaranteed for the CLSC

system. A numerical example is given to illustrate the proposed methods.
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随着生产力的发展, 消费者对服务要求的提高
以及环境保护意识的增强, 供应链系统从单一的前
向供应链结构发展为包含逆向物流的闭环供应链

(Closed-loop supply chain, CLSC) 结构. 逆向物
流关注于从消费者处回收产品并通过直接再利用、

再制造、修理、解体拆用等方式恢复商品的价值. 该
领域研究可以追溯到上世纪 90 年代. 如 Amezquita
等[1] 分析了汽车离合器的再制造, Robot[2] 编辑了
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基于工业再制造的综合报告. 最近, 有效的闭环供应
链管理问题越来越受到重视, 涌现出许多相关研究
结果. 如 Savaskan 等[3] 考虑了三种分散式具有产品

再制造的供应链模型, 并鉴别出对初始设备制造商
最有效的结构模型. Hong 等[4] 研究了闭环供应链

的有效渠道设计, 并得出第三方回收模型不是最有
效的回收方式. Kiesmüller[5] 研究了单一产品的恢

复系统, 并通过成本优化决定生产率、再制造率和废
弃率. 通过应用 Pontryagin 最大值原理[6], Kleber
等[7] 研究了优化生产、再制造和废弃策略的线性模

型. 此外, 一些专刊聚焦于逆向物流与闭环供应链研
究领域, 如 Guide 等编辑的针对闭环供应链的两部
特刊 (第 1 部分[8] 和第 2 部分[9]). 就闭环供应链生
产 –库存控制系统而言, 已有相关结果见诸报道. 比
如, 文献 [10] 应用优化控制策略研究了闭环供应链
再制造系统的动态容量规划; 文献 [11] 将博弈论思
想应用于研究闭环供应链系统的网络均衡问题; 应
用模糊逻辑思想和对策理论, 文献 [12−13] 研究了
闭环供应链产品回收策略的制定. 近年来以库存控
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制连接制造和再制造系统研究引起了广泛的关注.
El-Sayed 等[14] 提出在前向物流网络和逆向物流网

络之间建立一个关联市场来用旧产品换取新产品;
Dobos[15] 找到最佳库存策略在逆向物流系统的特殊

结构, 并应用 Pontryagin 最大值原理[16] 获取最优

的充分必要条件. 值得注意的是, 现有关于闭环供应
链系统的结果主要针对静态环境, 基于动态模型的
供应链分析与控制虽已取得一定进展[16−21], 而对于
复杂动态闭环供应链的研究尚有不足. 显而易见, 静
态模型并不足以刻画闭环供应链系统所具有的动态

特点, 例如需求波动、生产提前期、销售预测等. 就
闭环供应链生产 –库存控制系统而言, 由于系统的
复杂性, 需要将其建模为一类混杂系统模型以刻画
其复杂的系统动态行为. 事实上, 切换系统作为一种
重要的混杂系统, 可用于建模一类由连续 (或离散)
的系统和一条决定子系统之间如何切换的规则所构

成的系统. 由于具有重要的理论研究价值和工程应
用背景, 该类系统在近年来受到广泛关注, 如文献
[22−23]. 在生产实际中, 具有 Markov 跳变参数的
切换系统可以认为是描述闭环供应链系统的恰当模

型. 例如生产 –库存系统[16]、制造工业的随机误差

过程[24] 等. 然而, 就作者所知, 鲜有将闭环供应链
系统的生产 –库存模型建模为具有 Markov 跳变参
数的切换系统. 这也是本文研究的主要动机之一.

众所周知, 动态供应链系统是一类有着不同层
级的混杂系统, 如在电厂发电系统中, 煤炭的供应及
二次利用, 决定其为煤炭供应的一个顶层; 同时, 根
据负载的不同 (由用户需求决定) 自动调整锅炉阀
门开度以调整发电量又决定了其为电力供应的底层,
具有典型的混杂系统特性. 不同于传统的控制系统,
动态供应链系统的分析与控制是一个崭新的研究课

题, 面临诸多困难和挑战. 如何分析和控制这类复杂
系统, 成为近年来研究的热点, 如, Rodrigues 等采
用 Just-in-time (JIT) 策略并利用 H∞ 控制理论研
究了切换生产系统的控制问题[16]; 分散线性二次最
优控制方案在文献 [25] 中用以研究水利灌溉中的供
水问题; 在文献 [26] 中, 混杂模型预测方法用于生
产 –订单系统的优化控制研究等. 值得注意的是, 不
同层级子系统的动态行为差异在已有结果中并没有

被充分考虑. 就闭环供应链系统而言, 生产和回收再
制造的控制信号不必采用产品库存状态信息的实时

反馈, 采用间歇性的滞后信息往往更具现实意义, 这
也正是本文研究的另一个主要动机.
另一方面, 在供应链研究领域, 体现需求波动

放大现象的牛鞭效应, 因其反映了供应链总体运作
绩效和效率, 是动态供应链分析最为主要的性能指
标[27−32]. 闭环供应链通过库存水平生成生产控制量
和回收再制造控制量 uuu(k), 抑制系统不确定需求的

扰动 ω(k), 从而使系统运作成本 yyy(k) 取得理想的最
小值. 这种抑制水平可以通过

‖yyy‖2

‖ω‖2

≤ γ (1)

来刻画, γ 越小, 系统的性能越好, 其中, ‖ · ‖2 表示

变量的 l2 范数. 不难看出, 式 (1) 正是刻画 H∞ 控
制中干扰抑制水平满足 l2 增益的条件, 其本质上反
映了系统对牛鞭效应的抑制程度. 自然地, 对供应链
系统抑制牛鞭效应的研究, 可以纳入到鲁棒 H∞ 控
制的研究框架之中. 应用鲁棒 H∞ 控制方法研究闭
环供应链的不确定性问题具有重要的理论意义和广

泛的应用前景.
本文以基于再制造的闭环供应链生产 –库存系

统为研究对象, 针对回收再制造过程中的不确定性,
在考虑库存衰减因素的条件下, 根据不同的库存水
平状态确定相应的子系统, 并根据子系统间服从一
类 Markov 跳变的切换信号[33−35], 将闭环供应链
系统建模为具有 Markov 跳变参数的切换系统. 由
于决定生产和回收再制造的控制信号不必采用产

品库存状态信息的实时反馈, 一种基于输入滞后的
控制策略应用于闭环供应链系统的分析与控制. 同
时应用鲁棒 H∞ 控制方法以 LMI (Linear matrix
inequality) 形式给出了保证系统稳定且具有抑制牛
鞭效应的 H∞ 性能的充分条件. 数值例子验证了所
采取方法的有效性.

1 闭环供应链切换系统数学模型建立

考虑基于再制造的闭环供应链系统控制问题.
其结构如图 1 所示. 该模型假定有一个制造商生
产一种商品来满足市场需求, 同时从市场上回收
该种商品用于再制造. 经过再制造的商品其质量标
准达到和新的一样程度, 与新产品是可替换的. 本
文主要从库存管理角度考虑, 制造与再制造的商品
存储于可用商品仓库, 从市场回收的已使用商品存
储于回收商品仓库. 令 x1(k) ∈ R, x2(k) ∈ R 分
别表示可用商品仓库和回收商品仓库的库存水平,
u1(k) ∈ R, u2(k) ∈ R 分别表示在时刻 k 制造设备

的制造率和废旧商品的回收率.
系统模型基于以下假设:
假设 1. 回收产品的数量由制造商决定, 也就是

说, 市场有足够数量的产品满足回收的需求, 且制造
商仅需回收它所需的数量.
假设 2. 市场需求率为 d(k), 它包含一个已知的

成分常值 d̄ 和一个未知的成分 ω(k) ∈ l2, 也就是

d(k) = d̄ + ω(k)

假设 3. 回收产品的处理方式只有两种: 再
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制造和废弃. 令 α (0 ≤ α ≤ 1) 表示再制造率,
β (0 ≤ β ≤ 1) 表示废弃率, α 和 β 都是不确定参

数, 且满足 0 < α + β ≤ 1.
假设 4. 储存在仓库中的产品价值会随着时间

的推移而减少. 令 ρ1 和 ρ2 分别表示可用商品仓库

和回收商品仓库的衰减率.

图 1 闭环供应链结构示意图

Fig. 1 The structure of CLSC

本文所考虑的闭环供应链系统将以库存水平作

为状态变量.
首先, 对于可用商品仓库, 当 0 < x1(k) < c1

时, 系统可以由下式给出:

x1(k + 1)=(1−ρ1)x1(k)+αx2(k)+u1(k)−d(k)
(2)

其中, c1 为可用商品仓库的最大容量值.
注意到, 当 x1(k) ≤ 0 时, 这意味着仓库中没有

商品可用于满足订单需求, 也就导致了缺货现象. 此
时的生产 –库存模型可以描述为

x1(k + 1) = x1(k) + αx2(k) + u1(k)− d(k) (3)

类似地, 对于回收商品库存, 令 c2 为回收商品

仓库的最大容量. 当 0 < x2(k) < c2 时, 系统可描
述为

x2(k + 1) = (1− ρ2)x2(k)−
αx2(k)− βx2(k) + u2(k) (4)

而当 x2(k) ≤ 0 时, 此时系统可表示如下:

x2(k + 1) = x2(k) + u2(k) (5)

此外, 令

yyy(k) = Cxxx(k) (6)

其中, xxx(k) = [xT
1 (k) xT

2 (k)]T, C 为适当维数成本参

数矩阵. 文中假设 CTC 可逆, 且记 (CTC)−1 := `.
为了建立闭环供应链生产 –库存切换系统模型,

考虑式 (2) 和 (4) 的情况, 可以得到如下闭环供应链

模型:




xxx(k + 1) = (A1 + ∆A1)xxx(k) + B1uuu(k)+
bbb + B2ω(k)

yyy(k) = Cxxx(k)
(7)

其中

A1 =

[
1− ρ1 0

0 1− ρ2

]
, bbb =

[
−d̄

0

]

∆A1 =

[
0 α

0 −α− β

]
, B1 =

[
1 0
0 1

]

uuu(k) =

[
u1(k)
u2(k)

]
, B2 =

[
−1 0
0 0

]

考虑式 (2) 和 (5) 的情况, 此时闭环供应链模型如
下:




xxx(k + 1) = (A2 + ∆A2)xxx(k) + B1uuu(k)+
bbb + B2ω(k)

yyy(k) = Cxxx(k)
(8)

其中

A2 =

[
1− ρ1 0

0 1

]
, ∆A2 =

[
0 α

0 0

]

类似地, 结合式 (3) 和 (4) 的情况, 可得到如下闭环
供应链系统:




xxx(k + 1) = (A3 + ∆A3)xxx(k) + B1uuu(k)+
bbb + B2ω(k)

yyy(k) = Cxxx(k)
(9)

其中

A3 =

[
1 0
0 1− ρ2

]
, ∆A3 =

[
0 α

0 −α− β

]

最后, 考虑式 (3) 和 (5) 的情况, 闭环供应链系统可
由下给出:





xxx(k + 1) = (A4 + ∆A4)xxx(k) + B1uuu(k)+
bbb + B2ω(k)

yyy(k) = Cxxx(k)
(10)

其中

A4 =

[
1 0
0 1

]
, ∆A4 =

[
0 α

0 0

]
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令 {σ(k), k ≥ 0} 为状态空间 S = {1, 2, 3, 4}
中的一个 Markov 链, 且状态转移概率矩阵为
P = [pij](i,j)∈S , {σ(k), k ≥ 0} 的转移概率满足:

P[σ(k + 1) = j|σ(k) = i] = pij, ∀i, j ∈ S (11)

并且, pij ≥ 0,
∑4

j=1 pij = 1.
假设 4 个子系统间的切换由 Markov 过程

{σ(k), k ≥ 0} 决定, 闭环供应链系统可以改写为
如下切换控制系统:




xxx(k + 1) = (Aσ(k) + ∆Aσ(k))xxx(k) + B1uuu(k)+
bbb + B2ω(k)

yyy(k) = Cxxx(k)
(12)

其中, ∆Ai 是由再制造率和废弃率所确定的系数矩

阵. 根据鲁棒控制思想, 我们将其处理成不确定矩阵
并假设其满足:

∆Ai = HiFiEi (13)

其中, Fi ∈ R2×2 是未知矩阵且满足 FT
i Fi ≤ I, I 为

适维单位矩阵, Hi 和 Ei 是已知适维实矩阵.
注 1. 条件 (13) 是鲁棒控制中处理范数不确定

的通常假设. 在本文中, 我们借助鲁棒控制思想来
处理含有再制造和废弃不确定的闭环供应链系统的

H∞ 控制问题, 不难验证, 条件 (13) 易于满足. 事实
上, 对于 i = 1, 3,

∆Ai =

[
0 α

0 −α− β

]

对 ∆Ai 可作如下分解:

∆Ai = α

[
0 1
0 0

]
+ (α + β)

[
0 0
0 −1

]
=

α

[
1
0

] [
0 1

]
+(α + β)

[
0
1

] [
0 −1

]

分别注意分解式中的列向量与行向量, 取

Hi =

[
1 0
0 1

]
, Ei =

[
0 1
0 −1

]

Fi =

[
α 0
0 α + β

]

则有 ∆Ai = HiFiEi, 且由假设 3 知, FT
i Fi ≤ I.

在闭环供应链系统中, 决定产品生产率与回收
再制造率的控制输入取决于产品的库存状态. 如前
所述, 由于供应链是一类有着不同层次和等级的混

杂系统, 传统的实时控制方案在大多数情形下并不
适用, 而将产品库存信息按一定时间间隔反馈给生
产系统往往更具现实意义. 据此思想, 在生产与回收
系统的执行器前端设置缓冲设备, 通过对产品库存
状态量测信息的时间戳进行计算, 进而将控制信号
每隔一段时间发送给执行器. 在此机制下, 设计如下
基于输入滞后的状态反馈控制率

uuu(k) = b̂bb + Kσ(k)xxx(k − τσ(k)), k = 1, 2, 3, · · ·
(14)

其中, τσ(k) 为控制信号存在缓冲器中的阶跃时滞且

τ̄ = max{τσ(k)}, τ = min{τσ(k)}, b̂bb = [ d̄ 0 ]T.
因此, 闭环供应链切换系统可以描述为





xxx(k + 1) = (Aσ(k) + ∆Aσ(k))xxx(k)+
B1Kσ(k)xxx(k − τσ(k)) + B2ω(k)

yyy(k) = Cxxx(k)
(15)

系统 (15) 的初始条件给定如下:

xxx(θ) = φφφ(θ) = xxx0, σ(0) = 0, θ = −τ, · · ·, 0 (16)

注 2. 控制器设计包含常向量 b̂bb, 此为用户需求
中恒定需求部分, 将用户需求分解为恒定需求和不
确定需求, 便于利用 H∞ 理论对系统进行分析和设
计.
我们的目标是在闭环供应链切换时滞系统数学

模型基础上, 设计鲁棒 H∞ 控制器, 使具有再制造
与废弃的闭环供应链系统在满足 H∞ 性能条件下稳
定.

2 稳定性分析与控制器设计

在这一部分, 我们将给出具有 Markov 跳变参
数的闭环供应链系统均方指数稳定的充分条件, 并
给出基于输入滞后的状态反馈控制器设计方法.
下述引理将有助于主要结果的证明.
引理 1[36]. 给定适维矩阵 G = GT,H, E 对于

所有满足 FTF ≤ I 的矩阵 F , 使得:

G + HFE + ETFTHT < 0

则存在标量 ε > 0, 有:

G + εHHT + ε−1ETE < 0

首先, 我们考虑系统 (15) 的标称系统, 即
∆Aσ(k) ≡ 0 情况下系统的稳定性与鲁棒 H∞ 性



12期 李庆奎等: 具有Markov 跳变参数的闭环供应链系统切换控制 2085

能. 标称系统模型为




xxx(k + 1) = Aσ(k)xxx(k) + B1Kσ(k)xxx(k − τσ(k))+
B2ω(k)

yyy(k) = Cxxx(k)
(17)

我们首先引入如下两个定义.
定义 1[37]. 若对于任意初始条件 (xxx0, 0), 如果

存在常数 α 与 λ 使得:

E{‖xxx(k)‖2} ≤ αe−λk sup
−τ̄<θ≤0

E‖φφφ(θ)‖2, k = 1, 2, · · ·

成立, 则系统 (15) 被称为均方指数稳定的.
定义 2[37]. 对于任意干扰 ω(t) ∈ l2, 系统 (15)

被称为均方指数稳定的并具有干扰抑制水平 γ, 若系
统 (15) 均方指数稳定且满足 ‖zzz(k)‖2 ≤ γ‖ω(k)‖2,
其中 ‖zzz(k)‖2 = [

∑∞
k=0 E[zT

k zk]]
1
2 .

我们有以下主要结果.
定理 1. 具有Markov 跳变参数 {σ(k), k ≥ 0}

且状态转移概率矩阵满足条件 (11) 的闭环供应链
系统 (17) 是均方指数稳定的且具有干扰抑制水平
γ, 若对于给定正常数 λ, 存在一组对称正定矩阵
Pi (i ∈ S) 及 Q, 使得以下优化问题可解:

min γ

s. t. Θi
0 :=




L0 AT
i GiB1Ki AT

i GiB2

∗ KT
i BT

1GiB1Ki−e−λτiQ KT
i BT

1 GiB2

∗ ∗ BT
2GiB2−e−λγ2I


 <0

(18)

其中

L0 = AT
i GiAi − e−λPi + δQ + e−λCTC

Gi =
4∑

j=1

pijPj, δ = 1 + (1− p)(τ̄ − τ)

Q̄ = (1− p
¯
)Q, p = min{pii} i, j ∈ S

证明. 我们首先考虑系统在 ω ≡ 0 时的情况.
根据 Schur 补引理, 由条件 (18) 可得:

Θi
1 :=

[
L1 AT

i GiB1Ki

∗ KT
i BT

1 GiB1Ki − e−λτiQ

]
< 0

(19)

其中, L1 = AT
i GiAi − e−λPi + δQ.

构造如下 Lyapunov-Krasovskii 泛函

Vσ(xxxk, k) = V1(xxxk, k) + V2(xxxk, k) + V3(xxxk, k)
(20)

其中

V1(xxxk, k) = xxxT(k)Pσ(k)xxx(k)

V2(xxxk, k) =
k−1∑

l=k−τσ(k)

xxxT(l)e−λ(k−l−1)Qxxx(l)

V3(xxxk, k) =
−τ+1∑

θ=−τ̄+2

k−1∑
l=k+θ−1

xxxT(l)e−λ(k−l−1)Q̄xxx(l)

为了书写简便, 以下采用 Ai,∆Ai, Pi, Fi, Ei,Ki

表示在模态 σ(k) = i 时的矩阵 Aσ(k), ∆Aσ(k),
Pσ(k), Fσ(k), Eσ(k), Kσ(k), Fn = {xxx(0), · · · ,xxx(n)},
∀n ≥ 0.
考虑 Markov 性, 根据条件期望的计算容易得

到:

E{V1(k + 1)|Fk} − e−λV1(k) =

xxxT(k)(AT
i GiAi − e−λPi)xxx(k)+

2xxxT(k)AT
i GiB1Kixxx(k − τi)+

xxx(k − τi)TKT
i BT

1 GiB1Kixxx(k − τi) (21)

E{V2(k + 1)|Fk} − e−λV2(k) =

pii

[
k∑

l=k−τi+1

e−λ(k−l)−
k−1∑

l=k−τi

e−λ(k−l)

]
xxxT(l)Qxxx(l)+

∑
j 6=i

pij




k∑
l=k−τj+1

−
k−1∑

l=k−τi


xxxT(l)e−λ(k−l)Qxxx(l) =

pii

[
xxxT(k)Qxxx(k)− e−λτixxxT(k − τi)Qxxx(k − τi)

]
+

∑
j 6=i

pij




k−1∑
l=k−τj+1

−
k−1∑

l=k−τi+1


xxxT(l)e−λ(k−l)Qxxx(l)+

∑
j 6=i

pijxxx
T(k)Qxxx(k)−

∑
j 6=i

e−λτixxxT(k − τi)Qxxx(k − τi) =

xxxT(k)Qxxx(k)−e−λτixxxT(k − τi)Qxxx(k − τi)+

∑
j 6=i

pij




k−1∑
l=k−τj+1

−
k−1∑

l=k−τi+1


xxxT(l)e−λ(k−l)Qxxx(l)

(22)

注意到
∑

j 6=i pij = 1 − pii ≤ 1 − p, 式 (22) 进一步
可得:

E{V2(k + 1)|Fk} − e−λV2(k) =

xxxT(k)Qxxx(k)− e−λτixxxT(k − τi)Qxxx(k − τi)+
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∑
j 6=i

pij




k−τ∑
l=k−τj+1

+
k−1∑

l=k−τ+1

−
k−1∑

l=k−τi+1


xxxT(l)e−λ(k−l)Qxxx(l) ≤

xxxT(k)Qxxx(k)− e−λτixxxT(k − τi)Qxxx(k − τi)+

∑
j 6=i

pij

k−τ∑
l=k−τj+1

xxxT(l)e−λ(k−l)Qxxx(l) ≤

xxxT(k)Qxxx(k)− e−λτixxxT(k − τi)Qxxx(k − τi)+

(1− p)
k−τ∑

l=k−τ̄+1

xxxT(l)e−λ(k−l)Qxxx(l) (23)

E{V3(k + 1)|Fk} − e−λV3(k) =
−τ+1∑

θ=−τ̄+2

[
k∑

l=k+θ

−
k−1∑

l=k+θ−1

]
xxxT(l)e−λ(k−l)Q̄xxx(l) =

(τ̄ − τ)xxxT(k)Q̄xxx(k)−
k−τ∑

l=k−τ̄+1

xxxT(l)e−λ(k−l)Q̄xxx(l)

(24)

联立式 (21), (23) 与 (24) 可得:

E{V (k + 1)|Fk} − e−λV (k) ≤
xxxT(k)(AT

i GiAi − e−λPi)xxx(k)+

2xxxT(k)AT
i GiB1Kixxx(k − τi)+

xxxT(k − τi)KT
i BT

1 GiB1Kixxx(k − τi)+

xxxT(k)Qxxx(k)− e−λτixxxT(k − τi)Qxxx(k − τi)+

(1− p)(τ̄ − τ)xxxT(k)Qxxx(k) =

ξξξT
1 (k)Θi

1ξξξ1(k) (25)

其中, ξξξ1(k) = [xxxT(k) xxxT(k − τi)]T.
因此, 我们有:

E{V (xxxk+1, k + 1)|Fk} − e−λV (xxxk, k) ≤
− λmin(−Θi

1)ξξξ
T
1 (k)ξξξ1(k) ≤ −βxxxT(k)xxx(k) (26)

其中, λmin(−Θi
1) 表示 −Θi

1 的最小特征值, 且当
σ(k) ∈ S 时, β = inf{λmin(−Θi

1)}. 对任意 K ≥ 1,
有:

E{V (xxxK+1,K + 1)} − e−λkE{V (xxx0, 0)} =

− β

K∑
k=0

E[xxxT(k)xxx(k)]

进而由

K∑
k=0

E[xxxT(k)xxx(k)] ≤

1
β

[e−λkE{V (xxx0, 0)} − E{V (xxxK+1,K + 1)}] ≤
1
β

e−λkE{V (xxx0, 0)} (27)

可得
∑∞

k=0 E[xxxT(k)xxx(k)] ≤ 1
β
e−λkE{V (xxx0, 0)}. 因

此, 当 ω = 0 系统 (17) 均方指数稳定.
下面证明在零初始条件下, 当 ω 6= 0 时, 系统满

足 yyyT(k)yyy(k) ≤ γ2ωT(k)ω(k). 定义如下性能指标:

J =E

[
N∑

k=0

e−λ[yyyT(k)yyy(k)−γ2ωT(k)ω(k)]|xxx0, σ(0)

]

(28)

由零初始条件得, V (xxx(0))=0, V (xxx(N+1))≥0, 则:

J =E
[ N∑

k=0

e−λ[yyyT(k)yyy(k)−γ2ωT(k)ω(k)−V (xxx(k))+

V (xxx(k + 1))] + V (xxx(0))− V (xxx(N + 1))
]
≤

N∑
k=0

{e−λyyyT(k)yyy(k)− e−λγ2ωT(k)ω(k)+

E[V (xxx(k + 1))− e−λV (xxx(k))]} =
N∑

k=0

[e−λxxxT(k)CTCxxx(k)− e−λγ2ωT(k)ω(k)+

xxxT(k)(AT
i GiAi − e−λPi + δQ)xxx(k)+

2xxxT(k)AT
i GiB1Kixxx(k − τi)+

xxxT(k−τi)(KT
i BT

1 GiB1Ki−e−λτiQ)xxx(k−τi)+

2xxxT(k)AT
i GiB2ω(k)+

2xxxT(k − τi)KT
i BT

1 GiB2ω(k)+

ωT(k)BT
2 GiB2ω(k)] =

N∑
k=0

[ξξξT
2 (k)Θi

0ξξξ2(k)] (29)

其中, ξξξ2(k) = [xxxT(k) xxxT(k − τi) ωT(k)]T, 所以由

式 (18) 可知 J < 0. ¤
注 3. 定理 1 中的条件 (18) 并非线性矩阵

不等式, 因为其含有控制增益阵 Ki 和 Lyapunov-
Krasovskii 泛函矩阵乘积的交叉项. 因此, 定理 1 只
是理论上的系统均方指数稳定结果, 并不具有现实
操作意义, 只有通过适当的矩阵变换将式 (18) 变为
线性矩阵不等式才可求出控制器增益.
在定理 1 基础上, 我们给出下面的定理.
定理 2. 具有 Markov 跳变参数 {σ(k), k ≥ 0}

且状态转移概率矩阵满足条件 (11) 的闭环供应链
系统 (17) 是均方指数稳定的且具有干扰抑制水平
γ, 若存在一组对称正定矩阵 Xi > 0, Yi > 0 (i ∈
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S), U > 0, 以及正常数 λ, 使得以下优化问题 (30)
可解.
此时控制器可设计为Ki = YiU

−1, 其中

Wi = (
√

pi1I
√

pi2I
√

pi3I
√

pi4I)

X = diag{X1, X2, X3, X4}
证明. 注意到式 (18) 中的 Gi = WiPWT

i , 其中
P = diag{P1, P2, P3, P4}, 则 Θi

0 可以改写为

Θi
0 =




L2 0 0

∗ −e−λτiQ 0

∗ ∗ −e−λγ2I


 +




AT
i Wi

KT
i BT

1 Wi

BT
2 Wi


P

[
WT

i Ai WT
i B1Ki WT

i B2

]

其中, L2 = e−λ(CTC − Pi) + δQ.
由 Schur 补引理可得:

Θi
0 =




L2 0 0 AT
i Wi

∗ −e−λτiQ 0 KT
i BT

1 Wi

∗ ∗ −e−λγ2I BT
2 Wi

∗ ∗ ∗ −P−1




< 0

(31)

令 Xi = P−1
i , U = Q−1. 用 diag{Xi, U, I, I} 对式

(31) 做合同变换得:



XiL2Xi 0 0 XiA
T
i Wi

∗ −e−λτiU 0 UKT
i BT

1 Wi

∗ ∗ −e−λγ2I BT
2 Wi

∗ ∗ ∗ −X




<0

(32)

再次利用 Schur 补引理, 有式 (33).
在式 (33) 中令 Yi = KiU 便得式 (30) 的左侧,

进而有 Θi
0 < 0. 根据定理 1, 则系统 (17) 在均方意

义下指数稳定且具有 H∞ 性能. ¤
下面我们考虑由回收再制造率所带来的系统

不确定性, 根据鲁棒控制思想研究闭环供应链系统
(15) 的分析与设计.
定理 3. 具有 Markov 跳变参数 {σ(k), k ≥ 0}

且状态转移概率矩阵满足条件 (11) 的闭环供应链系
统 (15) 是均方指数稳定的且具有干扰抑制水平 γ,
若存在一组对称正定矩阵 Xi > 0, Yi > 0,Wi, U , 以
及标量 εi > 0 (i ∈ S), 使得以下优化问题 (34) 可
解.
此时控制器可设计为 Ki = YiU

−1, 其中 L4 =
−X + εiW

T
i HiH

T
i Wi.

证明. 令 Āi = Ai + ∆Ai. 则由定理 2 可得式
(35).

min γ s.t. Θi
2 :=




−e−λXi 0 0 XiA
T
i Wi Xi Xi

∗ −e−λτiU 0 Y T
i BT

1 Wi 0 0

∗ ∗ −e−λγ2I BT
2 Wi 0 0

∗ ∗ ∗ −X 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ −eλ` 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −1

δ
U




< 0 (30)




−e−λXi 0 0 XiA
T
i Wi Xi Xi

∗ −e−λτiU 0 UKT
i BT

1 Wi 0 0

∗ ∗ −e−λγ2I BT
2 Wi 0 0

∗ ∗ ∗ −X 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ −eλ` 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −1

δ
U




< 0 (33)

min γ s.t. Θi
3 :=




−e−λXi 0 0 XiA
T
i Wi Xi Xi XiE

T
i

∗ −e−λτiU 0 Y T
i BT

1 Wi 0 0 0

∗ ∗ −e−λγ2I BT
2 Wi 0 0 0

∗ ∗ ∗ L4 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ −1

δ
U 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −eλ` 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −εiI




< 0 (34)
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注意到

Θ̄i
2 = Θi

2 +




0 0 0 Xi∆AT
i Wi 0 0

∗ 0 0 0 0 0

∗ ∗ 0 0 0 0

∗ ∗ ∗ 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ 0




=

Θi
2 +




0

0

0

WT
i Hi

0

0




Fi

[
EiXi 0 0 0 0 0

]
+




XiE
T
i

0

0

0

0

0




FT
i

[
0 0 0 HT

i Wi 0 0
]

(36)

根据引理 1, 考虑由再制造率和废弃率所带来的
适当的系统不确定性, 我们有:

Θi
2 + εi




0

0

0

WT
i Hi

0

0




[
0 0 0 HT

i Wi 0 0
]
+

ε−1
i




XiE
T
i

0

0

0

0

0




[
EiXi 0 0 0 0 0

]
< 0 (37)

其中, εi > 0, i ∈ S. 亦即式 (38).
由 Schur 补引理可得式 (34). ¤
注 4. 通过优化方法求出的干扰抑制水平 γ, 根

据 H∞ 控制理论和抑制牛鞭效应之间的关系, 闭环
供应链系统的鲁棒 H∞ 控制器能有效抑制牛鞭效
应.

3 仿真例子

这一部分将结合国内某钢铁企业从事废钢回收

的历史资料[38], 给出闭环供应链系统实例, 并应用
Matlab 仿真说明所得结果的有效性.
根据实际情况和企业历史数据, 对模型参数作

如下设定: 可用商品仓库及回收商品仓库的衰减
率分别为 ρ1 = 0.07, ρ2 = 0.09, 成本参数矩阵取
C = 3.1I. 初始值设定为 x1(0) = 5, x2(0) = 10 (单
位: 106 吨). 市场需求率 d(k) 分解为常值 d̄ 和一个

未知的成分 ω(k) ∈ l2, 即满足假设 2. 再制造率 α

及废弃率 β 视为不确定参数且满足假设 3. 生产及
回收再制造时滞 τi 取离散时间常数 (单位: 周). 因
此, 我们有如下系统参数:

A1 =

[
0.93 0

0 0.91

]
, ∆A1 =

[
0 α

0 −α− β

]

A2 =

[
0.93 0

0 1

]
, ∆A2 =

[
0 α

0 0

]

Θ̄i
2 :=




−e−λXi 0 0 XiĀ
T
i Wi Xi Xi

∗ −e−λτiU 0 Y T
i BT

1 Wi 0 0

∗ ∗ −e−λγ2I BT
2 Wi 0 0

∗ ∗ ∗ −X 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ −eλ` 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −1

δ
U




< 0 (35)




−e−λXi 0 0 XiĀ
T
i Wi Xi Xi

∗ −e−λτiU 0 Y T
i BT

1 Wi 0 0

∗ ∗ −e−λγ2I BT
2 Wi 0 0

∗ ∗ ∗ L4 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ −eλ` 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −1

δ
U




+ ε−1
i




XiE
T
i

0

0

0

0

0




[
EiXi 0 0 0 0 0

]
< 0 (38)
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A3 =

[
1 0
0 0.91

]
, ∆A3 =

[
0 α

0 −α− β

]

A4 =

[
1 0
0 1

]
, ∆A4 =

[
0 α

0 0

]

考虑如下的系统状态转移概率矩阵

P =




0.75 0.1 0.1 0.05
0.65 0.15 0.15 0.05
0.55 0.25 0.15 0.05
0.7 0.1 0.15 0.05




另取

E1 = E3 =

[
0 1
0 −1

]
, E2 = E4 =

[
0 1
0 1

]

H1 = H3 =

[
1 0
0 1

]
, H2 = H4 =

[
1 0
0 1

]

通过 Matlab 求解式 (34), 我们发现抑制牛鞭效应
的干扰抑制水平 γ 随生产及回收再制造的时滞上界

τ̄ 不同而不同. 当 τ̄ = 2.0 时, 优化干扰抑制水平为
γ = 2.7700; 当 τ̄ = 6.9 时, 干扰抑制水平只能优化
为 γ = 2.8190. 时滞对系统性能的影响呈现某种准
周期的特性, 这可以从文献 [39] 得到印证.

为进一步仿真, 取 τ̄ = 2.0, 得如下控制器增益:

K1 =

[
0.6323 −0.0000
−0.0000 0.6323

]
× 10−6

K2 =

[
0.7587 −0.0000
−0.0000 0.7588

]
× 10−6

K3 =

[
0.8852 −0.0000
−0.0000 0.8852

]
× 10−6

K4 =

[
0.1012 −0.0000
−0.0000 0.1012

]
× 10−5

首先考虑系统在仅有回收和再制造不确定性条

件下的鲁棒控制问题. 设再制造率和废弃率为不确
定常数, 仿真结果如图 2∼ 4 所示, 其中图 2 为含有
再制造不确定性闭环供应链系统的切换信号, 图 3
和 4 分别为在此情形下可用商品仓库库存水平变化
和回收商品仓库库存水平变化.
下面考虑系统中同时含有外部需求不确定和再

制造过程不确定情况下鲁棒 H∞ 控制问题. 假定外
部需求不确定 ω(k) ∈ l2. 仿真结果如图 5 和 6 所
示, 图 5 和 6 分别为在系统同时含有外部需求不确

定和回收再制造不确定情形下可用商品仓库库存水

平变化和回收商品仓库库存水平变化.
从仿真结果可见, 对于具有 Markov 跳变参数

的闭环供应链系统, 通过设计鲁棒 H∞ 控制器可以
有效抑制回收再制造过程中的不确定需求扰动, 即
在抑制牛鞭效应的情况下使得闭环供应链系统趋于

稳定.

图 2 具有Markov 跳变参数的闭环供应链系统切换信号

Fig. 2 The switching signal of CLSC

图 3 可用商品仓库库存水平变化

Fig. 3 The state of the serviceable stock

图 4 回收商品仓库库存水平变化

Fig. 4 The state of the returned stock

4 结论

本文将闭环供应链系统建模为具有 Markov 跳
变参数的切换系统, 并研究其 H∞ 控制问题. 把受
生产率、回收率和衰减率影响的库存水平作为状态
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变量, 根据不同库存水平状态确定 4 个子系统, 并假
设它们之间的切换具有 Markov 性, 从而将闭环供
应链系统建模为具有Markov 跳变参数的切换系统.
应用鲁棒 H∞ 控制方法以 LMI 形式给出了保证系
统稳定且具有抑制牛鞭效应 H∞ 性能的充分条件.
仿真例子说明了所得结果的有效性. 随着电子商务、
无线射频识别技术 (Radio frequency identification,
RFID)、网络控制及工业工程等技术的发展, 充分考
虑闭环供应链系统的复杂特性以便对其有效地分析

与控制, 还需要进一步深入研究.

图 5 需求和回收再制造不确定下可用商品仓库库存水平

变化

Fig. 5 The state of the serviceable stock with

uncertainties

图 6 需求和回收再制造不确定下回收商品仓库库存水平

变化

Fig. 6 The state of the returned stock with uncertainties
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