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群目标联合检测与估计误差界的递推形式

连 峰 1 吕 宁 1 韩崇昭 1

摘 要 在随机有限集框架下给出了当杂波和漏检存在时, 群目标联合检测与估计 (Joint detection and estimation, JDE) 误

差界的递推形式. 首先, 将多个群目标运动过程建模为一个多 Bernoulli 过程, 并采用连续个体目标数假设建模群目标观测似

然函数; 其次, 采用最优子模式分配距离定义群目标 JDE 误差; 最终, 利用信息不等式推导获得了建议的误差界. 仿真实验在

不同杂波密度和检测概率场景下利用群势概率假设密度和群势平衡多目标多 Bernoulli 滤波器对该误差界的有效性进行了验

证.

关键词 误差界, 群目标跟踪, 联合检测与估计, 随机有限集

引用格式 连峰, 吕宁, 韩崇昭. 群目标联合检测与估计误差界的递推形式. 自动化学报, 2015, 41(12): 2026−2035

DOI 10.16383/j.aas.2015.c140794

The Recursive Form of Error Bound for Joint Detection and Estimation of Groups

LIAN Feng1 LV Ning1 HAN Chong-Zhao1

Abstract Within the random finite set framework, this paper derives the recursive form of error bound for joint detection

and estimation (JDE) of groups in the presence of clutter and missed detection. First, the dynamic of multiple groups is

modeled as a multi-Bernoulli process and the group observation likelihood is modeled based on the concept of continuous

individual target number. Then, the optimal sub-pattern assignment distance is used to define the JDE error of the groups.

Finally, the proposed bound is derived in terms of information inequality. Given various clutter density and probabilities

of detection, the effectiveness of the bound is verified through simulation by indicating the performance limitations of the

cardinalized probability hypothesis density and cardinality balanced multi-target multi-Bernoulli filters for the groups.
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由于传感器分辨率较低或目标距传感器较远，

多个相距较近的点或个体目标无法被一一区分清楚.
将这一簇无法区分的点或个体目标视为一个整体，

它们被称为一个群目标[1]. 群目标联合检测与估计
(Joint detection and estimation, JDE) 是指根据
观测序列递推地估计群个数和存活群的状态. 它是
近年来一个新的研究热点. 目前国内外已有一些学
者提出了针对该问题的方法[2−7].
误差界是指一个跟踪算法理论上所能达到的最
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小误差, 它是衡量算法性能的重要指标. 传统的克拉
美罗下界[8] 仅考虑了估计误差而非检测误差, 故其
不适用于 JDE 问题. 随后, Rezaeian 等[9] 在随机有

限集 (Random finite set, RFS) 框架下提出了针对
单个点目标的 JDE 误差界. Tong 等[10] 给出了该

误差界在有漏检无杂波时的递推形式并将其扩展到

无杂波无漏检时的多个点目标跟踪场景. 然而, 至今
为止尚未有关于群目标 JDE 误差界的相关结论.
通过将多个群目标运动过程建模为一个多

Bernoulli 过程, 并利用 Mahler 提出的基于连续
个体目标数的群目标测量似然函数模型[1], 本文得
到了当杂波和漏检同时存在时可递推计算的群目标

JDE 误差界. 该误差界基于最优子模式分配 (Op-
timal sub-pattern assignment, OSPA) 距离而非传
统的欧氏距离获得. 仿真实验部分, 我们在不同杂
波密度和检测概率场景下利用群势概率假设密度

(Group cardinalized probability hypothesis den-
sity, G-CPHD)[6] 和群势平衡多目标多 Bernoulli
(Group cardinality balanced multi-target multi-
Bernoulli, G-CBMeMBer) 滤波器[7] 对该误差界的

有效性进行了验证.
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1 数学基础简介

集合积分和期望: 对于有限集变量 Y ⊆ Y 的
任意实值函数 η(Y ), 其在区域 Y 内的集合积分定义
为[11]

∫
η(Y )δY =

∞∑
n=0

1
n!

∫

Yn

η (Y n) dyyy(1) · · ·dyyy(n) =

η(∅) +
∞∑

n=1

1
n!

∫

Yn

η (Y n) dyyy(1) · · ·dyyy(n) (1)

式中, Y n =
{
yyy(1), · · · , yyy(n)

} ⊆ Yn, 记 Y 0 = ∅. 若
Y 的概率密度为 f(Y ), 则 η(Y ) 的期望为

E[η] =
∫

η(Y )f(Y )δY (2)

多 Bernoulli RFS: 一个多 Bernoulli RFS
X 是由 N 个 (单) Bernoulli RFS 的并构成,
X =

⋃N

t=1 X(t), 其概率密度可由参数集 Υ ={(
r(t), p(t)

)}N

t=1
完全描述为[12]

π(X) = π(∅)
∑

1≤j1 6=···6=j|X|≤N

|X|∏
t=1

r(jt)

1− r(jt)
p(jt)

(
xxx(t)

)

(3)

上式中, |X| 表示集合 X 的势, r(t) ∈ [0, 1] 为
X(t) 6= ∅ 的概率, p(t)

(
xxx(t)

)
为 xxx(t) 的概率密度,

π(∅) =
N∏

t=1

(
1− r(t)

)
(4)

OSPA 距离: 由于传统的欧氏距离基于矢量定
义, 因此它不能用于衡量集合间的距离. 本文采用阶
数 p = 2 的 OSPA 距离[13] 定义真实集合X 和估计

集合 X̂ 间的误差 e
(
X, X̂

)
,

e2
(
X, X̂

)
=




0, |X̂| = |X| = 0



min
τ∈Πmax(|X̂|,|X|)

min(|X̂|,|X|)∑
t=1

min
(

c2,
∥∥∥xxx(t) − x̂xx(τ(t))

∥∥∥
2

2

)
+

c2
∣∣∣|X̂| − |X|

∣∣∣




1
2

max(|X̂|,|X|) , 其他

(5)

其中, c > 0 为截断误差, Πn 表示集合 {1, 2, · · · , n}
的全排列, max(·) 和min(·) 分别表示取最大值和最
小值运算, || · ||2 表示取 2 范数.

信息不等式: 若 X × Z 上的联合概率密度
f(x, z) 满足正则条件且 ∂2 log f(xxx,zzz)/(∂xi∂xj) 存
在, 那么如下不等式成立[14]:

∫

Z

∫

X
f(xxx,zzz)(xl − x̂l(zzz))2dxxxdzzz ≥ [

J−1
]
l,l

(6)

式中, x̂xx(zzz) 为由 zzz 获得的 xxx 的无偏估计, xl 和 x̂l(z)
分别为 xxx 和 x̂xx(zzz) 的第 l 个分量, l = 1, · · · , L, 其中
L 为 xxx 的维数, J 为 L× L 维 Fisher 信息矩阵, 矩
阵中的元素分别为 Fisher 信息矩阵, 矩阵中的元素
分别为

[J ]i,j = −Ef

[
∂2 log f(xxx,zzz)

∂xi∂xj

]
=

−
∫

Z

∫

X
f(xxx,zzz)

∂2 log f(xxx,zzz)
∂xi∂xj

dxxxdzzz,

i, j = 1, 2, · · · , L (7)

当且仅当条件概率密度 f(x|z) 满足高斯分布时, 式
(6) 取 “=” 号.

2 问题描述

k 时刻单个群目标状态可建模为如下扩展矢量

xxx′k = [ak,xxxk]
T ∈ X ′

k (8)

式中, xxx′k 用于建模位于同一状态 xxxk 处的由一簇

(ak 个) 个体目标构成的群目标状态, 其中 L 维

列向量 xk = [xk,1, · · · , xk,L]T ∈ Xk ⊂ RL 表示

传统的单目标状态, ak 表示群所包含的个体目标

数. 根据 Mahler 提出的连续个体目标数概念[1],
ak ∈ Ak ⊂ R+ 为一个正实数. 表示单个群目标的
状态空间, X ′

k = Ak ×Xk ⊂ R+ ×RL.
记 k 时刻多个群目标的状态集合为 X ′

k, 其由
k − 1 时刻存活的群目标和 k 时刻新生的群目标构

成, 可将 X ′
k 建模为

X ′
k =

[
∪

x′k−1∈X′
k−1

Ψk|k−1 (xxx′k−1)
]
∪ Γk (9)

式中, Γk 表示新生群目标状态集合, 假设
其为一个多 Bernoulli RFS, 相应的参数为{(

r
(t)
Γ,k, p

(t)
Γ,k

)}NΓ,k

t=1
, Ψk|k−1 (xxx′k−1) 表示由 k − 1 时

刻的群 xxx′k−1 产生的 k 时刻的群状态集合. xxx′k−1 或

者以存活概率 pS,k (xxx′k−1) 演化为 xxx′k, 相应的状态
转移概率密度记为 fk|k−1 (xxx′k|xxx′k−1), 或者以概率
1 − pS,k (xxx′k−1) 消亡. 假设式 (9) 中构成并集的
各项相互独立, 那么 X ′

k 是以 X ′
k − 1 为条件的多

Bernoulli RFS.
记 k 时刻单个传感器观测矢量为 zzzk ∈ Zk, 其

中 Zk 表示观测空间. k 时刻的传感器观测集合记为
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Zk, 它由目标测量和杂波测量构成, 可将 Zk 表示为

Zk =
[

∪
xxx′k∈X′

k

Θk (xxx′k)
]
∪Kk (10)

式中, Kk 表示 k 时刻的杂波 RFS, 其概率密度记为
κk (Kk), Θk (xxx′k) 表示由 k 时刻的群目标 xxx′k 产生
的测量集合. 同样假设式 (10) 中构成并集的各项相
互独立.

令 ϑm(a, q) 表示关于整数 m ≥ 0 的广义二项
式分布, 它由概率产生函数 Ga,q(l) 定义:

ϑm(a, q) =
1
m!

· dmGa,q

dlm
(0) (11)

Ga,q(l) =
∞∏

i=0

(1− ς(a− i)q + ς(a− i)ql) (12)

其中, ς(a) 为 sigmoidal 函数[1]. 利用 ϑm(a, q), 单
个群目标的观测似然函数可建模为[1]

gk (Θk (xxx′k)|xxx′k) = |Θk (xxx′k)|!×
ϑ|Θk(xxx′k)| (ak, pD,k (xxxk))

∏

zzzk∈Θk(xxx′k)
φk (zzzk |xxxk ) (13)

式中, pD,k (xxxk) 表示 k 时刻至少有一个源于该群的

观测被传感器收到的概率 (也即 Θk (xxx′k) 6= ∅ 的概
率), φk (zzzk |xxxk ) 表示传统的单目标单测量似然函数.

RFS 框架下的群目标 JDE 问题是指根据测
量集序列 Z1:k = Z1, · · · , Zk 获得群状态估计集

X̂k (Z1:k), 它包括群目标个数估计 (也即检测) 和状
态估计两方面. 本文的目的是推导得到该问题递推
形式的误差界.

3 群目标 JDE误差界的递推形式

k 时刻 RFS 框架下群目标 JDE 的均方误差可
定义为

σ2
k = E

[
e2

k

(
X ′

k, X̂
′
k (Z1:k)

)]
=

∫ ∫
fk (X ′

k, Zk|Z1:k−1)×

e2
k

(
X ′

k, X̂
′
k (Z1:k)

)
δX ′

kδZk =
∫ ∫

γk (Zk|X ′
k) fk|k−1 (X ′

k|Z1:k−1)×

e2
k

(
X ′

k, X̂
′
k (Z1:k)

)
δX ′

kδZk (14)

式中, ek

(
X ′

k, X̂
′
k (Z1:k)

)
表示 X ′

k 和 X̂ ′
k (Z1:k)

的误差, 其由式 (5) 所示的 OSPA 距离定义,
fk (X ′

k, Zk|Z1:k−1) 表示给定 Z1:k−1 时, X ′
k 和 Zk

的联合概率密度, γk (Zk|X ′
k) = fk (Zk|X ′

k) 表示

总的传感器测量似然函数. 根据文献 [1] 中的基本卷
积公式 (11.252) 可得 γk (Zk|X ′

k) 为

γk (Zk|X ′
k) =

∑
W0⊕W1⊕···⊕W|X′k|=Zk

κk (W0)×

gk

(
W1|xxx′(1)k

)
· · · gk

(
W|X′

k|
∣∣xxx′(|X′

k|)
k

)
(15)

式中, W0 ⊕W1 ⊕ · · · ⊕W|X′
k| = Zk 表示若 i 6= j

(i, j = 0, 1, · · · , |X ′
k|)则Wi∩Wj = ∅,且W0∪W1∪

· · · ∪W|X′
k| = Zk, 也即W0,W1, · · · ,W|X′

k| 是 Zk

的一个个数为X ′
k|+1的划分. 求和运算是关于测量

集合Zk 的所有互不相交的子集W0,W1, · · · ,W|X′
k|

进行.
为了得到群目标 JDE 误差界的递推形式, 需要

引入如下假设:
1) 采用最大后验概率 (Maximum a posterior,

MAP) 检测准则估计群目标的个数. 也即 k 时刻群

目标状态估计集合 X̂ ′
k (Z1:k) 的势 n̂k 通过最大化后

验概率 Pk ( |X ′
k| = n|Z1:k) 得到:

n̂k = arg max
n

Pk ( |X ′
k| = n|Z1:k) (16)

说明. 由于检测器和估计器之间存在着极其复
杂的内在关系, 因此若没有 MAP 检测准则的约束,
几乎无法获得群目标 JDE 误差界的表达式.

2) 状态估计器为无偏的, 它是利用信息不等式
获得本文结论的必要条件.

3) 群目标状态集的 Bayes 递推近似为
一个多 Bernoulli 过程. 即其 k 时刻的先

验概率密度 fk|k−1 (X ′
k|Z1:k−1) 和后验概率密

度 fk (X ′
k|Z1:k) 分别满足参数集为 Υk|k−1 ={(

r
(t)

k|k−1, p
(t)

k|k−1

)}Nk|k−1

t=1
和 Υk =

{(
r
(t)
k , p

(t)
k

)}Nk

t=1

的多 Bernoulli 分布, 其中 Υk|k−1 和 Υk 的递推公

式可由 G-CBMeMBer 滤波器[7] 的预测步和更新步

获得.
定理 1. 若群目标状态和传感器测量分别满足

如式 (9) 所示的多 Bernoulli 模型和如式 (10) 所示
的观测模型, 那么给定时刻群目标多 Bernoulli 后验

概率密度的参数集 Υk−1 =
{(

r
(t)
k−1, p

(t)
k−1

)}Nk−1

t=1
, 其

k 时刻联合MAP 检测与无偏估计的误差界为

σ2
k ≥

∞∑
m=0

N∑
n=0

N∑
n̂=0,n+n̂>0

Ωn,m
k

m! · n! ·max (n, n̂)
×

(
min(n,n̂)∑

t=1

min

(
c2ωk,n̂,n,m,

L+1∑
l=1

[
J−1

k,t,n̂,n,m

]
l,l

)
+

c2ωk,n̂,n,m |n− n̂|) (17)
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式中

[Jk,t,n̂,n,m]
i,j

=
−1

ω2
k,n̂,n,m

×
∫

Zn̂,m
k

∫

X ′k
fk

(
xxx′(t)k , Zm

k

∣∣∣ Z1:k−1, |X ′
k| = n

)
×

∂2 log fk

(
xxx′(t)k , Zm

k

∣∣∣ Z1:k−1, |X ′
k| = n

)

∂x′(t)k,i∂x′(t)k,j

×

dxxx′(t)k dzzz
(1)
k · · ·dzzz

(m)
k (18)

ωk,n̂,n,m =
πk|k−1(∅)

Ωn,m
k

×
∫

Zn̂,m
k

∑
1≤j1 6=···6=jn≤Nk|k−1

∑
W0⊕W1⊕···⊕Wn=Zm

k

Dj1,··· ,jn

k ×

(W0,W1, · · · ,Wn) dzzz
(1)
k · · ·dzzz

(m)
k (19)

Z n̂,m
k = {Zm

k ∈ Zm
k :

arg max
n
{βn

k (Zm
k |Z1:k−1)} = n̂

}
(20)

βn
k (Zm

k |Z1:k−1) =
 ∑

1≤j1 6=···6=jn≤Nk|k−1

n∏
t=1

r
(jt)

k|k−1

1− r
(jt)

k|k−1


×




∑
1≤j1 6=···6=jn≤Nk|k−1

∑
W0⊕W1⊕···⊕Wn=Zm

k

Dj1,··· ,jn

k (W0,W1, · · · ,Wn)


 (21)

fk

(
xxx′(t)k , Zm

k

∣∣∣ Z1:k−1, |X ′
k| = n

)
=

πk|k−1(∅)
Ωn,m

k

∑
1≤j1 6=···6=jn≤Nk|k−1

∑
W0⊕W1⊕···⊕Wn=Zm

k

Dj1,··· ,jn

k (W0,W1, · · · ,Wn)
Hjt

k (Wt)
p

(jt)

k|k−1

(
xxx′(t)k

)
×

gk

(
Wt|xxx′(t)k

)
(22)

Ωn,m
k = πk|k−1(∅)

∑
1≤j1 6=···6=jn≤Nk|k−1

∑
W0⊕W1⊕···⊕Wn=Zm

k∫

Zm
k

Dj1,··· ,jn

k (W0,W1, · · · ,Wn)dzzz
(1)
k · · ·dzzz

(m)
k

(23)

Dj1,··· ,jn

k (W0,W1, · · · ,Wn) =

κk (W0) ·
n∏

t=1

r
(jt)

k|k−1

1− r
(jt)

k|k−1

Hjt

k (Wt) (24)

Hjt

k (Wt) =
∫

X ′k
p

(jt)

k|k−1

(
xxx′(t)k

)
gk

(
Wt|xxx′(t)k

)
dxxx′t

(25)

πk|k−1(∅) =
Nk|k−1∏

t=1

(
1− r

(t)

k|k−1

)
(26)

其 中,
{(

r
(t)

k|k−1, p
(t)

k|k−1

)}Nk|k−1

t=1
可 根 据 文

献 [7] 由
{(

r
(t)
k−1, p

(t)
k−1

)}Nk−1

t=1
递 推 获 得,

fk

(
xxx′(t)k , Zm

k

∣∣∣ Z1:k−1, |X ′
k| = n

)
表示 k 时刻给定

条件 Z1:k−1 和 |X ′
k| = n 时,

(
xxx′(t)k , Zm

k

)
的联合概

率密度, Ωn,m
k 为其归一化因子. Jk,t,n̂,n,m 表示 k 时

刻给定条件 |Zk| = m, |X ′
k| = n 和

∣∣∣X̂ ′ (Zm
k )

∣∣∣ = n̂

时, 第 k 个群目标的 Fisher 信息矩阵. Jk,t,n̂,n,m 和

ωk,n̂,n,m 计算公式中的积分区域 Z n̂,m
k 表示 k 时刻

根据 MAP 检测准则将群个数估计为 n̂ 时, Zm
k 中

所对应的测量空间. Z0,m
k ,Z1,m

k , · · · ,ZN,m
k 是 Zm

k

的一个个数为 N + 1 的划分.

定理 1 的计算步骤
1. 根据 G-CBMeMBer 滤波器的预测步由

Υk−1 =
{(

r
(t)
k−1, p

(t)
k−1

)}Nk−1

t=1

计算 Υk|k−1 =
{(

r
(t)

k|k−1, p
(t)

k|k−1

)}Nk|k−1

t=1
;

2. 根据式 (23) 计算 Ωn,m
k ;

3. 根据式 (22) 计算密度 fk

(
xxx′(t)k , Zm

k

∣∣∣ Z1:k−1, |X ′
k| = n

)
;

4. 根据式 (20) 和 (21) 所示的MAP 检测准则将测量

空间 Zm
k 划分为 Z0,m

k ,Z1,m
k , · · · ,ZN,m

k ;

5. 根据式 (18) 和 (19) 计算 [Jk,t,n̂,n,m]i,j 和 ωk,n̂,n,m;

6. 根据式 (17) 最终可得 k 时刻群目标联合MAP 检测

与无偏估计的误差界

由式 (21)∼ (23) 可以看出定理 1 需要在集合
Zm

k 的划分空间上进行求和运算, 其计算量随测量
个数 m 的增长而迅速增多. 因此, 为了控制所建
议误差界的计算代价, 通常需要采用一些近似的测
量集合划分方法. 例如 Granstrom 等[15] 建议的距

离划分和子划分相结合的方法, 其计算代价近似为
O(m4); 或 Zhang 等[16] 提出的基于模糊自适应共

振理论 (Adaptive resonance theory, ART) 模型的
快速划分算法, 其计算代价近似为 O(2m2) 等. 这些
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方法在保证较高精度的同时可以有效控制 Zm
k 中所

需要参与计算的划分个数.
还需要说明的是: 由于 k 时刻信息矩阵

Jk,t,n̂,n,m 的积分区域 Z n̂,m
k 与 k − 1 时刻信息矩

阵 Jk−1,t,n̂,n,m 的积分区域 Z n̂,m
k−1 不同, 导致无法根

据式 (18) 写出 Jk−1,t,n̂,n,m 与 Jk,t,n̂,n,m 的递推关系.
因此不同于后验克拉美罗下界的递推过程, σ2

k 不能

由 σ2
k−1 递推获得.

4 算例及分析

假设 2 维监控区域 S = [−50m, 50m] ×
[−50m, 50m] 内存在多个群目标, 在所监控的时
间段内群个数未知且可能随时间变化. 监控时

间长度为 40 s, 传感器采样间隔 ∆t = 1 s. k 时

刻单个群的状态可表示为 xxx′k = [ak, xk]
T, 其中

xk = [xk, yk, ẋk, ẏk, ẍk, ÿk]
T, [xk, yk]

T, [ẋk, ẏk]
T
和

[ẍk, ÿk]
T
分别为 X 轴和 Y 轴的位移、速度和加速

度. 假设群状态转移概率密度 fk|k−1 (xxx′k|xxx′k−1) 满
足:

fk|k−1 (xxx′k|xxx′k−1) =N (ak; ak−1, εk)×
N (xxxk;Fkxxxk−1, Qk) (27)

式中, N (·;mmm,Q) 表示高斯分布的概率密度, mmm 和

Q 分别为其均值和协方差矩阵. 令 εk = 1, Fk 和

Qk 满足均加速模型,

Fk =




1 ∆t
∆t2

2
0 1 ∆t

0 0 1


⊗ I2 (28)

Qk = σ2




∆t4

4
∆t3

2
∆t2

2
∆t3

2
∆t2

2
∆t

∆t2

2
∆t 1



⊗ I2 (29)

式中, ⊗ 表示 Kronecker 乘积, In 表示 n × n 维单

位对角矩阵, σ 表示均加速模型的过程噪声标准差,
令 σ = 0.01m/s2.

k 时刻的新生群目标状态集 Γk 满足参数为{(
r
(t)
Γ,k, p

(t)
Γ,k

)}NΓ,k

t=1
的多 Bernoulli 分布, 其中

p
(t)
Γ,k

(
xxx′(t)k

)
= N

(
a

(t)
k ; a(t)

Γ,k, ε
(t)
Γ,k

)
×

N
(
xxx

(t)
k ;xxx(t)

Γ,k, Q
(t)
Γ,k

)
, t = 1, · · · , NΓ,k (30)

式中, 令 NΓ,k = 4, r
(1)
Γ,k = r

(2)
Γ,k = 0.1,

r
(3)
Γ,k = r

(4)
Γ,k = 0.05, a

(1)
Γ,k = a

(2)
Γ,k = 4,

a
(3)
Γ,k = a

(4)
Γ,k = 6, ε

(1)
Γ,k = ε

(2)
Γ,k = ε

(3)
Γ,k =

ε
(4)
Γ,k = 1, xxx

(1)
Γ,k = [20, 20,−1,−1, 0.05, 0.05]T,

xxx
(2)
Γ,k = [20,−20,−1, 2, 0.05,−0.05]T, xxx

(3)
Γ,k =

[−20, 20, 2,−1,−0.05, 0.05]T, xxx
(4)
Γ,k = [−20,−20, 2,

2,−0.05,−0.05]T, Q
(1)
Γ,k = Q

(2)
Γ,k = Q

(3)
Γ,k =

Q
(4)
Γ,k = diag{16, 16, 0.04, 0.04, 0.0004, 0.0004}, 其
中 diag{·} 表示对角矩阵.

k 时刻的群目标观测似然函数如式 (13) 所示,
其中单目标单测量似然 φk (zzzk |xxxk ) 为

φk (zzzk |xxxk ) = N (zzzk;hhhk (xxxk) , Rk) (31)

式 中, hhhk (xxxk) 表 示 状 态 xk 的 观 测 函

数, Rk 表 示 测 量 噪 声 协 方 差 矩 阵. 令

hhhk (xxxk) =
[ √

x2
k + y2

k, arctan (yk/xk)
]T

, Rk =

diag{ς2
r , ς2

θ}, 其中 ςr = 5 m, ςθ = 0.1 rad.
令群目标存活概率为 pS,k (xxx′k−1) = pS = 0.9,

传感器检测概率为 pD,k (xxxk) = pD.
k 时刻的杂波集合Kk 为一个 Poisson RFS, 其

密度 κk (Kk) 可表示为式 (32).

κk (Kk) = e−λk

∏
zzzk∈Kk

υk (zzzk) = e−λk

∏
zzzk∈Kk

λkϕk (zzzk)

(32)

式中, υk (zzzk) = λkϕk (zzzk) 表示杂波强度, λk 为平

均杂波数, 为 ϕk (zzzk) 单个杂波分布的概率密度. 令
λk = λ, ϕk (zzzk) = U (zzzk;S), 其中 U(·;S) 表示在监
控区域 S 内均匀分布的概率密度函数.
令 k = 0 时刻的群目标初始个数为 N0 = 4,

初始存活概率为 r
(1)
0 = r

(2)
0 = 0.8, r

(3)
0 =

r
(4)
0 = 0.6, 初始状态为 a

(1)
0 = a

(2)
0 = 8, a

(3)
0 =

a
(4)
0 = 10, xxx

(1)
0 = [10, 10, 0, 0,−0.05,−0.05]T,

xxx
(2)
0 = [10,−10, 0,−2,−0.05, 0.1]T, xxx

(3)
0 =

[−10, 10, 1, 1,−0.05,−0.05]T, xxx(4)
0 = [−10,−10,−1,

−1, 0.05, 0.05]T.
将上述参数带入定理 1, 即可递推获得建议的群

目标 JDE 误差界, 需要说明的是:
1) [Jk,t,n̂,n,m]

i,j
计算公式中的求偏导数运算可

利用软件Mathematica 方便的获得;
2) 由于 [Jk,t,n̂,n,m]

i,j
和 ωk,n̂,n,m 的计算公式中

包含积分运算且没有解析表达形式, 因此需要采用
数值积分法[17] 计算.
我 们 利 用 G-CPHD 滤 波 器[6] 和 G-

CBMeMBer 滤波器[7] 两种算法对建议的误差界

进行验证. 为清楚起见, 令 σ2
a,k 和 σ2

p,k 分别表示 k

时刻群的个体目标数 JDE 误差和位置 JDE 误差,
我们对两者的 (下) 界分别进行展示. 令 OSPA 距
离中的个体目标数截断误差为 c2

a,k = 60, 位置截断
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误差为 c2
p,k = 500.

图 1 展示了在不同 pD 下, 建议误差界的时间平
均值与上述 2 种算法的时间平均 OSPA 误差 (该误

差由 500 次蒙特卡洛 (Monte Carlo, MC) 仿真实验
获得) 随 λ 的变化曲线.
从图 1 可以看出:

图 1 G-CPHD 和 G-CBMeMBer 滤波器的时间平均 OSPA 距离与建议误差界的时间平均值随 λ 的变化曲线

Fig. 1 The time averaged OSPA distance and time averaged value′s curves of the proposed error bound with λ changes

for G-CPHD and G-CBMeMBer filter
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1) 给定不同的 pD, 建议的误差界并不总是随 λ

单调增. 或给定不同的 λ, 建议的误差界并不总是随
pD 单调减. 这是由于当 pD < 1 或 λ > 0 时, λ 或

pD 的增大均能同时产生两个相反的作用: 降低群丢
失的可能性和增加虚假群估计. 若前者占据主导作
用, 该界随 λ 或 pD 的增大而减小; 否则, 该界随 λ

或 pD 的增大而增大.
2) 对于不同的 λ 和 pD, 尽管 G-CPHD 和 G-

CBMeMBer 滤波器的时间平均 OSPA 误差曲线没
有完全达到建议的误差界, 但两者均接近于该界, 并
且后者的性能优于前者. 这是由于: G-CPHD 和
G-CBMeMBer 算法本身均有不同程度的近似 (例
如, 两者分别假设群目标状态集合的递推为聚类过
程和多 Bernoulli 过程), 并且在它们的粒子滤波实
现中, G-CPHD 在状态提取步由于聚类还会引入额
外误差, 而 G-CBMeMBer 无需聚类便可直接提取
状态, 故其性能优于前者.

3) 给定 pD 若 λ 越大, 或者给定 λ 若 pD 越

小, G-CPHD 和 G-CBMeMBer 滤波器的时间平均
OSPA 误差超过建议的界越多. 但两者中的最优值
与该界相比: a) 相对误差最大不超过约 12%; b) 不
同 pD 和 λ 下的平均相对误差约为 7%, 上述两点
说明建议的误差界能够正确反映这两个群目标 JDE
算法可能达到的最优性能, 它可用作衡量该类算法
性能的一个有效指标.

5 结论与展望

本文在 RFS 框架下提出了杂波和漏检同时存
在时, 群目标 JDE 误差界的递推形式. 该误差界基
于 OSPA 距离而非传统的欧氏距离获得. 最后通过
仿真算例展示了该误差界的应用. 今后的工作主要
集中在以下 2 点:

1) 将本文结论扩展到多传感器场景;
2) 研究基于该误差界的传感器管理技术.

附录

定理 1 的证明

首先根据式 (16) 所示的 MAP 检测准则估计群个数.

若 k 时刻传感器获得观测集 Zm
k , 那么根据 Bayes 递推公式

可得 Pk ( |X ′
k| = n|Z1:k−1, Z

m
k ) 为

Pk

( ∣∣X ′
k

∣∣ = n
∣∣ Z1:k−1, Z

m
k

)
=

Pk ( |X ′
k| = n|Z1:k−1) Pk (Zm

k | |X ′
k| = n)

Pk (Zm
k |Z1:k−1)

(A1)

其中

Pk

( ∣∣X ′
k

∣∣ = n
∣∣ Z1:k−1

)
=∫

X ′n
k

fk|k−1

(
X ′n

k

∣∣ Z1:k−1

)
dxxx′

(1)
k · · · dxxx′

(n)
k (A2)

Pk

(
Zm

k |
∣∣X ′

k

∣∣ = n
)

=

∫

X ′n
k

fk|k−1

(
X ′n

k

∣∣ Z1:k−1

)×

γk

(
Zm

k

∣∣X ′n
k

)
dxxx′

(1)
k · · · dxxx′

(n)
k (A3)

我们已假设 fk|k−1

(
X ′n

k

∣∣ Z1:k−1

)
近似满足参数为

Υk|k−1 =
{(

r
(t)

k|k−1, p
(t)

k|k−1

)}Nk|k−1

t=1
的多 Bernoulli 分布,

将该密度和式 (15) 所示的传感器测量似然函数代入式 (A2)

和 (A3), 并对 xxx′(1)k , · · · ,xxx′(n)
k 积分后可得:

Pk

( ∣∣X ′
k

∣∣ = n
∣∣ Z1:k−1

)
= πk|k−1(∅)×

∑

1≤j1 6=···6=jn≤Nk|k−1

n∏
t=1

r
(jt)

k|k−1

1− r
(jt)

k|k−1

(A4)

Pk

(
Zm

k |
∣∣X ′

k

∣∣ = n
)

= πk|k−1(∅)×∑

1≤j1 6=···6=jn≤Nk|k−1

∑

W0⊕W1⊕···⊕Wn=Zm
k

Dj1,··· ,jn
k (W0, W1, · · · , Wn) (A5)

其中, πk|k−1(∅), Dj1,··· ,jn
k (W0, W1, · · · , Wn)和Hjt

k (Wt)如

式 (24)∼ (26) 所示.

将式 (A4) 和 (A5) 带入式 (A1) 后可得:

Pk

( ∣∣X ′
k

∣∣ = n
∣∣ Z1:k−1, Z

m
k

)
=

π2
k|k−1(∅)

Pk (Zm
k |Z1:k−1)

βn
k (Zm

k |Z1:k−1) (A6)

其中, βn
k (Zm

k |Z1:k−1) 如式 (21) 所示.

对于MAP 检测器, 若满足:

n̂ = arg max
n

{
Pk

( ∣∣X ′
k

∣∣ = n
∣∣ Z1:k−1, Z

m
k

)}
=

arg max
n
{βn

k (Zm
k |Z1:k−1)} ⇔ Zm

k ∈ Z n̂,m
k (A7)

则判定
∣∣∣X̂ ′

k (Z1:k−1, Z
m
k )

∣∣∣ = n̂.

利用式 (1) 所示的集合积分定义, 可将式 (14) 写为

σ2
k =

∞∑
m=0

N∑
n=0

1

m! · n!

∫

Zm
k

∫

Xn
k

fk|k−1

(
X ′n

k

∣∣ Z1:k−1

) · e2
k

(
X ′n

k , X̂ ′
k (Z1:k−1, Z

m
k )

)
×

dxxx′
(1)
k · · · dxxx′

(n)
k dzzz

(1)
k · · · dzzz

(m)
k (A8)

再根据式 (20) 所示的 MAP 检测准则将式 (A7) 中的

积分区域 Zm
k 划分为 Z0,m

k ,Z1,m
k , · · · ,ZN,m

k , 则式 (A7) 又

可重新写为
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σ2
k =

∞∑
m=0

N∑
n=0

N∑

n̂=0

1

m! · n!
×

∫

Zn̂,m
k

∫

X ′n
k

e2
k

(
X ′n

k , X̂ ′n̂
k (Z1:k−1, Z

m
k )

)
×

dxxx′
(1)
k · · · dxxx′

(n)
k dzzz

(1)
k · · · dzzz

(m)
k (A9)

令 fk

(
X ′n

k , Zm
k

∣∣ Z1:k−1

)
表 示 给 定 Z1:k−1 时,(

X ′n
k , Zm

k

)
的联合概率密度,

fk

(
X ′n

k , Zm
k

∣∣ Z1:k−1

)
=

1

Ωn,m
k

×

γk

(
Zm

k |X ′n
k

)
fk|k−1

(
X ′n

k

∣∣ Z1:k−1

)
(A10)

其中, Ωn,m
k 为归一化因子,

Ωn,m
k =

∫

Zm
k

∫

X ′n
k

fk|k−1

(
X ′n

k

∣∣ Z1:k−1

)×

γk

(
Zm

k |X ′n
k

)
dxxx′

(1)
k · · · dxxx′

(n)
k dzzz

(1)
k · · · dzzz

(m)
k (A11)

上两式中, 将参数集为 Υk|k−1 =
{(

r
(t)

k|k−1, p
(t)

k|k−1

)}Nk|k−1

t=1

多 Bernoulli 先验密度 fk|k−1

(
X ′n

k

∣∣ Z1:k−1

)
和式 (15) 所示

的传感器测量似然函数代入式 (A10) 和式 (A11) 并对式

(A11) 中的 zzz
(1)
k , · · · , zzz

(m)
k 积分后可得:

fk

(
X ′n

k , Zm
k

∣∣ Z1:k−1

)
=

πk|k−1(∅)
Ωn,m

k

×
∑

1≤j1 6=···6=jn≤Nk|k−1

∑

W0⊕W1⊕···⊕Wn=Zm
k

κk (W0)×

n∏
t=1

r
(jt)

k|k−1

1− r
(jt)

k|k−1

p
(jt)

k|k−1

(
xxx′

(t)
k

)
gk

(
Wt|xxx′(t)k

)
(A12)

Ωn,m
k = πk|k−1(∅)×∑

1≤j1 6=···6=jn≤Nk|k−1

∑

W0⊕W1⊕···⊕Wn=Zm
k∫

Zm
k

Dj1,··· ,jn
k (W0, W1, · · · , Wn)dzzz

(1)
k · · · dzzz

(m)
k (A13)

根据式 (5)所示的OSPA距离定义和式 (A10), 式 (A9)

变为

σ2
k =

∞∑
m=0

N∑
n=0

N∑

n̂=0,n+n̂>0

Ωn,m
k

m! · n! ·max(n̂, n)
×

∫

Zn̂,m
k

∫

X ′n
k

fk (Xn
k , Zm

k |Z1:k−1)×

(
min

τ∈Πmax(n̂,n)

min(n̂,n)∑
t=1

min

(
c2,

∥∥∥xxx′
(t)
k − x̂xx′

(τ(t))
k (Z1:k−1, Z

m
k )

∥∥∥
2

2

)
+

c2|n− n̂|
)
×

dxxx′
(1)
k · · · dxxx′

(n)
k dzzz

(1)
k · · · dzzz

(m)
k (A14)

令

ωk,n̂,n,m =

∫

Zn̂,m
k

∫

X ′n
k

fk

(
X ′n

k , Zm
k

∣∣ Z1:k−1

)×

dxxx′
(1)
k · · · dxxx′

(n)
k dzzz

(1)
k · · · dzzz

(m)
k (A15)

表示密度 fk

(
X ′n

k , Zm
k

∣∣ Z1:k−1

)
在空间 Z n̂,m

k × X ′nk 上的积
分.

将式 (A12) 代入式 (A15) 并对 xxx′(1)k , · · · ,xxx′(n)
k 积分后

可得 ωk,n̂,n,m 如式 (19) 所示.

不妨记

τmin = arg min

min(n̂,n)∑
t=1

min

(
c2,

∥∥∥x′
(t)
k − x̂′

(τ(t))
k (Z1:k−1, Z

m
k )

∥∥∥
2

2

)
(A16)

表示 Πmax(n,n̂) 中使得
∑min(n,n̂)

t=1 min
(
c2, ‖xxx′(t)k − x̂xx′

(τ(t))
k

(Z1:k−1, Z
m
k )‖22

)
最小的排序.

那么, 根据式 (A14) 和式 (A15), 式 (A13) 可重写为

σ2
k =

∞∑
m=0

N∑
n=0

N∑

n̂=0,n+n̂>0

Ωn,m
k

m! · n! ·max(n̂, n)
×




min(n̂,n)∑
t=1

min
(
c2ωk,n̂,n,m,

∫

Zn̂,m
k

∫

X ′n
k

fk

(
X ′n

k , Zm
k

∣∣ Z1:k−1

)×
∥∥∥∥xxx′

(t)
k − x̂xx′

(τmin(t))
k (Z1:k−1, Z

m
k )

∥∥∥∥
2

2

×

dxxx′
(1)
k · · · dxxx′

(n)
k dzzz

(1)
k · · · dzzz

(m)
k

)
+

c2|n− n̂|ωk,n̂,n,m

)
(A17)

定义
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fk

(
xxx′

(t)
k , Zm

k

∣∣∣ Z1:k−1,
∣∣X ′

k

∣∣ = n
)

=
∫

X ′n−1
k

fk

(
X ′n

k , Zm
k

∣∣ Z1:k−1

)

dxxx′
(1)
k · · · dxxx′

(t−1)
k dxxx′

(t+1)
k · · · dxxx′

(n)
k (A18)

表示给定条件 Z1:k−1 和 |X ′
k| = n 时

(
xxx′(t)k , Zm

k

)

的 联 合 概 率 密 度. 将 式 (A12) 带 入 式 (A18) 并

对 xxx′(1)k , · · · ,xxx′(t−1)
k ,xxx′(t+1)

k , · · · ,xxx′(n)
k 积 分 后 可 得

fk

(
xxx′(t)k , Zm

k

∣∣∣ Z1:k−1, |X ′
k| = n

)
如式 (22) 所示.

根据式 (A18) 可将式 (A17) 中的积分项重新写为

∫

Zn̂,m
k

∫

X ′n
k

fk

(
X ′n

k , Zm
k

∣∣ Z1:k−1

)×
∥∥∥∥xxx′

(t)
k − x̂xx′

(τmin(t))
k (Z1:k−1, Z

m
k )

∥∥∥∥
2

2

×

dxxx′
(1)
k · · · dxxx′

(n)
k dzzz

(1)
k · · · dzzz

(m)
k =∫

Zn̂,m
k

∫

X ′n
k

fk

(
xxx′

(t)
k , Zm

k

∣∣∣ Z1:k−1,
∣∣X ′

k

∣∣ = n
)
×

∑L+1

l=1

(
x′

(t)
k,l − x̂′

(τmin(t))
k,l (Z1:k−1, Z

m
k )

)2

×

dxxx′
(t)
k dzzz

(1)
k · · · dzzz

(m)
k (A19)

对密度 fk

(
xxx′(t)k , Zm

k

∣∣∣ Z1:k−1, |X ′
k| = n

)
应用信息不

等式可得:

∫

Zn̂,m
k

∫

X ′k
fk

(
xxx′

(t)
k , Zm

k

∣∣∣ Z1:k−1,
∣∣X ′

k

∣∣ = n
)
×

(
x′

(t)
k,l − x̂′

(τmin(t))
k,l (Z1:k−1, Z

m
k )

)2

dxxx′
(t)
k dzzz

(1)
k ×

· · · dzzz
(m)
k ≥ [

J−1
k,t,n̂,n,m

]
l,l

, l = 1, · · · , L + 1 (A20)

其中

[Jk,t,n̂,n,m]i,j =
−1

ω2
k,t,n̂,n,m

∫

Zn̂,m
k

∫

X ′k

fk

(
xxx′

(t)
k , Zm

k

∣∣∣ Z1:k−1,
∣∣X ′

k

∣∣ = n
)
×

∂2 log fk

(
xxx′(t)k , Zm

k

∣∣∣ Z1:k−1, |X ′
k| = n

)

∂x′(t)k,i∂x′(t)k,j

×

dxxx′
(t)
k dzzz

(1)
k · · · dzzz

(m)
k (A21)

fk

(
xxx′

(t)
k , Zm

k

∣∣∣ Z1:k−1,
∣∣X ′

k

∣∣ = n
)
×

dxxx′
(t)
k dzzz

(1)
k · · · dzzz

(m)
k (A22)

由式 (A15)、(A18) 和式 (A22) 可容易看出:

ωk,t,n̂,n,m = ωk,n̂,n,m (A23)

根 据 信 息 不 等 式, 当 且 仅 当 条 件 概 率 密 度

fk

(
xxx′(t)k

∣∣∣ Z1:k−1, Z
m
k , |X ′

k| = n
)
满足高斯分布时,式 (A20)

取 “=” 号. 最终, 将式 (A20) 带入式 (A19) 并结合式 (A17)

即可得式 (17). ¤
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