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非线性不确定系统准最优学习控制

严求真 1, 2 孙明轩 1

摘 要 针对不确定非线性系统, 提出准最优学习控制方法, 解决参数与非参数不确定特性同时存在情形下的轨迹跟踪问题.

给出迭代学习与重复学习两种控制策略, 根据 Sontag 公式解决标称系统的优化控制, 并以鲁棒学习手段处理参数与非参数不

确定特性. 提出断续函数连续化方案, 以避免传统 Sontag 公式在实现时可能存在的颤振问题. 分析证明经过足够多次迭代或

足够多个周期的重复运行后, 闭环系统可实现系统状态以预设精度跟踪参考信号. 仿真结果表明所设计学习系统在收敛速度

方面快于非优化设计.

关键词 准最优非线性控制, 学习控制, 参数化, 非参数不确定性

引用格式 严求真, 孙明轩. 非线性不确定系统准最优学习控制. 自动化学报, 2015, 41(9): 1659−1668

DOI 10.16383/j.aas.2015.c140781

Suboptimal Learning Control for Nonlinear Systems with Both Parametric and

Nonparametric Uncertainties
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Abstract In this paper, two suboptimal learning control methods, an iterative one and a repetitive one, are proposed

for a class of nonlinear systems with both time-varying parametric and nonparametric uncertainties. Sontag formula

is used for the control design of a nominal system, while the robust learning mechanism is adopted to deal with both

parametric and nonparametric uncertainties. A continuous controller design is carried out in order to avoid the chattering

phenomenon that may arise due to the use of Sontag formula. It is shown that the closed-loop system state follows the

desired trajectory with the pre-specified accuracy, as iteration or repetition increases. Numerical results demonstrate the

effectiveness of the suboptimal learning control scheme.
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采用学习控制方法, 闭环系统可实现输出信号
对参考信号在整个作业区间上的完全跟踪. 这种控
制方法问世至今已三十年, 这种整个作业区间上的
零误差跟踪性能越来越引起人们的关注[1]. 目前, 基
于 Lyapunov 方法设计学习控制器已经成为学习控
制领域的研究热点[2−3], 主要结果集中于参数化方
法, 通过设计微分/差分学习律估计固定/时变未知
参数, 设计控制器实现跟踪任务. 这些工作要求被
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估计参数不随迭代次数变化. 近年来的相关研究结
果考虑非线性参数不确定性[4] 及与迭代次数相关的

参数不确定性[5] 等复杂情形. 常规要求期望轨迹是
单一不变的固定轨迹[6], 采用参数化方法时, 也可放
宽为关于迭代次数的非一致轨迹[7]. 与参数化方法
相比, 非参数不确定性的假设要求更低, 适用范围更
广, 但到目前为止, 非参数不确定系统学习控制方面
的相关结果较少. 早期的文献主要根据界函数设计
控制量[8]．近期的文献结合鲁棒方法和学习方法处

理该类不确定性[9−11].
为了改善学习控制系统的跟踪性能, 可采用最

优学习控制方法. 常规方法需求解关于性能函数的
哈密尔顿–雅可比–贝尔曼方程[12], 但由于求解方程
困难, 实际设计中人们常常追求次优设计. 文献 [13]
针对MIMO 线性时变参数不确定系统, 提出一种准
最优学习控制方法, 该方法根据 Sontag 公式[14−15]

给出对应标称系统的准最优控制, 并利用迭代学习
方法估计时变参数不确定性.
初值问题是迭代学习控制的基本问题之
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一[16−18]. 当前, 多数学习算法要求系统初态等于
参考信号的初值, 但由于实际重复精度的限制, 初始
定位误差总是存在的. 研究适用于任意初值情形的
学习算法, 有利于扩大这种控制技术的应用范围. 目
前相关的工作有时变边界层、参考信号初始修正和

误差跟踪方法等. 在参考信号光滑闭合场合, 可以选
用重复学习方法设计控制系统[2, 19]. 该方法在实施
时不需进行复位操作, 而以上一运行周期的状态终
值作为下一运行周期的状态初值. 文献 [9, 20] 称该
类控制方法为满足对齐条件 (Alignment condition)
的迭代学习控制. 本文统称这类控制方法为重复学
习控制. 重复控制系统常以未知时变参数的变化周
期作为重复作业周期, 而设计重复学习控制系统时,
重复作业周期与参数变化周期可以不等, 只需参数
不确定性在各重复作业周期中呈现相同特性即可,
故重复学习控制方法的适用范围大于重复控制. 近
年来的研究课题还有基于马氏决策过程模型的动

态系统学习控制[21]、非最小相位系统自适应学习控

制[22] 等.
本文针对参数/非参数不确定非线性系统, 提出

准最优迭代学习控制和重复学习控制方法. 根据
Sontag 公式给出标称系统的优化控制, 并采用鲁棒
学习策略处理非参数不确定性. 利用光滑过渡函数
对传统 Sontag 公式进行连续化处理, 克服根据传统
Sontag 公式设计控制器时可能出现的颤振现象. 经
过足够多次迭代运行或足够多个周期的重复学习后,
可以实现系统状态以预设精度跟踪参考信号. 采用
本文方法设计控制器, 闭环系统的误差收敛速度快
于非优化方法设计的学习控制器. 文中给出了在系
统误差初值非零情形下, 系统误差变量与滤波误差
之间的不等式关系, 利用这一关系, 本文给出基于滤
波误差反馈的重复学习控制设计方案, 有别于同类
文献中介绍的设计方法.

1 问题的提出与准备

考虑有限时间区间 [0, T ] 上运行的不确定非线
性系统



ẋi,k = xi+1,k, i = 1, 2, · · · , n− 1

ẋn,k = f(xxxk, t) + g(xxxk, t)[uk + θθθT(t)ϕϕϕ(xxxk, t)+

∆(xxxk, t)]
(1)

式中, 重复作业次数 k = 0, 1, 2 · · · , xxxk = [x1,k, x2,k,

· · · , xn,k]T ∈ Rn 为状态向量, uk ∈ R 为控制输入,
参考信号为 xxxd = [xd, ẋd, ẍd, · · · , x

(n−1)
d ]T, x

(n)
d 存

在; ∆(·, ·) 为满足假设 1 的非参数不确定性, θθθ(t) ∈
Rm 为未知时变参数向量, ϕϕϕ(·, ·) ∈ Rm 为已知的非

线性连续函数向量. f(xxxk, t)、g(xxxk, t) ∈ C1[0, T ] 已

知, 且 g(xxxk, t) > 0, 与系统 (1) 对应的标称系统为
{

ẋi,k = xi+1,k, i = 1, 2, · · · , n− 1

ẋn,k = f(xxxk, t) + g(xxxk, t)uk

(2)

记 e0,k =
∫ t

0
(x1,k(τ) − xd(τ))dτ , eeek =

[e1,k, · · · , en,k]T = xxxk − xxxd, ēeek =
[e0,k,e1,k, · · · , en,k]T, eeek = [e0,k,e1,k, · · · , en−1,k]T.
根据式 (1) 可得误差状态方程




ėi,k = ei+1,k, i = 0, 1, · · · , n− 1

ėn,k = f(xxxk, t)− x
(n)
d + g(xxxk, t)[uk+

θθθT(t)ϕϕϕ(xxxk, t) + ∆(xxxk, t)]

(3)

本文的控制任务是, 选择合适的控制 Lyapunov
函数, 并根据 Sontag 公式为不确定系统 (1) 设计准
最优学习控制器 uk, 实现 xxxk 在作业区间 [0, T ] 上以
预设精度跟踪 xxxd.
因设计控制器需要, 对系统 (1) 做如下不失一

般性之假设:
假设 1. 非参数不确定特性 ∆(·, ·) 满足

|∆(ξξξ1, t)−∆(ξξξ2, t)| ≤
α(ξξξ1, ξξξ2, t)‖ξξξ1 − ξξξ2‖,∀ξξξ1 ∈ Rn,∀ξξξ2 ∈ Rn (4)

其中, α(·, ·, ·) 为非负连续函数.
定义滤波误差

sk(t) =
n−1∑
i=0

ciei,k + en,k (5)

其中, 参数 c0、c1、· · ·、cn−1 使得特征方程 λn +
cn−1λ

n−1 + · · ·+ c1λ + c0 = 0 的所有特征根均具有
负实部.存在对称正定矩阵 P ∈ Rn×n 和Q ∈ Rn×n

满足 PA + ATP = −Q, 式中,

A =




0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

...
...

. . .
...

−c0 −c1 −c2 · · · −cn−1




引理 1. sk 与 ēeek 之间满足

∫ t

0

‖ēeek‖|sk|dτ ≤ (1 + t‖A0‖e‖A0‖t)
[ ∫ t

0

s2
kdτ+

‖ēeek(0)− bbbsk(0)‖
∫ t

0

|sk(τ)|dτ
]

(6)

其中, bbb = [0, 0, · · · , 0, 1]T,
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A0 =




0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 −c0 −c1 · · · −cn−1




(7)

证明. 由 sk 的定义可见

ėn,k = −c0e1,k − c1e2,k − · · · − cn−1en,k + ṡk

于是,

˙̄eeek = A0ēeek + bbbṡk (8)

式 (8) 在 [0, t] 上的定积分为

ēeek(t)− ēeek(0) =
∫ t

0

A0ēeek(τ)dτ + bbbsk(t)− bbbsk(0)

对上式两边同取范数, 有

‖ēeek(t)‖ ≤
∫ t

0

‖A0‖‖ēeek(τ)‖dτ + |sk(t)|+

‖ēeek(0)− bbbsk(0)‖ (9)

根据 Bellman-Gronwall 引理, 有

‖ēeek(t)‖|sk| ≤s2
k + |sk|‖A0‖e‖A0‖t

∫ t

0

|sk(τ)|dτ+

|sk|(1 + ‖A0‖e‖A0‖t)‖ēeek(0)− bbbsk(0)‖
(10)

对式 (10) 的两边取定积分, 并利用柯西–许瓦茨不
等式, 即可得到式 (6). ¤
为表达简便, 在不引起混淆之处, 文中略去函数

的时间自变量 t, 并简记 α(xxxk,xxxd, t) 为 αk, ∆(xxxd, t)
为 ∆d, υ(xxxk, t) 为 υk, υ ∈ {f, g,∆,ϕϕϕ}.

注 1. 引理 1 描述的是在误差初值任意情形下,
ēeek 与滤波误差 sk 之间关系.

2 准最优迭代学习控制器设计与性能分析

本节考虑系统 (1) 满足假设 2 情形时的学习控
制算法.

假设 2. 对于第 k (0, 1, 2 · · · ) 次迭代, 系统状态
初始值 xxxk(0) 与参考信号的初始值 xxxd(0) 相等, 即

eeek(0) = 0, ∀k (11)

2.1 控制器设计

为避免求解哈密尔顿–雅克比–贝尔曼方程, 此
处拟根据 Sontag 公式设计学习控制器. 为标称系

统 (2) 选择控制 Lyapunov 函数[23−24] Vk = 1
2
s2

k +
eeeT

k Peeek, 需满足: 当 ēeek 6= 0 时,

bk = 0 ⇒ ak < 0 (12)

其中,

bk =
∂Vk

∂ēeeT
k

βββT
g , ak =

∂Vk

∂ēeeT
k

βββT
e (13)

此处, βββg = [0, · · · , 0, gk]T, βββe = [e1,k, e2,k,

· · · , en,k, fk − x
(n)
d ]T.

求 Vk 关于时间的导数, 可得

V̇k =
∂Vk

∂ēeeT
k

βββT
e +

∂Vk

∂ēeeT
k

βββT
g (uk + ∆k + θθθTϕϕϕk) =

ak + bk(uk + ∆k + θθθTϕϕϕk) (14)

据此, 设计控制器

uk = uok − uik + urk − θθθT
kϕϕϕk (15)

式中

urk = −gαm

gk

(1 + T‖A0‖e‖A0‖T )sk (16)

uik = sat(ûik)

ûik = sat(ûik−1) + γ1skgk, ûi−1 = 0 (17)

θθθk = sat(θ̂θθk)

θ̂θθk = sat(θ̂θθk−1) + γ2skgkϕϕϕk, θ̂θθ−1 = 000 (18)

uok = −(µ +
ak +

√
a2

k + b4
k

b2
k + ε1ε(sak)

)bk (19)

此处, µ > 0, γ1 > 0, γ2 > 0, gαm := max
τ∈[0,t]

(gkαk), ε1

为一小正数, sak := |sk|, ε(sak) 的定义为: 对于某正
常数 ε2, 当 sak ≤ ε2 时,

ε(sak) =
10(ε2 − sak)3

ε3
2

− 15(ε2 − sak)4

ε4
2

+

6(ε2 − sak)5

ε5
2

当 sak > ε2 时, ε(sak) = 0. 式 (17) 中, sat(·) 为饱
和函数, 其定义为: 对于 ϑ ∈ R,

sat(ϑ) =

{
ϑ, |ϑ| < ϑ̄

ϑ̄sgn(ϑ), 其他

ϑ̄ 为合适的限幅值. 对于 ϑϑϑ ∈ Rm, sat(ϑϑϑ) 表示对 ϑϑϑ

中的各元素进行限幅.
注 2. 上文中的 ε(sak) 具有光滑过渡性质: 在

sak = ε2 处, ε(sak) = 0 且 dε(sak)

dsak
= 0.
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2.2 收敛性分析

将控制量 (15) 应用于系统 (1) 后, 闭环系统具
有如下收敛性和稳定性方面的结果:
定理 1. 对满足假设 1、2 的系统 (1) 施加控制

律 (15) 后, 经过足够多次迭代运行后, 可实现 xxxk 在

[0, T ] 上以任意预设精度跟踪 xxxd, 并保证闭环系统
所有信号有界.
证证证明明明.
1) 检验 Vk 是否满足控制 Lyapunov 函数条件
容易看出,

bk =
∂( 1

2
s2

k + eeeT
k Peeek)

∂ēeeT
k

βββT
g = gksk (20)

因为 gk > 0, 故当 bk = 0 时, sk = 0, 此时,

ak =
∂(eeeT

k Peeek)
∂ēeeT

k

βββe =
∂(eeeT

k Peeek)
∂eeeT

k

ėeek =
d(eeeT

k Peeek)
dt

ėeek = eeek = [e1,k, · · · , en−1,k,−
n−1∑
i=1

ciei,k]T = Aeeek

结合上述两式可知, 当 eeek 6= 0 且 bk = 0 时,

ak =
d(eeeT

k Peeek)
dt

= eeeT
k (ATP + PA)eeek = −eeeT

k Qeeek

这就是说, 所选取的 Vk = 1
2
s2

k + eeeT
k Peeek 满足式 (12)

的要求.
2) 收敛性分析
选择 Lyapunov 泛函

Lk = Vk +
1

2γ1

∫ t

0

ũ2
ikdτ +

1
2γ2

∫ t

0

θ̃θθ
T

k θ̃θθkdτ (21)

其中, θ̃θθk = θθθ − θθθk, ũik = uik −∆d, γ1 > 0, γ2 > 0.
当 |sk| > ε2 时, ε1ε(sak) = 0,

Vk =
∫ t

0

∂Vk

∂ēeeT
k

βββT
e dτ+

∫ t

0

∂Vk

∂ēeeT
k

βββT
g (uk + ∆k + θθθTϕϕϕk)dτ =

∫ t

0

ak + bk(uk + ∆k + θθθTϕϕϕk)dτ =

−
∫ t

0

µb2
kdτ −

∫ t

0

√
a2

k + b4
kdτ+

∫ t

0

bk(urk − uik + ∆k + θ̃θθ
T

kϕϕϕk)dτ (22)

当 k > 0 时, 有

Lk − Lk−1 =

Vk − Vk−1 +
1

2γ1

∫ t

0

(ũ2
ik − ũ2

ik−1)dτ+

1
2γ2

∫ t

0

(θ̃θθ
T

k θ̃θθk − θ̃θθ
T

k−1θ̃θθk−1)dτ ≤
∫ t

0

bk(urk − uik + ∆k + θ̃θθ
T

kϕϕϕk)dτ − Vk−1+

1
2γ1

∫ t

0

(ũ2
ik − ũ2

ik−1)dτ −
∫ t

0

µb2
kdτ+

1
2γ2

∫ t

0

(θ̃θθ
T

k θ̃θθk − θ̃θθ
T

k−1θ̃θθk−1)dτ−
∫ t

0

√
a2

k + b4
kdτ (23)

根据假设 1,
∫ t

0

bk∆kdτ =
∫ t

0

bk(∆k −∆d + ∆d)dτ ≤
∫ t

0

gk|sk|αk‖ēeek‖dτ +
∫ t

0

gksk∆ddτ (24)

当 系 统 满 足 假 设 2 时, 由 引 理 1 可 得∫ t

0
‖ēeek(t)‖|sk|dτ ≤ (1 + t‖A0‖e‖A0‖t)

∫ t

0
s2

kdτ . 结
合式 (16) 可以推出

∫ t

0

gk|sk|αk‖ēeek‖dτ +
∫ t

0

bkurkdτ ≤ 0 (25)

将式 (24) 与式 (25) 的结果应用于式 (23),

Lk − Lk−1 ≤

−
∫ t

0

µb2
kdτ +

∫ t

0

bk(∆d − uik+θ̃θθ
T

kϕϕϕk)dτ − Vk−1−
∫ t

0

√
a2

k + b4
kdτ +

1
2γ1

∫ t

0

(ũ2
ik − ũ2

ik−1)dτ+

1
2γ2

∫ t

0

(θ̃θθ
T

k θ̃θθk − θ̃θθ
T

k−1θ̃θθk−1)dτ (26)

根据式 (18) 可得,

1
2γ2

(θ̃θθ
T

k θ̃θθk − θ̃θθ
T

k−1θ̃θθk−1) + gkskθ̃θθ
T

kϕϕϕk =

− 1
γ2

(θθθ − θθθk)T(θθθk − θθθk−1)− 1
2γ2

(θθθk − θθθk−1)T×

(θθθk − θθθk−1) + gkskθ̃θθ
T

kϕϕϕk ≤
1
γ2

θ̃θθ
T

k (θθθk−1 − θθθk + γ2gkskϕϕϕk) =

1
γ2

(θθθ − sat(θ̂θθk))T(θ̂θθk − sat(θ̂θθk)) ≤ 0 (27)
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类似地, 根据式 (17) 可以推出,

1
2γ1

(u2
ik − u2

ik−1) + gksk(∆d − uik) ≤
1
γ1

(∆d − uik)(uik−1 − uik + γ1gksk) =

1
γ1

(∆d − sat(ûik))(ûik − sat(ûik)) ≤ 0 (28)

将式 (27) 与式 (28) 代入式 (26),

Lk − Lk−1 ≤ −
∫ t

0

(
√

a2
k + b4

k + µg2
ks

2
k)dτ − Vk−1

取上式中的 k = 0, 1, 2, · · · , N , 并求和, 有

LN ≤ L0 −
N∑

i=1

∫ t

0

µg2
i s

2
i dτ −

N∑
i=1

Vi−1−

N∑
i=1

∫ t

0

√
a2

i + b4
i dτ (29)

至此可知, 经过足够多次迭代后, 将有

|sk| ≤ ε2 (30)

成立. 这是因为, 若经过 N = 2L0
ε22
次迭代后, 仍

有 |sk| > ε2, 则 LN < L0 − 1
2
ε2
2

2L0
ε22

= 0. 这与
Lyapunov 函数的非负性相矛盾. 由式 (10) 与式
(30) 知,

‖ēeek‖ ≤ (1 + tet‖A0‖)ε2 (31)

故可选择合适的 ε2, 使得 xxxk 在足够多次迭代后, 以
预设精度跟踪 xxxd. 由式 (29) 可得 eeek 及 sk 的有界

性, 根据饱和函数的性质知 uik 有界. 至此, 易知系
统中的其他信号也是有界的. ¤
学习律 (17) 中采用饱和函数对学习量进行完全

限幅, 是为了确保在各次迭代学习过程中闭环系统
信号有界, 此外也可采用部分限幅措施设计学习律.
注 3. 根据传统 Sontag 公式设计的控制量

uok =




−(µ +

ak+
√

a2
k+b4k

b2k
)bk, bk 6= 0

−µbk, bk = 0
(32)

在 eeek ∈ Rn \ {0} 上是光滑的, 但 uok 在 bk = 0 处
可能不连续, 故在实施时可能发生颤振现象.
注 4. 文中算法利用 e1,k 的积分项 e0,k 将系统

阶数从 n 阶扩展到 n + 1 阶, 由于采用该积分项设
计控制器, 可提高控制精度.

3 准最优重复学习控制

上文介绍的准最优迭代学习控制方法要求系统

在每次迭代开始前进行精确复位操作, 以达到假设 2

的零初始误差要求. 本节考虑参考信号满足假设 3
情形的学习控制算法. 此时, 在每周期运行开始前,
不进行重复定位, 而以上一周期运行完成时刻的状
态值作为本周期运行的初值, 即

xxxk(0) = xxxk−1(T ), k = 1, 2, · · · (33)

假设 3. 系统在进行重复运行时, 其参考信号
xxxd 光滑, 且 xxxd(T ) = xxxd(0).

定理 2. 选择与定理 1 相同的 Vk, 在第 k 个重

复学习周期中, 对满足假设 1 、3 的系统 (1) 施加控
制律

uk = uok − uik + urk − θθθT
kϕϕϕk (34)

其中,

urk = −gαm

gk

(1 + T‖A0‖e‖A0‖T )sk×
[
1 +

‖ēeek(0)− bbbsk(0)‖
|sk|+ ε1ε(sak)

]
(35)

uik = sat(ûik)

ûik = sat(ûik−1) + γ1skgk, ûi−1 = 0 (36)

uok = −(µ +
ak +

√
a2

k + b4
k

b2
k + ε1ε(sak)

)bk (37)

θθθk = sat(θ̂θθk)

θ̂θθk = sat(θ̂θθk−1) + γ2skgkϕϕϕk, θ̂θθ−1 = 000 (38)

并根据式 (33) 所描述的方式确定各周期的系统状
态初值, xxx0(0) 为任意有界值, 经过足够多周期的
重复学习后, 可实现 xxxk 在 [0, T ] 上以任意预设精
度跟踪 xxxd, 并保证闭环系统所有信号有界. 式中,
γ1 > 0, γ2 > 0, ak 与 bk 的定义参见式 (13).
证明. 选择与式 (21) 相同形式的 Lyapunov 泛

函, 其中的符号的含义与上节中的同名符号类似. 当
|sk| > ε2、k > 0 时, 采用类似于式 (22) 和式 (23)
中的处理方式, 有

Lk − Lk−1 ≤

−
∫ t

0

µb2
kdτ +

∫ t

0

bk(urk − uik+∆k+θ̃θθkϕϕϕk)dτ+

Vk(0)− Vk−1 +
1

2γ1

∫ t

0

(ũ2
ik − ũ2

ik−1)dτ+

1
2γ2

∫ t

0

(θ̃θθ
T

k θ̃θθk − θ̃θθ
T

k−1θ̃θθk−1)dτ −
∫ t

0

√
a2

k + b4
kdτ

根据假设 1, 类似于式 (24),
∫ t

0

bk∆kdτ ≤
∫ t

0

gk|sk|αk‖ēeek‖dτ +
∫ t

0

gksk∆ddτ
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当 |sk| > ε2 时, sk
sk

|sk|+ε1ε(sak)
= |sk|, 于是结合引理

1 可得
∫ t

0

gkαk‖ēeek(t)‖|sk|dτ −
∫ t

0

bkurkdτ =
∫ t

0

gkαk‖ēeek(t)‖|sk|dτ − gαm(1 + T‖A0‖e‖A0‖T )×
[ ∫ t

0

s2
kdτ + ‖ēeek(0)− bbbsk(0)‖×

∫ t

0

s2
k

|sk|+ ε1ε(sak)
dτ

] ≤ 0 (39)

综合上述三式, 可知当 |sk| > ε2 时,

Lk − Lk−1 ≤

−
∫ t

0

µb2
kdτ +

∫ t

0

gksk(−uik + ∆d + θ̃θθkϕϕϕk)dτ+

Vk(0)− Vk−1 +
1

2γ1

∫ t

0

(ũ2
ik − ũ2

ik−1)dτ+

1
2γ2

∫ t

0

(θ̃θθ
T

k θ̃θθk − θ̃θθ
T

k−1θ̃θθk−1)dτ (40)

类似于上节中对式 (26)∼ (28) 的处理方法, 可以推
出

Lk − Lk−1 ≤ Vk(0)−
∫ t

0

µg2
ks

2
kdτ − Vk−1−

∫ t

0

√
a2

k + b4
kdτ (41)

利用关系 (33), 可知不等式 Lk(T ) − Lk−1(T ) ≤
− ∫ T

0
µg2

ks
2
kdτ − ∫ t

0

√
a2

k + b4
kdτ 成立, 于是可以推

出 L0(T ) ≥ L1(T ) ≥ · · · ≥ Lk(T ) 以及

Lk(T ) ≤ L0(T )−
k∑

i=1

∫ T

0

µg2
i s

2
i dτ−

k∑
i=1

∫ T

0

√
a2

i + b4
i dτ (42)

由式 (41) 知,

Lk(t) ≤ Vk(0) +
1

2γ1

∫ t

0

ũ2
ik−1dτ+

1
2γ2

∫ t

0

θ̃θθ
T

k−1θ̃θθk−1dτ −
∫ t

0

µg2
ks

2
kdτ ≤

Lk−1(T )−
∫ t

0

µg2
ks

2
kdτ ≤

L0(T )−
∫ t

0

µg2
ks

2
kdτ (43)

于是可知 eeek 在 [0, T ] 上一致有界. 进而从式 (3) 可
以看出 ėeek 是有界的, 于是可知 sk(t) 在 [0, T ] 上连
续.
假设经过足够多周期运行后, 在任意一个时刻

tε ∈ (0, T ) 的 sk(tε) > ε2, 由 sk 的连续性可知, 必
存在 tδ > 0, 满足 sk(t) > ε2,∀t ∈ [tε − tδ

2
, tε + tδ

2
].

由式 (42) 知

Lk(T ) < L0(T )− µkε2
2tδg

2 (44)

当 k > L0(T )

µε22tδg2 , Lk(T ) < 0. 这与 Lypunov 泛函的非

负性相矛盾. 因此当 k > L0(T )

µε22tδg2 ,

|sk(t)| ≤ ε2, t ∈ (0, T ) (45)

此处 g 表示 gk 的下界. 类似地, 可以证明经过足够
多周期运行后, 式 |sk(t)| ≤ ε2 在端点 t = T 时也成

立. ¤
本节给出的准最优重复学习控制算法, 勿需满

足许多常规迭代学习控制算法中所要求的零初始误

差这一假设性前提条件. 在实施时, 系统连续运行,
不需进行停顿复位.

4 仿真算例

例 1. 考虑在 [0, T ] 上重复运行的混沌系统[9]

{
ẋ1,k = x2,k

ẋ2,k = fk + gk(uk + ∆k + θθθT(t)ϕϕϕk)
(46)

式中, fk = −x3
1,k, gk = 1 + 0.01x2

1,k + 0.005x2
2,k,

∆k = −0.1x2,k/(1 + 0.01x2
1,k + 0.005x2

2,k), θθθ(t)
= [cos(16πt), cos(8πt)]T, ϕϕϕk = [ sin(x1,k)

1+0.01x2
1,k+0.005x2

2,k

,
sin(x2,k)

1+0.01x2
1,k+0.005x2

2,k

]T. ∆k 与 θθθ(t) 分别为非参数不

确定性与参数不确定性. 控制的目的是设计 uk,
使得闭环系统经过足够多周期运行后, 系统状
态 [x1,k, x2,k]T 能够在 [0, T ] 上完全跟踪参考信号
xxxd = [x1d, x2d]T = [cosπt, πsin(πt)]T. 不难看出 xxxd

满足假设 3.
情形 1.1. 采用控制律 (34) 进行仿真, 仿真

中取 T = 2, [x1,0(0), x2,0(0)]T = [1.2, 0]T, µ =
5, γ1 = 2, γ2 = 2, ε1 = 0.0000001, ε2 = 0.001,

sk =
∫ t

0
e1,kdτ +2e1,k+e2,k, P =

[
3 1
1 1

]
, e1,k =

x1,k − x1d, e2,k = x2,k − x2d, αk = 0.1
(
[1 + |x1,k|+

|x1d| + 0.01(x2
1d + x2

1,k) + 0.005(x2
2d + x2

2,k)]
2 +

[0.02(|x1d| + |x1,k|)(|x2d| + |x2,k|)]2
) 1

2 . 可以检验
αk 的取值满足假设 1. ūik = 50, θ̄θθ = [20, 20]T. 运
行 50 周期后的结果如图 1∼ 5 所示. 系统在第 50
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周期运行期间的状态信息 x1 和 x2 分别如图 1 和
图 2 所示. 可以看出, xxxk 在整个作业区间精确跟

踪 xxxd. 在第 50 周期运行期间的误差信息见图 3 和
图 4. 控制量在第 50 周期运行期间的取值情况见图
5. Jk 随重复次数的变化情况见图 6 中的曲线 rlc1,
Jk :=

∫ T

0
‖eeek(τ)‖2dτ , eeek = [e1,k, e2,k]T.

情形 1.2. 采用非优化学习控制方法为系统
(46) 设计重复学习控制律

uk = ufk − uik + urk − θθθT
kϕϕϕk (47)

式中,

ufk = −fk − ẍd

gk

urk = −gαm

gk

(1 + T‖A0‖e‖A0‖T )
[
sk + ‖ēeek(0)−

bbbsk(0)‖sgn(sk)
]

(48)

并选用与情形 1.1 相同形式的 uik 和 θθθk, 仿真参数
的选取情况同情形 1.1. 图 6 中曲线 rlc3 为采用控
制律 (47) 进行仿真时的 Jk 随重复次数的变化情况.
情形 1.3. 根据传统 Sontag 公式为系统 (46)

设计准最优重复学习控制律

uk = uok − uik + urk − θθθT
kϕϕϕk (49)

式中, uok 的取值见式 (32), urk 的取值同式 (48),

θθθk = sat(θ̂θθk)

θ̂θθk = sat(θ̂θθk−1) + γ2skgkϕϕϕk, θ̂θθ−1 = 000

仿真参数取值同前. Jk 随重复次数的变化情况见图

6 中曲线 rlc2. 第 50 周期运行期间的控制量情况见
图 7. 可以看出, 存在比较严重的颤振现象.
例 2. 考虑系统{

ẋ1,k = x2,k

ẋ2,k = fk + gk(uk + θθθT(t)ϕϕϕk)
(50)

式中, 各符号的含义同例 1. 参考信号 xxxd =
[x1d, x2d]T = [12t2(1− t), 24t(1− t)− 12t2]T.

情形 2.1. 采用文献 [13] 提出的方法设计控制
器, 选择控制律

uk = uok − θθθT
kϕϕϕk (51)

进行仿真, 式中, uok 的取值见式 (32),

θθθk = θθθk−1 + γ2bkϕϕϕk, θθθ−1 = 000

此处, ak = ∂Vk

∂eeeT
k

(e1,k, fk − ẋd)T, bk = ∂Vk

∂eeeT
k

(0, gk)T.
选取的控制 Lyapunov 函数为

Vk =
1
2
(e1,k + e2,k)2 +

1
2
e2
1,k (52)

初值条件为 x1,k(0) = x1d(0), x2,k(0) = x2d(0). 仿
真中, 取 T = 1, µ = 5, γ2 = 2. 迭代 50 次后, Jk 随

迭代变化情况见图 8 中曲线 ilc1. 第 50 次迭代期间
的控制量大小见图 9, 可以看出, 存在比较严重的颤
振现象.

情形 2.2. 采用本文提出的连续化方法对文献
[13] 给出的算法进行改进, 即选择控制律

uk = uok − θθθT
kϕϕϕk (53)

进行仿真, 其中,

uok = −(µ +
ak +

√
a2

k + b4
k

b2
k + ε1ε(sak)

)bk (54)

θθθk = sat(θ̂θθk)

θ̂θθk = sat(θ̂θθk−1) + γ2bkϕϕϕk, θ̂θθ−1 = 000

仿真中, 取 T = 1, µ = 5, γ1 = 2, γ2 = 2, ε1 =
0.001, ε2 = 0.006, θ̄θθ = [20, 20]T, 初值条件同情形
2.1. 迭代 50 次后, Jk 随迭代变化情况见图 8 中曲
线 ilc2, 第 50 次迭代期间的控制量大小见图 10.
情形 2.3. 考虑对系统 (50) 实施非优化学习控

制算法, 选择控制律

uk = −fk − ẍd

gk

− θθθT
kϕϕϕk

进行仿真, 其中,

θθθk = sat(θ̂θθk)

θ̂θθk = sat(θ̂θθk−1) + γ2skϕϕϕk, θ̂θθ−1 = 000

仿真参数及初值条件同情形 2.2. 迭代 50 次后, Jk

随迭代变化情况见图 8 中曲线 ilc3.

图 1 x1 及其期望轨迹 x1d: 情形 1.1

Fig. 1 x1 and its desired trajectory x1d: Case 1.1
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图 2 x2 及其期望轨迹 x2d: 情形 1.1

Fig. 2 x2 and its desired trajectory x2d: Case 1.1

图 3 误差 e1: 情形 1.1

Fig. 3 The error e1: Case 1.1

图 4 误差 e2: 情形 1.1

Fig. 4 The error e2: Case 1.1

图 5 控制输入: 情形 1.1

Fig. 5 Control input: Case 1.1

图 6
∫ T

0
‖eeek(τ)‖2dτ 随重复周期数的变化

Fig. 6
∫ T

0
‖eeek(τ)‖2dτ with respect to cycles

图 7 控制输入: 情形 1.3

Fig. 7 Control input: Case 1.3
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图 8
∫ T

0
‖eeek(τ)‖2dτ 随迭代次数的变化

Fig. 8
∫ T

0
‖eeek(τ)‖2dτ with respect to iterations

图 9 控制输入: 情形 2.1

Fig. 9 Control input: Case 2.1

图 10 控制输入: 情形 2.2

Fig. 10 Control input: Case 2.2

图 6 中的曲线 rlc1 和 rlc2 几乎完全重合, 图 8
中的曲线 ilc1 和 ilc2 几乎完全重合, 表明采用本文
方法设计控制器, 闭环系统误差收敛速度接近于根
据传统 Sontag 公式设计的控制器. 比较图 5 和图

7, 图 9 和图 10, 说明本文给出的连续化方案可以消
除颤振现象.
上述两个仿真例子说明了本文所提方法的有效

性, 实施该算法的闭环系统具有较快的误差收敛速
度, 同时又可避免根据传统 Sontag 公式设计控制器
时可能发生的颤振.

5 结论

本文针对参数/非参数不确定非线性系统, 提出
准最优迭代学习控制和重复学习控制方法, 旨在获
得较非优化算法更快的闭环系统误差收敛速度. 根
据 Sontag 公式给出标称系统的优化控制, 并采用鲁
棒学习策略处理非参数不确定性. 本文利用光滑过
渡函数对传统 Sontag 公式进行连续化处理, 避免了
根据传统 Sontag 公式设计控制系统时可能出现的
颤振现象. 经过足够多次迭代运行或足够多个周期
的重复学习后, 可以实现系统状态以预设精度跟踪
参考信号.
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