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最大规范化依赖性多标记半监督学习方法

张晨光 1 张 燕 1 张夏欢 2

摘 要 针对现有多标记学习方法大多属于有监督学习方法, 而不能有效利用相对便宜且容易获得的大量未标记样本的问

题, 本文提出了一种新的多标记半监督学习方法, 称为最大规范化依赖性多标记半监督学习方法 (Normalized dependence

maximization multi-label semi-supervised learning method). 该方法将已有标签作为约束条件, 利用所有样本, 包括已标记

和未标记样本, 对特征集和标签集的规范化依赖性进行估计, 并以该估计值的最大化为目标, 最终通过求解带边界的迹比值问

题为未标记样本打上标签. 与其他经典多标记学习方法在多个真实多标记数据集上的对比实验表明, 本文方法可以有效从已

标记和未标记样本中学习, 尤其是已标记样本相对稀少时, 学习效果得到了显著提高.
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Learning Method
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Abstract In view of the problems that most of present multi-label learning methods are supervised learning methods

and cannot effectively make use of relatively inexpensive and easily obtained large number of unlabeled samples, this paper

puts forward a new multi-label semi-supervised learning method, called normalized dependence maximization multi-label

semi-supervised learning method (DMMS). The DMMS regards labeled samples as constraint conditions, estimates the

normalized dependency of feature and label sets on all samples including labeled and unlabeled samples, and maximizes

the estimation by finally addressing a trace ratio optimization problem with constraint conditions for label unlabeled

samples. Experiments comparing DMMS with the state-of-the-art multi-label learning approaches on several real-world

datasets show that the DMMS can effectively learn from labeled and unlabeled samples, especially when the labeled is

relatively rare, the learning performance can be improved greatly.
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传统的分类学习, 包括多类学习 (Multi-class
learning) 每个样本只属于一个类别, 可统称为单标
记学习问题 (Single-label learning). 然而, 实际应
用中, 一个样本可能同时属于多个类别. 例如, 一篇
文档可能属于多个预定义的主题; 一张图片可能同
时具有多个语义; 一个基因可能具有多种功能. 这种
单个样本具有多个类别的学习问题称为多标记学习
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问题. 传统的学习方法, 包括近邻法、决策树、神经
网络和支持向量机等都不能直接用于多标记学习问

题. 为此, 研究者提出了问题转换和算法改进两种解
决方案[1−2]. 问题转换法主要针对标签集, 通过处理
样本标签将多标记学习问题转换成传统学习方法能

解决的问题. 比如, Binary relevance[2] 和 Classifier
chains[3] 对每个标签都分别建立分类器, 将多标记
学习问题转换成若干二分类问题; Label powerset[4]

和 Random k-labelsets[5] 将样本标签组合视为新类

标签, 把多标记问题转换成多类学习问题. 算法改进
方法则是通过改进单标记学习方法使之适用于多标

记学习问题. 比如, Multi-label k-nearest neighbor
(MLKNN)[6] 和Rank-SVM[7] 分别改进了 k 近邻和

支持向量机, 使之适用于多标记学习.
目前, 无论是基于问题转换还是算法改进的多

标记学习方法, 研究重点多集中在有监督学习范
畴. 一般地, 有监督学习方法往往需要足量的已标
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记样本. 尤其是多标记情况下, 为了避免类别数
目增加导致的已标记样本相对稀疏的情况, 需要大
量已标记样本. 但是, 与之相对立的是已标记样
本尤其是多标记问题中已标记样本一般都价格昂

贵, 需要花费大量时间和人工才能获得. 为了解决
该问题, 科研工作者提出了若干可利用未标记样本
的半监督多标记学习方法. ML-LGC (Multi-label
local and global consistency)[8]、SMSE (Semi-
supervised algorithm for multi-label learning by
solving a Sylvester equation)[9] 和 MASS (Multi-
label semi-supervised learning)[10] 分别在图半监
督学习和 Hinge 损失基础上添加能反映类间关
系的正则项, 一定程度上克服了图半监督学习和
半监督支持向量机应用于多标记学习时无视类别

之间关系的问题. TML (Transductive multi-label
learning)[11] 在隐马尔可夫模型下利用未标记样
本, 不仅考虑了类间相关关系, 还考虑了类间互
斥关系. Semi-supervised subspace learning[12] 通

过组合无监督子空间表达方法和有监督多标记学

习方法得到半监督多标记学习方法. iMLCU (In-
ductive multi-label classification with unlabeled
data)[13] 在 Rank-SVM 基础上增加包含未标记样

本的损失项和约束项, 提出了一种归纳 (Inductive)
多标记分类算法. CNMF (Multi-label learning
method based on constrained non-negative matrix
factorization)[14] 通过最大化样本特征距离矩阵与
样本标签距离矩阵之间的相似度, 得到未标记样本
的所有类属. Tram (Transductive multi-label clas-
sification)[15] 假设样本标签在样本特征流形面上足
够光滑, 在此基础上得到类似于随机游走模型的多
标记学习方法, 并在多个真实数据上验证了其学习
效果.
与这些半监督多标记学习方法不同, 本文以

样本特征集与样本标签集的规范化依赖性为基础,
提出了一种新的半监督多标记学习方法, 称为最
大规范化依赖性多标记半监督学习方法 (Normal-
ized dependence maximization multi-label semi-
supervised learning method, DMMS). 变量依赖
性的判断在统计学中已经具有完备的理论. 近年
来, 因为独立分量分析 (Independent component
analysis) 的需要, 提出了若干基于再生核希尔伯特
空间的依赖性度量方法, 包括 Kernel constrained
covariance (KCC)[16]、Hilbert-Schmidt indepen-
dence criterion (HSIC)[17] 以及 Kernel generalised
variance (KGV)[18] 等. 其中, HSIC 对于独立性的
估计具有形式简单和收敛速度快等特点, 已经在近
年被用于聚类分析[19] 和结构发现[20] 以及多标记维

数约简[21] 且均取得了非常好的效果.

本文在规范化 HSIC 的基础上, 将已有标签作
为约束, 利用所有样本, 包括已标记和未标记样本
对特征集和标签集的规范化依赖性进行估计, 并
以最大化该估计值作为优化目标, 最终通过求解带
边界的迹比值问题为未标记数据打上标签. 理论
上, DMMS 以基于统计理论的依赖性作为理论基
础, 可以通过增加样本数目, 包括未标记样本数目
提高依赖性估计的准确性; 另一方面, 无论样本同
时属于多少个类, DMMS 都将该样本的标签组合
看做标签集中一个点并映射至再生核希尔伯特空

间, 因此 DMMS 是适用于多标记学习问题的直推
(Transductive) 半监督学习方法. 本文在多个真实
多标记数据库与其他经典多标记学习方法, 包括
MLKNN 和 Binary relevance 以及其他半监督多标
记学习方法, 包括ML-LGC[8] 和 Tram[15] 做了对比

实验. 实验表明 DMMS 可以有效从已标记和未标
记样本中学习, 尤其是已标记样本相对稀少时, 学习
效果在多项指标上都有显著提升.

1 HSIC简介

HSIC 是一种基于核的独立性度量方法, 通过计
算再生核希尔伯特空间上 Hilbert-Schmidt 互协方
差算子范数得到独立性判断准则.
假设 X 和 Y 都是可分度量空间, 且 F 和 G 分

别是 X 和 Y 的再生核希尔伯特空间. 记 X 到 F 上
的映射为 Φ : X → F , 得到 X 上核函数为

k(xxx,xxx′) = 〈Φ(xxx),Φ(xxx′)〉F , xxx,xxx′ ∈ X (1)

这里 〈·, ·〉F 表示空间 F 上内积. 类似地, 可以记 Y
到 G 的映射为 Ψ : Y → G, 得到相应核函数为

l(yyy,yyy′) = 〈Ψ(yyy),Ψ(yyy′)〉G , yyy,yyy′ ∈ Y (2)

假设 PrX×Y 是 (X × Y,Γ× Λ) 上的联合分布,
Γ和Λ分别是X 和 Y 的Borel集. 相应的边缘分布
分别记为 PrX 和 PrY , 互协方差算子 Cxyxyxy : G → F
定义为

Cxyxyxy = Exxx,yyy [Φ(xxx)⊗Ψ(yyy)]− µxxx ⊗ µyyy (3)

这里, µxxx和 µyyy 分别表示Φ(xxx)和Ψ(yyy)的期望. ⊗表
示张量积,对任意 fff ∈ F 和 ggg ∈ G,有 fff⊗ggg : G → F
为

(fff ⊗ ggg)hhh = fff 〈ggg,hhh〉G , ∀hhh ∈ G (4)

Cxyxyxy 可以看成 Hilbert-Schmidt 算子, 而所谓的
HSIC 即定义为 Cxyxyxy 的 Hilbert-Schmidt 算子范数,
也即:

HSIC(F ,G,PrX×Y) = ‖Cxyxyxy‖2

HS
(5)
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在观察得到数据 Z = ((xxx1, yyy1), · · · , (xxxn, yyyn))
的基础上, 可以给出 HSIC 的经验估计值:

HSIC(F ,G, Z) = (n− 1)−2tr[HKHL] (6)

其中, tr[·] 表示求迹, H = I − 1
n
eeeeeeT, I 为单位矩阵,

eee 是元素值全为 1 的列向量, K, L 分别是核 k 和 l

关于观测值 Z 的 Gram 矩阵, 即Kij = k(xxxi,xxxj) 以
及 Lij = l(yyyi, yyyj). HSIC 的经验估计值在理论上已
被证明具有收敛速度快以及计算简单等优点, 它的
值越大说明 X 和 Y 关联性越强, 等于 0 时说明 X
和 Y 相互独立.

2 最大规范化依赖性多标记半监督学习方法

考虑到样本特征与其标签具有联系这一基本假

设, 本文在 HSIC 的基础上对样本特征集与标签集
之间的关联程度进行量化.
给定已标记数据集和未标记数据集分别为

V = {(xxxi, yyyi) ∈ X × Y|i = 1, · · · , v} 和 U =
{(xxxj, yyyj) ∈ X × Y|j = v + 1, · · · , v + u}, 其中
X 和 Y 分别是样本特征和标签所在空间. 记样本可
能的类别总数为 m, 那么 Y 中标签向量是 m 维列

向量. 其中, 已标记样本 xxxi (i = 1, · · · , v) 的类别已
知, 相应标签向量 yyyi 记为

yki =

{
1, xxxi属于第 k类 (1 ≤ k ≤ m)

−1, 否则
(7)

未标记样本 xxxj (j = v + 1, · · · , v + u) 的类别未知,
可以设定它的标签向量 yyyj 为实向量, 当中元素表示
置信值. 比如, ykj 是第 j 个样本属于 k 类的置信程

度. DMMS 的目标即是求得这些置信值. 记

X = [xxx1,xxx2, · · · ,xxxv+u], Y = [yyy1, yyy2, · · · , yyyv+u]
(8)

给定 X 和 Y 上的核函数分别为 k(xxx,xxx′) 和
l(yyy,yyy′), 可以得到它们关于 X 和 Y 的 Gram 矩阵
K 和 L, 从而有 ‖Cxyxyxy‖2

HS
的估计值为

HSIC(F ,G, X, Y ) = (n− 1)−2tr[HKHL] (9)

F 和 G 分别是 X 和 Y 的再生核希尔伯特空
间, H 的定义同式 (6), n = v + u 表示样本总

数. 简单起见, 标签集上的核函数取为线性核, 即
l(yyy,yyy′) = yyy′Tyyy(yyy,yyy′ ∈ Y), 于是

tr[HKHL] = tr[HKHY TY ] = tr[Y HKHY T]
(10)

单纯采用式 (10) 的值作为样本特征集与标签集之间
的关联性度量, 会受到标签集的尺度影响, Y 的尺度

越大它的值越大. 针对该问题, 对式 (10) 进行类似
于 Blaschko 等的规范化[20], 得到以下优化目标:

max
Y

tr [Y HKHY T]√
tr[HY TY HY TY ]

(11)

在式 (11) 中增加常数项
√

tr[HKHK] 可得到它的
同解问题如下:

max
Y

ρ(X, Y ) =
tr [Y HKHY T]√

tr[HY TY HY TY ]tr[HKHK]
(12)

上式分母因子项 tr[HY TY HY TY ] = tr[HLHL]和
tr[HKHK] 分别是空间 F 和 G 到自身的 Hilbert-
Schmidt 算子范数 ‖Cyyyyyy‖2

HS
和 ‖Cxxxxxx‖2

HS 的估计值.
因此, 某种意义上, 本文优化目标可以看成是样本
特征集与标签集的相关系数的估计值. 可以证明, 若
ρ(X, Y ) 存在, 则有:

0 ≤ ρ(X, Y ) ≤ 1 (13)

先证 ρ(X, Y ) ≤ 1. 事实上, 令 K̃ = HKH,
L̃ = HLH, 由 H2 = H 可知

tr[HKHL] = tr[HKHHLH] =
〈
K̃, L̃

〉
F

(14)

这里 〈·〉F 表示 Frobenius 内积. 同理,

tr[HKHK] =
〈
K̃, K̃

〉
F

(15)

tr[HLHL] =
〈
L̃, L̃

〉
F

(16)

由施瓦茨不等式立刻就有:
〈
K̃, L̃

〉2

F
≤

〈
K̃, K̃

〉
F

〈
L̃, L̃

〉
F

(17)

即 ρ(X, Y ) ≤ 1. 下证 0 ≤ ρ(X, Y ). 记 Ỹ = Y H,
Ỹ (i, ·) 表示 Ỹ 第 i 行, 由K 是半正定矩阵可知,

tr [HKHL] = tr [Y HKHY T] =∑
i

tr
[
Ỹ (i, ·)KY (i, ·)T

]
≥ 0 (18)

另一方面, 由内积定义可知 tr[HLHL]=
〈
L̃, L̃

〉
F
≥

0,且类似也有 tr[HKHK] ≥ 0. 因此,如果 ρ(X, Y )
存在, 则必有 0 ≤ ρ(X, Y ).
选用 ρ(X, Y )而非单纯的HSIC(F ,G, X, Y )作

为优化目标, 可以避免 Y 的尺度造成的无解问题.
最后, 注意到 Y 对应于已标记样本部分事实上是

已知的, 本文将这些已知标签作为边界条件. 记 YV

和 YU 分别为 Y 对应于已标记和未标记样本部分,
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DMMS 最终写为以下优化问题:

max
Y

tr [Y HKHY T]√
tr [HY TY HY TY ]

s. t. YV ≡ [yyy1, · · · , yyyv],

‖YU‖2

F = τ, τ为常数

(19)

其中, ‖·‖F 是 Frobenius 范数, τ > 0 是预先给定常
数, 用于协调已标记和未标记数据, 避免 YU 尺度过

大减弱 YV 对于比值大小的贡献率.
理论上, HSIC 估计值在样本数趋于无穷大时,

将以极大概率收敛至真实值[22]. DMMS 以 HSIC
估计值为算法基础, 选择与样本特征空间规范化依
赖程度最高的标签预测值作为未标记样本的最终标

签. 大量样本, 包括未标记样本的加入有助于提高此
估计的准确度, 进而提高分类精度. 此外, DMMS 对
于标签集中元素的维数没有限制, 因此DMMS 是一
种适用于多标记学习问题的直推半监督学习方法.

3 DMMS的求解

首先给出式 (19) 具有最优解的证明. Y 中

的 YV 部分非 0, 由 L̃=HY TY H 且 tr[HLHL]=〈
L̃, L̃

〉
F
可知分母 tr[HLHL] 6= 0. 又式 (19) 中的

分子分母俱是关于 YU 的连续函数, 因此式 (19) 的
目标函数是关于 YU 的连续函数,在约束 ‖YU‖2

F = τ

下必有最大值.
接下来可以通过求解带边界的迹比值问题得到

式 (19) 的最优解.

3.1 简化为迹比值问题

尽管式 (19) 在理论上存在最优解, 但是直接求
解该问题很困难, 下面做些简化. Blaschko 等对类
似于式 (19) 的最优化问题采用贪心策略[20], 每次只
求取 Y 中的一行 (即某一类), 从而近似得到整个问
题的解. 将 Y 视为一行, 有:

√
tr [HY TY HY TY ] =√

tr [Y HY TY HY T] = tr [Y HY T]
(20)

本文考虑在 Y 是矩阵的情况下直接用 tr [Y HY T]
近似代替

√
tr [HY TY HY TY ] 以达到简化以及加

快计算的目的. 记 A = HKH, 简化后的优化问题
为

max
Y

tr [Y AY T]
tr [Y HY T]

s. t. YV ≡ [yyy1, · · · , yyyv],

‖YU‖2

F = τ, τ为常数

(21)

可以证明, 简化后优化问题依然存在最优解. 事实
上, 由 H 定义可知, H 是半正定矩阵, 而

tr
[
Y HY T

]
=

∑
i

Y (i, :)HY (i, :)T (22)

又 Y 6= 0, 因此一般都有分母 tr [Y HY T] 6= 0, 这里
Y (i, :) 是 Y 第 i 行. 接下来类似于式 (19) 有解证
明, 立刻就有式 (21) 同样有最优解.

3.2 求解迹比值问题

广而言之, 式 (21) 可以看作迹比值 (Trace ra-
tio) 问题[23−24]. 与其他迹比值问题相比, 因为含有
边界条件和约束条件, 式 (21) 的求解会更为困难.
为了求解该问题, 首先将 A 按照已标记和未标记样

本的划分分成 4 部分:

A =

[
AV AV U

AUV AU

]
(23)

其中, AV 和 AU 分别对应已标记和未标记样本,
AT

UV = AV U . 类似的, 有:

H =

[
HV HV U

HUV HU

]
(24)

于是

tr[YAY T] = tr[YV AV Y T
V +2YV AV UY T

U +YUAUY T
U ]

tr[YHY T] = tr[YV HVY
T

V +2YV HV UY
T

U +YUHUY T
U ]

(25)

记

f(YU) = tr[Y AY T]
g(YU) = tr[Y HY T]

(26)

与其他迹比值最优化问题求解方式[23−24] 类

似, 本文希望在迭代过程中逐步提高迹的比值, 并
且在若干迭代步后能够收敛至最优解. 对于给定
Y b

U(
∥∥Y b

U

∥∥2

F
= τ), 令

λb =
f(Y b

U)
g(Y b

U)
(27)

有

f(Y b
U)− λbg(Y b

U) = 0 (28)

令 F (YU) = f(YU)− λbg(YU), 求得:

Y ∗
U = arg max

‖YU‖2F =τ
F (YU) (29)
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于是

F (Y ∗
U ) ≥ F (Y b

U)

f(Y ∗
U )− λbg(Y ∗

U ) ≥ 0

f(Y ∗
U )

g(Y ∗
U )

≥ f(Y b
U)

g(Y b
U)

(30)

从式 (30) 可知, 上述步骤可以保证每次迭代过程中
都找到新的 Y ∗

U , 使得迹的比值只升不降. 假设式
(21) 的最优值点为 Y M

U , 相应最优值为 λM , 迭代过
程中迹的比值系列为

λ0, λ1, · · · , λn, λn+1, · · · (31)

可以证明这个系列必将收敛到 λM . 事实上, 由

λ0 ≤ λ1 ≤ · · · ≤ λn ≤ λn+1 ≤ · · ·
λi ≤ λM(∀i) (32)

可知这是一个单调上升且有上界的数列, 从而
必有极限. 令 λlim = limi→∞ λi, 下面反证必有
λlim ≡ λM . 假设 λlim 6= λM , 那么 λlim < λM ,
令

λd = λM − λlim (33)

那么对于任意 i 均有 λM − λi ≥ λd, 也即

f(Y M
U )− λig(Y M

U ) ≥ λdg(Y M
U ) (34)

另一方面, 由 λlim = limi→∞ λi, 根据极限定义, 任
意 ε > 0, 存在 i0, 对任意 i > i0 有:

λi+1 − λi < ε (35)

也即

f(Y i+1
U )− λig(Y i+1

U ) < εg(Y i+1
U ) (36)

g(YU) 是连续函数, 在有界闭集内 g(Y i+1
U ) 小于某

常数, 又 λdg(Y M
U ) 是一个常数, 综合式 (34) 和式

(36), 只要 i0 足够大, 就有:

f(Y M
U )− λig(Y M

U ) > f(Y i+1
U )− λig(Y i+1

U ) (37)

这与 Y i+1
U = arg max‖YU‖2F =τ f(YU) − λig(YU) 矛

盾, 因此必有 λlim ≡ λM , 相应达到该比值的点 Y lim
U

即为最优值点.
求解式 (21) 的详细算法步骤总结在算法 1 中.
算法 1. 求解迹比值最优化问题 (21)

输入. 矩阵 A 和H, 已标记样本的标签矩阵 YV 以及参

数 τ .

输出. 未标记样本的标签矩阵 YU .

步骤 1. 按照式 (26) 得到函数 f 和 g, 给定阈值 κ > 0

(本文取为 10−7) 为很小的数.

步骤 2. 给定 λa=0, 随机初始化 Y b
U 并规范化, 使得

tr
[
Y b

U (Y b
U )T

]
= τ , 记 λb = f(Y b

U )/g(Y b
U ).

步骤 3. 循环执行步骤 3.1和步骤 3.2直到 λb−λa < κ.

步骤 3.1. 令 F (YU ) = f(YU ) − λbg(YU ), 求解得到新

的 Y b
U = arg max‖YU‖2F =τ F (YU ).

步骤 3.2. 令 λa = λb, λb = f(Y b
U )/g(Y b

U ).

步骤 4. 输出 YU = Y b
U . Y b

U 中每一列 YU (:, j) (j =

1, · · · , u) 的第 i 个数表示第 j 个样本属于第 i 类的置信度.

3.3 求解迹比值问题中的子问题

在提高迹的比值过程中需要求解另一子优化问

题, 即式 (29) (算法 1 中步骤 3.1). 现将该优化问题
重新叙述如下:

max
YU

F (YU)

s. t. ‖YU‖2

F = τ, τ为常数
(38)

其中

F (YU)=f(YU)−λbg(YU) =

tr[YU(AU − λbHU)Y T
U ]+

2tr[YV (AV U−λbHV U)Y T
U ]+

tr[YV (AV−λbHV )Y T
V ] (39)

上式最后一项 tr[YV (AV − λbHV )Y T
V ] 相对于 YU 是

常数, 不影响最后的解, 将它舍弃并记

M = (AU − λbHU)
N = YV (AV U − λbHV U)

(40)

得到式 (38) 的同解问题为

max
YU

F (YU) = tr[YUMY T
U ] + 2tr[NY T

U ]

s. t. ‖YU‖2

F = τ, τ为常数
(41)

显然, 问题 (41) 存在最优解. 引入乘子形式有:

L(YU |α) = F (YU)− α(‖YU‖2

F − τ) (42)

由KKT 条件可知 α 6= 0, 且 α 与最优值点 Y ∗
U 应满

足如下方程组:




1
2

∂L(YU |α)
∂YU

= (M − αI)Y T
U + NT = 0

∂L(YU |α)
∂α

= ‖YU‖2

F − τ = 0
(43)

注意到M 是实对称矩阵, 可正交分解为M =
PΛPT, Λ 是以M 的所有特征值为对角元素的对角

矩阵, P 是相应的特征向量矩阵. 于是, 可重写方程
组 (43) 中第一个方程为

Y T
U = −P (Λ− αI)−1PTNT (44)
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结合方程组 (43) 的第二个方程就有:

tr[PTNTNP (Λ− αI)−2] = τ (45)

也即

u∑
i=1

N̂i

(α− λi)
2 = τ (46)

其中

N̂ = PTNTNP (47)

N̂i 与 λi 分别是 N̂ 和 Λ 对角线上的第 i 个元素. 求
解式 (46) 可以得到拉格朗日乘子 α 的值. 特别地,
当未标记样本数 u 比较大且 τ 较小时, 上式也可以
简化为

u∑
i=1

N̂i

α2
= τ (48)

即

α =

√
tr[N̂ ]

τ
(舍弃负值) (49)

最后由式 (44) 可以得到最优值点 Y ∗
U . 求解式

(41) 的算法步骤总结为算法 2.
算法 2. 求解优化问题 (41)

输入. 矩阵 A 和 H, 已标记样本的标签矩阵 YV , 参数

τ , 当前迹比值 λb.

输出. 优化问题 (41) 的最优解 Y ∗
U .

步骤 1. 按照式 (23) 和式 (24) 对 A 和H 进行划分, 并

由式 (40) 得到矩阵M 和 N .

步骤 2. 计算M 的特征向量和特征值, 得到特征向量

矩阵 P 和特征值对角矩阵 Λ (实验仅选取了特征值最大的 6

个量), 并按照式 (47) 计算出 N̂ .

步骤 3. 求解式 (46) 或直接由式 (49) 得到拉格朗日乘

子 α.

步骤 4. 按照式 (44) 对每一个拉格朗日乘子计算相应

YU , 选择使得 f(YU )/g(YU ) 最大的 YU 作为最优值点 Y ∗
U , 输

出 Y ∗
U .

4 实验

实验评测按照一定的采样比率从数据集中随机

抽取少部分 (保证每一个类至少一个样本) 作为训练
集, 剩下的作为测试集. 而且, 为了避免随机抽样对
实验结果的影响, 同样的采样率下每个实验均进行
了 5 次, 最后的结果以这几次实验结果的均值和标
准差形式给出. 本文在不同采样率下将DMMS 与经
典多标记学习方法在多个真实多标记数据集上做了

对比实验, 讨论了 DMMS 的执行效率以及 DMMS
中参数对识别精度的影响情况.

4.1 参数设置

实验涉及 5 种多标记学习方法, 下面就各种方
法当中的参数给予说明和设定:

1) DMMS: DMMS (Matlab 实现) 是本文提出
的方法, 当中的参数 τ 取为 1, 样本特征集上的核函
数选为常用的高斯核, 即

k(xxxi,xxxj) = exp

(
−‖xxxi − xxxj‖2

2σ2

)
, xxxi,xxxj ∈ X

(50)

参数 σ 取为样本特征集上任意两点欧氏距离的平均

值. DMMS 方法也可以选用别的核函数, 但是因为
本文目的在于引入DMMS 方法, 而高斯核已足够说
明DMMS 方法的有效性, 因此关于其他核函数的选
择不在本文讨论范围.

2) MLKNN: MLKNN (Matlab 实现) 改进 k

近邻法使之适用于多标记情况, 需要构建近邻图. 近
邻数设定为 15, 并将式 (50) 作为构图过程中任意
两个样本特征之间相似度 (距离) 的计算公式. 参数
Smooth 设定为 1.

3) Binary relevance (Java 实现): Binary rel-
evance 为每类分别建立分类器, 将多标记学习问题
转换成若干二分类问题, 基础分类器采用朴素贝叶
斯方法.

4) ML-LGC (Matlab 实现): ML-LGC 是半监
督多标记学习方法, 需要同时构建样本特征集和类
别标签集上的近邻图. 样本特征集上近邻图的构建
与MLKNN 一致. 考虑到类别总数通常不会很大且
测试集上样本标签未知, 类别标签集上近邻图的构
建只针对训练集且构建的是全连接图. 根据实验结
果以及 Zha 等对参数设置的讨论[8], 协调样本标签
和样本特征两幅图的权重因子分别取为 0.1 和 1.

5) Tram: Tram (Matlab 实现) 是半监督多标
记学习方法, 分为概念学习和预测两步. 概念学习步
骤需要对样本特征构建近邻图, 构建该近邻图的参
数设定与DMMS 方法一致. 概念预测步骤采用直推
方式.

4.2 数据集

实验所用数据集是多标记学习领域常用或

标准数据集, 包括: Scene、Emotions、Bibtex
和 Reuters. Scene[25] 是语义场景分类数据

集; Emotion[26] 是音乐情感分类数据集; Bib-
tex[27] 来源于 ECML/PKDD 2008, 是文本标
注数据集; Reuters(Rcv1)[28] 是著名的文本分
类标准数据集, 本文使用了当中的第一子集.
这些数据集均可从开源项目 mulan[29] 的主页

(http://mlkd.csd.auth.gr/multilabel.html)下载得
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到. 它们的具体情况已经列在了表 1 里. 其中,
Name、Domain、Instances、Attributes和Class分
别表示数据库名称、所属领域、样本总数、样本特征

维数和类别总数. Cardinality 表示每个样本平均所
属的类别数, 而 Density 是 Cardinality 与类别总数
的商值.

4.3 评测指标

传统的单标记分类问题中的评测指标, 包括准
确率 (Accuracy)、查准率 (Precision)、查全率 (Re-
call) 和 F-measure 等都不适用于多标记学习问题.
多标记学习问题中的评测要比单标记学习的复杂很

多. Schapire 等定义了目前多标记学习中的 5 种常
用评价指标[30], 它们的具体公式可参见原文, 这里
简介如下:

1) 汉明损失 (Hamming loss): 指定阈值后, 可
以通过样本类属置信值预测得到任意未标记样本的

类属, 比如 yji 大于阈值, 则认为第 i 个样本属于第

j 类. 汉明损失衡量了预测结果与样本实际类属之
间的不一致程度, 即样本属于某类但未被识别出, 或
不属于某类却被误判的可能性.

2) 1-错误率 (One-error): 描述了对任一样本类
属置信值最高的类属不是其实际类别的平均可能性,
在单标记学习中, 就演化成普通的分类错误率.

3) 覆盖率 (Coverage): 将任意样本对应的类属
置信值降序排序, 覆盖率衡量了从置信值最高的类
别开始, 平均需要跨越多少个类属才能覆盖样本所
属的全部类别.

4) 排序损失 (Ranking loss): 表明了预测结果
里, 真实所属类别的置信值低于非所属类别置信值
的可能性.

5) 平均精度 (Average precision): 平均精度反
映了置信值大于真实类别置信值的类属全是样本所

属真实类别的可能性.
5 项指标值, 除了平均精度是越大越好之外 (最

大为 1), 其余都是越小说明学习方法越有效.

4.4 实验结果与分析

本文首先在 4 个真实数据集上对比了

DMMS、MLKNN、Binary Relevance、ML-LGC
和 Tram 5 种多标记学习方法的学习效果. 所有数据
集在实验前均进行了尺度归一, 使得各特征的期望
为 0, 方差为 1. 实验结果总结为误差棒图 (均值 +
标准差), 其中横轴表示采样率 (采样率指已标记样
本占总样本比率), 纵轴是各项指标值.

图 1 是 Scene 数据集上的结果. 从结果可知,
DMMS 和 Tram 两种半监督方法总体要略好于其
他学习方法, 这可能与半监督学习能够利用未标
记数据有关. 进一步可以看到, 在所有采样率下
DMMS 方法的 1-错误率、覆盖率、排序损失和平均
精度都要好于其他 4 种方法, 且已标记数据越稀少
越明显. 比如采样率 0.01时,相比最接近DMMS的
方法, DMMS 在平均精度和 1-错误率上的提高程度
超过了 9%, 排序损失、覆盖率则提高了 40%以上.
汉明损失方面, 采样率小于 0.04 时, DMMS 要好于
其他方法, 而采用率偏高时DMMS 比其余学习方法
略差. 计算汉明损失需要给定相应的阈值. DMMS
按照 Cardinality (定义见第 4.2 节) 给出的比例值,
将单个样本置信值所在区间分成两部分, 中间的临
界点指定为该样本阈值. 其余方法如何设置阈值可
参看原文.
图 2 是 Emotions 数据集上的结果. 总体上,

DMMS、Tram 和 ML-LGC 这三种半监督学习方
法的效果要好于其他方法. 具体而言, 当采样率大
于 0.04 时, DMMS 和 Tram 这两种半监督学习方
法在各项指标上的曲线几乎重合, 都要略好于其他
学习方法. 采样率小于 0.04 时, 已标记数据严重不
足, Tram 和ML-LGC 两种半监督学习方法相对于
其他监督学习方法而言并没有优势甚至略差, 这可
能与ML-LGC 需要利用已标记数据估计类间关系,
而 Tram 需要利用已标记数据估计先验概率有关.
至于 DMMS, 采样率偏小时, 虽然它的识别效果也
有所下降, 但是相比于 MLKNN 和 Tram 而言, 下
降的程度要低很多, 总体上依然要比其他监督学习
方法要略好. 比如采样率为 0.01 时, 训练集几乎只
包含了每一类中的一个样本, DMMS 的覆盖率、汉
明损失、平均精度和排序损失相比于最接近它的方

法分别提高了 6%、9%、5.9% 和 10%.

表 1 多标记学习数据集

Table 1 The datasets for multi-label learning

Name Domain Instances Attributes Class Cardinality Density

Emotions Music 593 72 6 1.869 0.311

Scene Multimedia 2 407 294 6 1.074 0.179

Bibtex Text 7 395 1 836 159 2.402 0.015

Reuters Text 6 000 47 236 101 2.880 0.029
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图 1 不同采样率下, Scene 数据集上的实验结果 (均值±方差)

Fig. 1 Results on Scene data-set with different label rates (mean± std)

图 2 不同采样率下, Emotions 数据集上的实验结果 (均值±方差)

Fig. 2 Results on Emotions data-set with different label rates (mean± std)

图 3 是 Bibtex 数据集上的结果. Bibtex 数据
集上样本数最少类别只含有 51 个样本, 因此设定采
样率从 0.02 开始. 从图 3 可见, 汉明损失上 DMMS
与 MLKNN 曲线图几乎重合, 都要好于其他方法;
排序损失、覆盖率和平均精度上 DMMS 明显好于
其他所有方法. 比如采样率为 0.02 时, 相较于最接

近 DMMS 的方法, DMMS 在这三项指标上分别提
升了 35%、55%和 30%以上; 1-错误率上, DMMS
与 Binary relevance 接近, 都要好于其他方法.
图 4 是 Reuters 数据集上的结果. Reuters

数据集的样本维数比较高, 具有 47 236 维. 为了
计算方便, 实验先用主成分分析方法将维数降
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至 500 维. 同时, 为了保证采样率始于 0.01 且
每类至少包含一个已标记样本, 实验只保留了
样本数大于 100 的 48 个类别. 从实验结果可
以看到, DMMS 的汉明损失与 MLKNN 几乎一

致, 略好于其他方法. 其他指标上, 除了采样率
0.01 时, Tram 的 1-错误率值要好于其他方法之
外, DMMS 在所有采样率上都要明显优于其他方
法.

图 3 不同采样率下, Bibtex 数据集上的实验结果 (均值±方差)

Fig. 3 Results on Bibtex data-set with different label rates (mean± std)

图 4 不同采样率下, Reuters 数据集上的实验结果 (均值±方差)

Fig. 4 Results on Reuters data-set with different label rates (mean± std)
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进一步, 为了检验已标记样本稀少时DMMS 是
否显著优于其他方法, 本文选定DMMS 作为控制方
法 (Control method), 在显著性水平 α = 0.05 下将
DMMS 与其他方法作了 Holm 检验, 检验数据是采
样率 0.04 以下 (包括 0.04) 各方法在所有数据集上
的平均精度值, 检验结果参见表 2. 从表 2 可以看到,
MLKNN、Tram、Binary relevance 和ML-LGC 的
p 值均小于修正后的显著水平 α/i 值, 因此应该拒
绝零假设, 即认为 DMMS 显著优于其他方法.
各算法执行时间记录为所有采样率下算法单

次执行所需平均时间, 总结上述实验执行情况为
表 3. 从表 3 可知, Emotions 数据集上 DMMS 执
行时间高于 ML-LGC、Tram 和 MLKNN. 尽管如
此, DMMS 仅比时间花费最少的 MLKNN 方法慢
了 0.244 秒. 其余数据上 DMMS 的执行效率仅次
于 MLKNN, 要高于其他三种方法. 这充分说明了
DMMS 在执行效率上的有效性.
最后, 本文在限定采样率为 0.1 的情况下讨论

了算法模型中参数 τ 对识别效果的影响, 总结为图
5. 图 5 中横轴取为 τ 的对数值, 对数底为 2, 纵轴设
定为相对平均精度. 相对平均精度以 τ = 1 时, 平均
精度为基准, 记为各点相对于 τ = 1 点时平均精度
的变化率. 图 5 中绘制的线条代表了不同数据集的
平均精度变化情况. 从图 5 可以看到, 尽管 DMMS
的平均精度会随着 τ 的增加而略有下降. 但是, 总
体而言, τ 取值偏小时, 它对平均精度的影响甚微,
比如 τ 在图 5 中范围内, 各数据集上平均精度变化
率都小于 0.04. 这说明在 τ 偏小时, DMMS 对 τ 的

取值不敏感.

图 5 参数对相对平均精度 (%) 的影响

Fig. 5 The influence of parameter on relative average

precision (%)

5 结论

DMMS 是在样本特征和样本标签规范化依赖
性度量的基础上引入的一种新的直推半监督多标

记学习方法. 多个真实数据集上的实验结果表明
DMMS 适用于多标记学习问题, 且在已标记样本稀
少时, 可以利用未标记样本显著提高学习效果. 进一
步, 我们将考虑在未来对 DMMS 进行扩展, 得到可
归纳的半监督多标记学习方法.

表 2 Holm 检验结果 (DMMS 是控制方法)

Table 2 Holm test result (DMMS is the control method.)

i 方法 z 值 p 值 α/i 是否拒绝零假设

4 MLKNN 5.925 0.000001 0.0125 拒绝

3 Tram 4.137 0.000035 0.0167 拒绝

2 Binary relevance 3.801 0.000144 0.0250 拒绝

1 ML-LGC 3.466 0.000528 0.0500 拒绝

表 3 各方法在不同数据集上的时间花费 (秒)

Table 3 The time cost of all methods on different datasets (s)

DMMS ML-LGC Tram MLKNN Binary relevance

Emotions 0.467 0.400 0. 298 0.223 2.482

Scene 3.604 8.989 4.467 0.781 37.025

Bibtex 88.256 308.889 112.148 27.915 1 465.325

Reuters 38.808 154.807 43.538 8.206 297.581
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