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三维最优持久编队拓扑生成策略

王金然 1, 2 罗小元 1 杨 帆 1, 3 关新平 4

摘 要 针对智能体间的通信拓扑优化问题, 结合图论知识研究了三维空间中最优持久图的生成算法. 首先, 利用刚度矩阵生

成最优刚性图; 然后, 根据顶点连通度数的不同分别采取有向化操作方法, 通过逐层缩小最优刚性图范围的方式把刚性图持久

化, 生成了最优持久图; 最后, 对三维空间中随机分布的智能体进行仿真实验, 其结果验证了该算法的可行性和有效性, 此算法

能降低编队拓扑的通信复杂度, 减少通信能量消耗.

关键词 刚度矩阵, 最优持久图, 编队, 三维空间, 多智能体

引用格式 王金然, 罗小元, 杨帆, 关新平. 三维最优持久编队拓扑生成策略. 自动化学报, 2015, 41(6): 1123−1130

DOI 10.16383/j.aas.2015.c140474

Generation Strategy of Optimal Persistent Formation

Topology in 3D Space
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Abstract Aiming at the problem of network communication topology optimization in agents, the algorithm of generating

optimally persistent graph is combined with the knowledge of graph theories in the 3D space. First, an optimally rigid

graph is generated by the rigidity matrix, then in the light of the difference of vertex connectivity, different oriented

operation of adding directions to each edge are performed. By narrowing the scope of the optimally rigid graph one

by one, the rigid graph is made persistent. As a result the optimal persistent graph is presented. At last, simulation

experiments on random multi-agents in 3D space show the effectiveness and the feasibility of the proposed approach. This

algorithm can lower the complexity of communication formation topology and reduce the energy consumption.
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多智能体系统 (Multi-agent system) 的编队控
制是近几年控制科学领域的一个热门研究课题, 它
涉及诸如控制、人工智能、物理、军事、生物等众多

的领域, 并且在这些领域得到了广泛的应用, 例如
移动机器人编队控制、无人驾驶飞行器的协作控制、
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无人水下潜航器的编队控制等[1−5]. 在编队以及编
队的拓扑控制研究中, 持久编队控制具有保持队形
不变和智能体间的通信交互不变等优点, 并且能适
应任务、环境等的约束, 因此对持久编队的拓扑进行
研究具有越来越重要的意义.
在持久编队拓扑研究中, 刚性图理论作为基

础发挥了重要作用; 基于此很多学者已经对最小
刚性图和最小持久图的拓扑生成进行了研究[6−10].
Smith 等[11] 基于 Pebble game 和图形操作的两种
算法研究了在有向图中增加顶点操作, 并提出了基
于此操作的最小边数的持久图生成算法, 但在算法
生成持久图的过程中需不断变化各边方向, 难以应
用于持久编队中. Hendrickx 等在文献 [7] 和 [12]
中提出了用于一个编队保持持久队形的图形操作方

法, 并且在文献 [13] 中研究了改变有向边方向的操
作, 使得具有不同方向的持久图能相互转化, 但没
有给出转化的具体方法. 罗小元等[14] 使用刚度矩

阵[8−10] 的方法研究了带有 Leader-follower 持久编
队的队形保持问题, 并设计了相应的控制律, 但这种
方法只适用于二维空间中, 且通信复杂度较高. 文献
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[14] 提出了符合特定特征的一类最小加权持久图的
生成方法, 但其生成是集中式的; 文献 [15−16] 中,
虽然提出了一种最优持久编队生成方法, 能把智能
体间的双向通信优化成单向通信, 但此方法不能实
现全部智能体的优化, 有一定的局限性.
以上文献均是基于二维空间来研究多智能体编

队控制的, 然而在现实世界中, 多智能体编队系统更
多地应用于三维空间中, 且三维空间中多智能体编
队系统的许多性质不同于二维空间, 较为复杂. 文献
[17−18] 对三维多智能体编队的结构性质、移动控
制和路径计划进行了研究, 而没有考虑其拓扑生成
问题; 本文基于文献 [15] 中给出的最优刚性图的生
成算法, 开展了三维空间中持久编队拓扑生成方法
的研究, 提出了一种最优持久编队拓扑生成算法并
进行了仿真, 本文的算法能对三维持久编队拓扑生
成以及网络通信拓扑的优化等研究提供帮助.

1 预备知识

令 G = (V, E) 表示空间多智能体编队对应的
基础图, V = {1, 2, · · · , n}, 表示图中各个点的集
合, 对应于编队中的多个智能体; E ⊂ V × V 表

示图中各个点的连线集合, 对应于智能体之间的通
信链接. 在编队中, 各个智能体只能在其通信范
围内与其他智能体进行通信, 我们称能够通信的智
能体互为邻居, 如果图 G 的任意一个顶点对 (i, j)
满足 ∀(i, j) ∈ E 则 (j, i) ∈ E , 那么图 G 为一

个无向图, 否则为有向图; 在无向图中, 邻接矩阵
A = (aij) (aii = 0; 当 (i, j) ∈ E, aij = aji = 1;
否则, aij = 0), 每个无向图都存在对应的有向图,
有向图中的边均为有向边, 无向图 G = (V, E) 对
应的有向图为 G = (V,

−→
E ), 其中

−→
E 为所有有向

边的集合. 无向图中与顶点 i 互为邻居的点的个数

称为 i 的度, 记作 deg(i); 有向图中, 边 (
−→
i, j) 表示

i 接收 j 发给的信息或 i 追踪 j, 此时 i 的出度为

1, 记作 d+(i) = 1, j 的入度为 1, 记作 d−(j) = 1.

在三维空间中, 智能体 i 的自由度数目可表示为

max(0, 3− d+(i)).

1.1 图论基础

设编队拓扑结构为 G = (V, E), pi(t) 表示第 i

个智能体的运动轨迹, 且 pi ∈ R3 表示第 i个智能体

的位置坐标,如果 ∀(i, j) ∈ E 满足 ‖pi(t)−pj(t)‖ =
a(a 为常数), 则这个拓扑结构图是刚性图; 当拓扑
结构图不是刚性图时, 称其为可变形图 (Flexible
graph), 如图 1 所示, 在 R3 中图 1 (a) 为可变形图
(能沿虚线方向拉伸), 图 1 (b) 为沿虚线拉伸后的图,
图 1 (c) 为刚性图.

图 1 三维空间中的可变形图和刚性图

Fig. 1 Flexible graph and rigid graph in 3D space

定义 1. 最小刚性图是一类特殊的刚性图, 是指
能够维持刚性且具有最少边数的一类图, 在 Rd 中,
含有 n ≥ d 个顶点的刚性图是最小刚性图, 当且仅
当其边数 e = 3n− 6.
对最小刚性图中每条边加权, 可以得到最优刚

性图.
定义 2. 一个无向图是最优刚性图, 如果满足以

下条件:
1) 对应的图是最小刚性图;
2) 在所有相同顶点数的刚性图中, 其各边边长

加权和最小.
由定义 2 知, 最优刚性图是一类特殊的最小刚

性图, 既保证了最少的通信边数, 又达到了最小的能
量权值, 能有效地减少智能体间的通信能量消耗. 本
文以最优刚性图为基础来研究最优持久图, 以最大
限度地减少能量消耗.
下面讨论持久图和刚度矩阵.
持久图是有向图, 其各边均为有向边, 有向边

(
−→
i, j) 表示顶点 i 要接收顶点 j 发出的信息或者 i 要

与 j 保持距离约束.
定义 3. 在Rd 中, 如果一个有向图中每个顶点

的出度 d+(i) ≤ d , 且其对应的无向图是刚性图, 则
这个有向图是持久图.

在 Rd 中, 一个有向图是最小持久图, 当且仅当
各个顶点的出度 d+(i) ≤ d 且其对应的无向图是最

小刚性图.
最优持久图是一类特殊的最小刚性图, 在 Rd

中, 一个有向图是最优持久图, 当且仅当其各个顶点
的出度 d+(i) ≤ d 且其对应的无向图是最优刚性图.
定义 4 (刚度矩阵). 一个结构 G = (V, E), 有

|V | = n 个顶点, 每个顶点是 pi ∈ Rr, 共 |E| 条
边, 各顶点坐标按如下顺序排列则可以建立一个矩
阵M ∈ R|E|×nr, 其行和列分别对应此结构的边和
顶点, 各顶点坐标按如下顺序排列:

[p1
1, · · · , pr

1, p
1
2 · · · , pr

2, · · · , p1
n, · · · , pr

n]

如 M 中边 (i, j) 所对应的行可表示如下:
p1

1, · · · , p1
i , · · · , pr

i , · · · , p1
j , · · · , pr

j , · · · , p1
n, · · · , pr

n

(i, j) [0, · · ·, p1

i−p1
j , · · ·, 0, · · ·, p1

j−p1
i , · · ·, 0, · · ·, 0]

这样建立的矩阵 M 就称为刚度矩阵 (Rigidity
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matrix). 如图 2 所示的三维图中有 4 个顶点, 坐标
依次为 (0, 0, 0)、(1, 0, 0)、(0, 0, 1)、(0, 1, 0), 此
三维坐标对应M 有 12 列, 图 2 中有 6 条边对应M

中有 6 行.

图 2 4 个顶点的三维图

Fig. 2 The graph with four vertices

又依据定义 4, 图 2 所对应的刚度矩阵为

M =


−1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 −1 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 −1 0 1 1 0 −1 0 0 0
0 0 0 −1 1 0 0 0 0 1 −1 0
0 0 0 0 0 0 0 −1 1 0 1 −1




有关刚度矩阵满足如下的引理 1.
引理 1[4]. 设M 是 r 维空间中有 n 个顶点的一

般结构的刚度矩阵, 在有 n ≥ 4 个边的三维空间中,
这个结构是刚性的, 当且仅当 rank(M) = 3n− 6.

1.2 最优刚性图生成算法

对有 n 个顶点的图 G = (V, E), 为了得到最优
持久拓扑图, 可先生成最优刚性拓扑图, 下面给出生
成最优刚性拓扑图的算法[15].
算法 1 (生成最优刚性图).
1) 输入拓扑结构 G = (V, E) , G 有 n 个顶点, 编号依

次为 {V = 1, 2, · · · , n} ;

2) for i = 1 : n

搜索顶点 i 的邻接顶点 Ni ;

计算由 Ni 和 i 组成的子图中所有边 Ei
∆ 的长度;

3) 将这些边按加权从小到大排序;

4) 据上述序列建立子图的刚度矩阵Mi
∆ ;

5) 以Mi
∆ 的首行初始化Mi ;

6) for 所有边 Ei
∆

if rank(Mi) ≤ 3n− 6 把Mi
∆ 的下一行添加到Mi

形成新矩阵Mi
′ ;

if Mi 满秩

Mi = Mi
′;

记录此行对应的边;

end if

end if

end for

7) for j = {Ni, i}
for k = {Ni, i, k 6= j}

if (j, k) /∈Ei
′

删除所有在 Ei
′ i = 1, 2, · · · , n 中记录的

(j, k);

end

end

end

end

8) 根据在 Ei
′ 中的记录画出最优刚性图.

2 三维最优持久图的生成

2.1 相关理论

本节讨论生成三维空间中最优持久图的相关理

论, 给出部分定义、定理等结论作为研究基础.
定义 5 (哈尼伯格序列). 三维空间中, 哈尼伯

格序列是一个关于图 G3, G4, · · · , Gn 的序列, 其中
图 G3 是一个包含三个顶点的完全图, 并且每个图
Gi (i ≥ 4) 可以由图Gi−1 通过增加顶点操作或者边

分离操作获得 (如图 3 所示). 由于完全图 G4 是一

个最小刚性图, 并且增加顶点操作和边分离操作保
证了生成图的最小刚性, 所以每个图 Gi 都是一个最

小刚性图, 因此哈尼伯格序列是一个最小刚性序列.
下面利用哈尼伯格序列来研究图的生成, 给出

如下引理 2.
引理 2[7]. 每个最小刚性图 Gi (i > 3) 均可作

为某个哈尼伯格序列的结果而获得.

图 3 刚性图扩展的两个基本操作 ((a) 增加顶点操作; (b)

边分离操作)

Fig. 3 The two basic operations of rigid graph extension

((a) Adding vertex operation (b) Edge-splitting operation

in three-dimensional space)

图 3 (a) 中 l, j, k 处于同一平面内, 在图Gi−1 =
(Vi−1, Ei−1) 中应用增加顶点操作, 意味着在图
Gi−1 = (Vi−1, Ei−1) 上增加一个具有 0 入度和
3 出度的顶点 i 和三条有向边

−−→
(i, j),

−−−→
(i, k),

−−→
(i, l),

j, k, l ∈ Vi−1; 最终得到图 Gi = (Vi, Ei), 其中
Vi = Vi−1

⋃ {i}, Ei = Ei−1

⋃ {−−→(i, j),
−−−→
(i, k),

−−→
(i, l)}.

图 3 (b) 中顶点 m 不位于由顶点 j, k, l 所

确定的平面内, 边分离操作意味着在图 Gi−1 =
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(Vi−1, Ei−1) 中去掉一条边
−−→
(l, j) ∈ Vi−1, 增加新

的顶点 i 和新的边
−−→
(i, l),

−−→
(i, j),

−−−→
(i, k),

−−−→
(i,m), 得到

图 Gi = (Vi, Ei), 其中 Vi = Vi−1

⋃ {i}, Ei =
Ei−1

⋃ {−−→(i, j),
−−→
(i, l),

−−−→
(i, k),

−−−→
(i,m)}.

由于每个最小刚性图 Gi (i > 3) 均可以由完全
图 G3 通过不断地增加顶点操作或者边分离操作而

获得, 而每次进行两种操作后新增加的顶点的连通
度都会是 3 或 4, 所以在每个最小刚性图中一定含有
连通度为 3 或者 4 的顶点, 由此给出如下推论 1.
推论 1. 每个最小刚性图中至少包含一个连通

度为 3 或者 4 的顶点.
基于以上给出的刚性图拓展理论, 在最优刚性

图中对顶点进行有向化操作和路径取反操作可生成

最优持久图. 下面讨论顶点的有向化操作和路径取
反操作并给出相关结论, 顶点的有向化操作如图 4
所示. 其中图 4 (a)∼ (c) 分别为 2 度、3 度和 4 度
顶点的有向化过程, 图 4 (c) 中要求顶点 m 不位于

由顶点 j, k, l 所确定的平面内.

图 4 刚性图的有向化操作 ((a)∼ (c) 分别为 2 度、3 度和 4

度顶点的有向化操作)

Fig. 4 Adding directions for rigid graph ((a)∼ (c) are 2,

3 and 4 degrees vertices adding directions, respectively.)

据推论 1, 可以对每个连通度为 3或 4的顶点进
行有向化操作, 这里假设顶点的 3 个度或者 4 个度
均不在同一个平面内, 如图 4 (b) 和 (c) 所示; 又由
于三维图中必然包含二维图, 所以在最优刚性图中
可能包含连通度为 2 的顶点, 对 2 度顶点我们采用
二维持久图生成的策略进行有向化操作, 如图 4 (a)
所示.

在顶点的有向化操作过程中, 顶点的出度和入
度会随之发生变化, 其满足的结论如下:
定理 1. 一个三维最小持久图的自由度总和为

6, 且至少有 3 个顶点的出度小于 3.
证明. 由定义 3 可知, 对于有 n 个顶点的三维

最小持久图, 满足每个顶点 i 的出度 d+(i) ≤ 3, 则
所有顶点最多有 3n 个出度, 又因为最小持久图对
应的无向图是刚性图, 由定义 2 知最小持久图共有

3n − 6 条边, 而每条边就会代表一个入度或一个出
度, 所以 n 个顶点的有向图共有出度 3n − 6 个, 而
第 i 个顶点的自由度表示为 max(0, 3 − d+(i)) , 所
以 n 个顶点的全部自由度为 3n− (3n− 6) = 6; 又
由于每个顶点的自由度最多为 3, 且不能同时出现两
个顶点的自由度都为 3 的情况 (否则会造成信息传
输混乱), 所以至少有 3 个顶点的出度小于 3. ¤
由定理 1 可知, 对于最小持久图 Gn, 至少有 3

个顶点的出度小于 3 (除去几个顶点的出度小于 3
之外, 其余所有顶点的出度都等于 3), 则生成此持
久图至少会有一次 2 度操作, 因此, 每增加一个出度
为 4 的顶点进行有向化操作就会从出度小于或等于
3 的顶点上夺走一个出度, 结果就会有一个出度为 2
或 1 的顶点出现, 所以对最小持久图 Gn 所对应的

刚性图进行有向化操作时, 若顶点连通度为 4 并对
其进行 4 度有向化操作, 就会使剩余无向图减少一
个出度, 照此进行下去, 最终生成图就会有一个顶点
的出度小于 3, 即出现一个 2 度或 1 度顶点, 由此得
如下推论 2.
推论 2. 三维最小持久图中, 对顶点执行一次 4

度操作之后, 剩余的无向图就会增加一个 2 出度或
1 出度的顶点.
下面讨论路径取反操作, 路径取反操作是对有

向图的一种操作, 这种操作不会对相应的无向图产
生影响, 但是能改变有向图, 如图 5 所示, 图 5 (a)
中 i, j 两点直接相连, i 的出度 d+(i) = 1, j 的入度

d−(j) = 1, 路径取反操作后 i 的入度 d−(i) = 1, j

的出度 d+(j) = 1, 可知这种操作能改变顶点的出度
从而改变顶点的自由度, 图 5 (a) 中 j 的自由度向 i

上转移了一个. 图 5 (b) 中 i, j 两点途经 k, l 等点间

接相连, 路径取反操作后, k, l 等途经点的出度和入

度保持不变, 而只有顶点 i, j 的出度和入度会发生

变化, 因此有向图的总自由度保持不变.

图 5 有向图的路径取反操作

Fig. 5 Invert path in directed graph

下面给出两个顶点能够进行路径取反操作的条

件, 如定理 2 所述.
定理 2. 在持久图 G = (V, E) 中, 设 i 和 j

是图中两个顶点, 顶点 i 和 j 之间存在一条有向路

径可以进行路径取反操作当且仅当 d+(i) ≥ 1 且
d−(j) ≥ 1.

证明. 必要性, 设持久图中 i 和 j 之间的有向路

径为
−−→
(i, j), 则 i 的出度至少为 1, 且 j 的入度至少为

1; 充分性, 因持久图是连通图, 所以对于图中的两个
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顶点, 其中一个顶点出度大于等于 1, 另一个顶点入
度大于等于 1 时, 这两个顶点之间一定存在一条有
向路径, 可以进行路径取反操作, 将两个顶点的自由
度相互转移. ¤
由定理 1 知, 持久图中在出度为 4 的顶点和出

度小于 3 的顶点之间一定存在一条有向路径可以进
行路径取反操作, 将出度为 4 的顶点的出度转移到
出度小于 3 的顶点上, 所以在对连通度为 4 的顶点
执行有向化操作之后, 可在 4 度顶点和与之相连通
的 2 度顶点或 1 度顶点之间寻找一条最短有向路径
进行取反操作, 使其出度和入度互换一次, 对所有的
4 度顶点均执行一次此类操作就可使生成的最小持
久图满足定理 1.

2.2 生成依据

由第 1.2 节中所述生成算法首先生成最优刚性
图, 其次根据第 2.1 节中的定理和相关结论对最优
刚性图进行有向化操作以及路径取反操作生成最优

持久图, 以下给出三维空间中实行度操作生成最优
持久图的几个基本依据:

1) 若顶点连通度为 2, 则直接进行同于图 4 (a)
的有向化操作, 缩小最优刚性图的范围;

2) 若顶点连通度为 3, 直接进行同于图 4 (b) 的
有向化操作, 缩小最优刚性图的范围;

3) 若顶点连通度为 4, 直接进行同于图 4 (c) 的
有向化操作, 缩小最优刚性图的范围;

4) 若顶点连通度为 1, 则直接画出有向边;
5) 在连通度为 4 度的顶点和小于 3 度的顶点之

间寻找一条最短有向路径并进行取反操作.

2.3 生成算法

本节将运用第 2.2 节中的几个基本依据, 生成
最优持久编队. 灵活地运用几个基本依据, 可由最优
刚性图生成多个最优持久图. 经过路径取反操作, 可
以将持久图中顶点的自由度转移, 将各个顶点的出
度和入度互换, 所以经过路径取反操作可以将多个
由刚性图生成的持久图进行相互转化. 为了生成唯
一的持久图, 我们给出如下的最优持久图的度操作
过程, 如图 6 所示.
图 6 中, A 为邻接矩阵, d(i) 为智能体 i 的连

通度, 且 d(i)=
∑n

j=1 aij, d+(i) 为智能体 i 的出度,
d−(i) 为智能体 i 的入度; Dijkstra 算法是一种计算
两点间最短路径的方法, 详见文献 [19].
此算法实现了最优刚性编队的有向化, 编队中

的所有通信边为有向边, 并且确保每个智能体的通
信邻居个数不超过 3, 此算法生成的编队即为最优持
久编队. 基于此算法, 所有的多智能体最优刚性编队
均可生成唯一的最优持久编队.

图 6 生成最优持久图的流程图

Fig. 6 Process of generating the optimal persistent graph

就算法复杂度而言, 设算法复杂度为 O(f(n)),
其中, f(n) 是执行 1, 2, 3 度以及路径取反操作的
次数, 当 O(f(n)) 越大时, 复杂度越高, 反之复杂度
越低. 刚性图 G = (V, E) 可由子图 G3 通过 n − 3
次增加顶点操作或边分离操作生成, 持久图 Gn 最

少可以在 n − 1 次有向化操作后生成, 在此操作过
程中每增加一次 4 度顶点操作就要增加一次路径
取反操作, 因此复杂度最高为 O(n − 1 + x), 其中
x 为进行 4 度操作的次数, 且 x ∈ [0, (3n− 6)/4],
为了能成功生成最优持久编队, 此算法的复杂度为
O(n− 1 + x) ∈ [n− 1, (7n− 10)/4], 而文献 [14] 所
提到的二维空间中当顶点包含于边数为 5 的基础圈
中时, 算法复杂度为 O(f(n)) → ∞, 经比较本文算
法较优.

3 仿真

本节通过仿真研究算法的有效性, 在三维空
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间中考虑以 (0, 0, 0) 为中心, 以 [−20, 30]、[−40,
40]、[−40, 30] 为长、宽、高所确定的的区域作为研
究范围, 选取均值为 20 服从正态分布且分布稀疏的
12 个随机点, 代表随机分布的 12 个智能体, 如图 7
所示 (实际中, 总会有多个智能体存在, 这里若选取
的智能体过多或太密集则会影响三维空间中仿真图

形的视觉效果).

图 7 随机分布的智能体

Fig. 7 Random distribution agents

假设所有智能体具有相同的最大通信半径. 首
先采用第 1.2 节中生成最优刚性图的算法生成最优
刚性图, 然后再对此刚性编队实行有向化操作生成
持久编队. 这 12 个智能体生成的最优刚性编队如图
8 所示, 其中智能体间的无向连线表示双方具有通
信链接, 由定义 1 可知, 覆盖这 12 个智能体的最优
通信链路共有 30 条, 即图 8 中共有 30 条边.

图 8 最优刚性编队

Fig. 8 The optimal rigidity formation

在图 8 的基础上, 采用第 2.3 节中的算法对这
30 条边进行有向化操作. 首先执行 3 度智能体的有
向化操作, 逐轮搜索所有度为 3 的智能体, 并对其进
行有向化, 然后搜索度为 2 的智能体并对其进行有
向化. 在算法执行过程中, 为了标识不同智能体的操
作顺序, 我们给 12 个智能体进行了编号. 执行过程
生成的编队图形如图 9∼ 11 所示.

图 9 智能体 1, 4, 6 的有向化

Fig. 9 Adding direction of agents 1, 4 and 6

图 9 为进行第一轮搜索后 3 度智能体的有向化
的结果, 可以看出智能体 1, 4, 6 进行了有向化; 接
着在剩余的最优刚性图中进行新一轮搜索, 此次搜
索到智能体 2 的度为 3, 对其执行有向化操作; 第三
次搜索到智能体 5 的度仍为 3, 并对其进行有向化
操作; 照此执行下去, 依次搜索到智能体 9, 12, 3, 7
的度均为 3, 分别对以上标号的智能体进行有向化操
作, 所生成图形如图 10 所示.

图 10 智能体 2, 5, 9, 12, 3, 7 依次进行了有向化

Fig. 10 Adding direction of agents 2, 5, 9, 12, 3, 7

successively

在执行完 3 度操作之后, 开始执行 2 度智能体
的有向化, 此时剩余的刚性图中仅包含 3 个智能体,
未进行有向化的边只剩下 3 条, 按所剩结点度数由
小到大的顺序搜索并对其进行度的有向化操作, 最
后生成图形如图 11 所示.
以上操作过程满足了定理 1 的内容, 此编队的

自由度总和为 6, 且智能体 8, 10, 11 的出度均小于
3, 其余智能体出度等于 3, 从而保证了生成的编队
为最优持久编队; 对应于通信拓扑中, 有向边表示智
能体之间具有单向通信, 与图 8 相比, 这里将双向通
信拓扑变为单向通信拓扑, 降低了编队的通信复杂
度, 减少了通信能量消耗.
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图 11 智能体 8, 10, 11 的有向化

Fig. 11 Adding direction of agents 8, 10, 11 successively

4 结论

本文首先将文献 [15] 中提出的最优刚性图的生
成算法应用于三维空间中, 生成了三维空间中的最
优刚性图, 在此基础上, 给出了顶点的有向化理论,
根据这些理论, 采用逐轮搜索的方式, 针对每个顶点
连通度数的不同分别采取有向化操作方法, 通过逐
层缩小最优刚性图范围的过程, 实现了所有通信链
路的有向化, 最终生成分布式最优持久图, 通过仿真
验证了此方法的可行性和有效性. 应用于编队控制
理论中该方法能够解决三维空间中持久编队的拓扑

生成问题, 能够保持智能体间的追踪目标不变, 实现
编队整体的协调控制; 对于网络通信而言, 该方法实
现了信息节点间的单向通信, 降低了通信复杂度, 从
而减少了网络通信能量消耗.

本文是基于静态环境下的三维最优持久编队拓

扑生成问题, 动态环境下的三维最优持久通信拓扑
编队生成问题将是未来的研究内容.
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