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多元混沌时间序列的因子回声状态

网络预测模型

许美玲 1 韩 敏 1

摘 要 针对采用回声状态网络预测多元混沌时间序列时存在的病

态解问题, 本文建立了因子回声状态网络模型, 通过因子分析 (Factor

analysis, FA) 方法提取高维储备池状态矩阵的公因子, 去除冗余和噪

声成分. 利用降维后的因子变量与期望输出之间的线性回归关系, 求解

网络未知参数. 基于 Lorenz 序列和大连月平均气温 – 降雨量的仿真实

验验证了本文所提模型的有效性.
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Abstract When an echo state network is used to predict mul-

tivariate time series, there may exist ill-posed problem. This pa-

per proposes a novel prediction model, named factor echo state

network, to solve the problem. It uses a factor analysis (FA) al-

gorithm to extract the common factors of the reservoir matrix,

and to remove the redundancies and noises. Then the unknown

output weights are calculated by linear regression of the output

and common factors. The model is used to predict Lorenz series

and monthly average temperature-rainfall time series in Dalian,

and simulation results substantiate its effectiveness.
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混沌是自然界确定性系统中广泛存在的一种貌似无规

则、类似随机、对初始条件敏感、非周期、短期可预测但长

期不可预测的现象. 随着信息采集与记录技术的发展, 从实

际复杂系统收集到的具有混沌特性的时间序列规模越来越庞

大, 比如气象系统中的气温、降雨量、大气压力序列等[1]. 多

数情况下, 由于系统的复杂性, 无法建立精确的解析模型. 因

此, 在机理分析的基础上, 如何利用数学的方法从大量的混

沌时间序列中挖掘出有用的、相互关联的序列, 构成多元混

沌时间序列, 共同表征复杂系统的演化规律, 是近年来的研

究热点之一[2−4].
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神经网络是一种应用比较广泛的混沌时间序列预测模

型[5−6], 理论上可以拟合任意非线性函数[7−9], 但结构比较

复杂、收敛速度慢、易陷入局部最优. Jaeger[10] 于 2001 年

提出一种改进的递归神经网络 – 回声状态网络 (Echo state

network, ESN). 回声状态网络内部包含一个稀疏的、递归连

接的储备池, 起到存储历史信息的回声作用[11], 储备池到输

出层为线性映射. 输入权值和储备池内部连接权值随机初始

化后保持不变[12], 只有输出权值通过线性回归的方法求解,

克服了一般递归神经网络收敛速度慢、易陷入局部最优的

缺点, 成功应用于时间序列预测、模式识别和工业过程等领

域[13−14]. 然而在使用回声状态网络预测多元混沌时间序列

时, 仍存在着一些不足. 例如, 为映射数据复杂的混沌特性,

往往需要采用较大规模的储备池, 大规模储备池会产生大规

模状态矩阵. 随着状态矩阵维数的增高, 可能出现不满秩现

象或者近似相关现象, 导致病态解, 得到幅值较大的输出权

值, 影响泛化性能[15−16].

对状态矩阵降维[17] 可以解决这一问题. 因子分析 (Fac-

tor analysis, FA) 是一种应用广泛的降维方法[18−19]. 假设

彼此关联的多个变量存在着一些不能直接观测到的、但影响

可观测变量变化的隐变量, 称为公共因子. 然后以这些公共

因子为基底分解原变量, 即用有限个不可观测的隐变量来解

释原始变量之间的相关关系. 本文将因子分析方法与回声状

态网络结合, 建立一种新的多元混沌时间序列预测模型 —

因子回声状态网络 (Factor echo state network, FESN). 所

提模型首先采用储备池映射混沌时间序列的动力学特性, 得

到高维储备池状态变量, 然后从储备池状态变量间的依赖关

系出发, 采用因子分析方法将大量的具有复杂关联关系的储

备池变量归结为少量综合因子, 因子的个数通过 HQ 准则确

定[20], 超参数采用 EM (Expectation maximization) 算法求

解[18, 21]. 最后利用公因子求取输出权值, 以解决病态解问题,

提高泛化性能.

1 回声状态网络及其病态解问题

回声状态网络包括输入层、内部储备池和输出层三

层. 其核心部分储备池包含成百上千个隐层节点, 具有

强大的非线性映射能力[13]. 假设 t 时刻 l 元输入向量为

uin(t)= [u1(t),u2(t), · · · ,ul(t)]
T, l 元输出向量为 y(t), 有

y(t) = uin(t + η), 通过改变 η 的值实现对不同时域的预测.

回声状态网络的状态方程和输出方程为

x(t) = tanh (Winuin(t) + Wxx(t− 1))

y(t) = WT
outx(t)

(1)

其中, Win ∈ Rp×l 为输入连接矩阵, 元素值在区间 [−γ, γ]

内随机均匀分布[12], γ 称为输入变换系数. Wx ∈ Rp×p 为

储备池内部连接矩阵, 元素在 [−1, 1] 之间随机赋值[12], 同时

要求稀疏度在 1%∼ 10% 之间. 为保证网络稳定, 设定 Wx

的谱半径小于 1[13]. Wout ∈ Rp×l 为储备池输出连接矩阵,

是唯一由训练求解的参数. x(t)= [x1(t), x2(t), · · · , xp(t)]T

为 t 时刻 p 元储备池内部状态向量, 由当前输入 uin(t)

和上一时刻状态 x(t − 1) 激发产生. 为消除储备池状态

随机初始化的影响, 从 Init +1 时刻开始收集储备池状态

X = [x(Init + 1), · · · , x(Init + n)]T ∈ Rn×p, 对应地, Y =

[y(Init + 1), · · · , y(Init + n)]T ∈ Rn×l. n 为训练数据长

度, 一般大于储备池规模 p.

使用最小二乘法求解输出权值, 得到

Wout = X†Y =
(
XTX

)−1

XTY (2)
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其中, X† 是 X 的伪逆.

若 X 的秩为 r, 对 X 进行奇异值分解:

X = U

[
Σ 0

0 0

]
V T =

p∑
i=1

uiσiv
T
i (3)

其中, U = [u1, · · · , un] ∈ Rn×n 和 V = [v1, · · · , vp] ∈
Rp×p 是酉阵, Σ = diag{σ1, · · · , σr} ∈ Rr×r 是对角阵. 奇

异值 σi, i = 1, 2, · · · , r 为 XTX 的特征值, 有如下关系:

σ1 ≥ · · · ≥ σr > 0. 将式 (3) 代入式 (2) 得

Wout = X†Y =

r∑
i=1

viu
T
i

σi
Y (4)

由上式可以看出, 输出权值幅值与奇异值大小成反比.

当数据中含有噪声时, 相近幅值的输入 u(t) 映射到高维

储备池中, 会产生近似相关的状态 x (t), 即 X 的列近似相关,

导致 XTX 的列向量或行向量近似共线, XTX 接近奇异, 最

小非零奇异值 σr 很小, 趋于零. 设实际观测的时间序列含有

噪声 δY , 即 Ỹ = Y + δY , 相应地, Ŵout = Wout + δWout,

有

‖δWout‖
‖Wout‖ ≤ cond2(X)

‖δY ‖
‖Y ‖ =

σ1

σr

‖δY ‖
‖Y ‖ (5)

可以看出, 由于矩阵 X 的最小非零奇异值 σr 接近于零,

故 σ1/σr 较大, Wout 的计算值受扰动信号 δY 的影响较大,

泛化能力弱.

2 因子回声状态网络

为解决病态解问题, 本文提出因子回声状态网络模型,

对储备池进行因子分析操作, 提取储备池状态变量的公因子,

把高维状态变量转化为少数元变量, 去除近似、冗余及噪声

成分, 得到一个 “良态” 的储备池状态矩阵. 在此基础上, 进

行求解, 避免病态解问题. 模型结构如图 1 所示.

图 1 FESN 结构示意图

Fig. 1 The structure of FESN

2.1 储备池因子分析

采用因子分析方法, 将储备池状态向量 x(t) ∈ Rp×1 用

k 维向量 z(t) ∈ Rk×1 来近似, k 远小于 p, 一般描述为

x(t) = Λzzz(t) + ε(t) (6)

其中, Λ ∈ Rp×k 为因子载荷矩阵. k 个因子表示数据的 k 个

投影方向. z (t) 服从正态分布, 即 z(t) ∼ N(0, I), I 是 k× k

单位阵. 随机变量 ε(t) ∈ Rp×1 表示每一个 x (t) 独立的噪

声, 服从正态分布, 即 ε(t) ∼ N(0, Ψ), Ψ ∈ Rp×p 是对角阵.

x (t) 服从均值为零、方差为 ΛΛT + Ψ 的正态分布. 若给定 Λ

和 Ψ, 因子的期望通过以下线性投影得到

E [z(t)|x(t)] = βx(t) (7)

其中, β ≡ ΛT(Ψ + ΛΛT)−1 ∈ Rk×p. 二次矩[18] 为

E
[
z(t)zT(t)|x(t)

]
=

V ar [z(t)|x(t)] + E [z(t)|x(t)] E[z(t)|x(t)]T =

I − βΛ + βx(t)xT(t)βT (8)

2.2 参数求解

因子分析中超参数 Λ 和 Ψ 采用 EM 算法[18, 21] 迭代估

计. 对数似然函数为

Q = E

{
log

n

Π
t=1

(2π)
p
2 |Ψ|− 1

2 ×

exp

[
−1

2
(x(t)− Λz(t))TΨ−1 (x(t)− Λz(t))

]}
=

− n

2
log |Ψ| −

n∑
t=1

[
1

2
xT(t)Ψ−1x(t)−

xT(t)Ψ−1ΛE[z(t)|x(t)]
]
−

n∑
t=1

1

2
tr

(
ΛTΨ−1ΛE

[
z(t)zT(t)|x(t)

])
+ c (9)

其中, c 是常数, 独立于参数, tr(·) 表示矩阵的迹, |·| 表示行
列式.

E 步:

给定矩阵 Λ 和 Ψ, 对于每一个数据点 x(t), 按照式 (7)

和式 (8) 计算 E [z(t)|x(t)] 和 E
[
z(t)zT(t)|x(t)

]
.

M 步:

将似然函数式 (9) 对因子载荷矩阵 Λ 求偏导:

∂Q

∂Λ
= −

n∑
t=1

Ψ−1x(t)E[z(t)|x(t)]T+

n∑
t=1

Ψ−1ΛnewE
[
z(t)zT(t)|x(t)

]
= 0

化简得到

Λnew =

n∑
t=1

x(t)E[z(t)|x(t)]T
(

n∑
t=1

E
[
z(t)zT(t)|x(t)

])−1

将似然函数式 (9) 对 Ψ−1 求偏导

∂Q

∂Ψ−1
=

n

2
Ψnew −

n∑
t=1

{
1

2
x(t)xT(t)− ΛnewE [z(t)|x(t)] xT(t)

}
−

1

2

n∑
t=1

ΛnewE
[
z(t)zT(t)|x(t)

]
(Λnew)T = 0

化简得到

Ψnew =
1

n
diag

{
n∑

t=1

x(t)xT(t)− ΛnewE [z(t)|x(t)] xT(t)

}
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EM 算 法 迭 代 估 计 参 数 Ψnew 和 Λnew, 有

Q (Ψnew, Λnew) ≥ Q (Ψ, Λ)[22], 可保证收敛.

公因子个数 k 采用 HQ 准则[20] 确定:

HQ(k) = −2× h×Q + [2p(k + 1)− k(k − 1)]
ln(ln(n))

n
(10)

其中, Q 为式 (9) 所示的对数似然函数. 第 1 项是关于未知

参数的对数似然项, 第 2 项是关于公因子个数的惩罚项, h 是

平衡两项主次关系的常数. 该准则确定的阶数是真阶的相容

估计.

2.3 算法分析与描述

从储备池状态矩阵 X ∈ Rn×p 中提取出本征成分矩阵

Z = [z(1), z(2), · · · , z(n)]T ∈ Rn×k, k ¿ p, 滤除了噪声干

扰成分. 矩阵 Z 的奇异值分解表示如下:

Z =
_

U

[
_

Σ

0

]
_

V
T

=

k∑
i=1

_
ui

_
σ i

_
v

T

i (11)

其中,
_

U = [
_
u1, · · · ,

_
un] ∈ Rn×n 和

_

V = [
_
v1, · · · ,

_
vk] ∈

Rk×k,
_

Σ = diag{_
σ1, · · · ,

_
σk} ∈ Rk×k, 有

_
σ1 ≥ · · · ≥ _

σk >

0. 进而, 输出权值计算公式为

_

W out = Z†Y = (ZTZ)−1ZTY =

k∑
i=1

_
v i

_
u

T

i
_
σ i

Y (12)

当观测序列存在噪声 δY 时, 可以推导出
∥∥∥δ

_

W out

∥∥∥
∥∥∥ _

W out

∥∥∥
≤ cond2(Z)

‖δY ‖
‖Y ‖ =

_
σ1

_
σk

‖δY ‖
‖Y ‖ (13)

经因子分析处理后得到的矩阵 Z 去除了 X 中近似共线

的成分, 为良态矩阵, 最小奇异值
_
σk 明显大于零, 故

_
σ1

/
_
σk

值相对 σ1/σk 的计算值受扰动信号 δY 的影响较小, FESN

具有较好的泛化能力.

综上, 因子回声状态网络步骤如算法 1 所示.

算法 1.

1) 初始化储备池参数.

2) 初始化 Λ 和 Ψ.

3) 计算储备池状态 x(t), t = 1, 2, · · · , n.

4) 进行因子分析

For kk = 1 : p

重复

E 步: 计算 E [z(t)|x(t)] 和 E
[
z(t)zT(t)|x(t)

]
.

M 步: 计算 Ψnew 和 Λnew.

直到算法收敛 (Ψnew 和 Λnew 的变化量小于某一给定

阈值或达到最大迭代次数).

计算 HQ(kk).

End for

选择最小的 HQ(kk), 令 k = kk, 记录对应的 Ψ 和 Λ,

计算变换阵 β 和变换后的储备池状态变量 z(t), t =

1, 2, · · · , n.

5) 按式 (12) 计算输出权值.

6) 采用测试集样本进行测试.

3 仿真实验

为验证本文所提模型的有效性, 将其应用于 Lorenz 混

沌时间序列和大连月平均气温 – 降雨量序列的预测仿真

中. 选取均方根误差 (Root mean square error, RMSE)、

标准化均方根误差 (Normalized root mean square error,

NRMSE)、平均对称绝对百分率误差 (Symmetric mean ab-

solute percentage error, SMAPE) 和相关系数 (Correlation

coefficient, CR) 作为衡量模型预测性能好坏的评价指标. 仿

真结果为 50 次实验的平均值.

3.1 含噪声 Lorenz序列

Lorenz 系统方程为

dx

dt
= a(−x + y),

dy

dt
= bx− y − xz,

dz

dt
= xy − cz

当选取参数 a =10, b =28, c =8/3 时[20, 23], 系统具有

混沌特性. 设定初始状态为 x (0)= 12, y(0)= 2, z (0)= 9, 取

步长为 0.02, 选用四阶 Runge-Kutta 方法产生 3 000 组样本,

舍弃前 500 组初始样本, 采集后 2 500 组数据用于仿真实验.

本文将 [x(t), y(t)]T 作为输入, [x(t+1), y(t+1)]T 作为输出.

为说明本文方法的抗噪声干扰能力, 输入数据归一化后, 附

加均值为零、方差为 10% 的高斯白噪声. 前 100 组数据用于

消除储备池网络初始暂态的影响, 剩余的前 80% 数据用于

训练, 后 20% 数据用于测试. FESN 模型的储备池规模设置

为 300, 谱半径为 0.98, 稀疏度为 0.05, 输入变换系数为 0.1.

图 2 给出了当 h 取 0.035 时不同维数 k 下的 HQ 值. 可

以看出, 当维数为 54 时, HQ 达到局部极小值. 在此条件下,

计算 FESN 单步预测 Lorenz-x (t) 的误差, 如表 1 所示. 为

说明多元时间序列预测的有效性, 本文也做了仅采用 Lorenz

x (t) 序列预测 x (t+1) 的 FESN 单元对比实验. 为说明因

子分析方法提取储备池状态矩阵本征成分的有效性, 还做了

一般 ESN[11] 模型在储备池规模为 300 维和 54 维条件下的

仿真实验, 以及其他降维方法[17, 24] 与 ESN 结合的仿真实

验. 同时, 将本文所提模型仿真结果与其他 ESN 改进模型

SVESM[15] 和 ESGP[16] 进行比较.

图 2 不同维数 k 下的 HQ 值 (Lorenz 序列)

Fig. 2 HQ values for different model orders k (Lorenz series)

从表 1 中可以看出, 当 ESN 的储备池规模设置为 300

时, 误差较大. 储备池状态矩阵最大奇异值为 88.7317, 最小

非零奇异值为 4.8277 × 10−4, 条件数为 1.8379 × 105, 病态

特性严重. 而本文所提 FESN 模型经因子分析降维后, 储

备池状态矩阵的最大奇异值为 54.7142, 最小非零奇异值为

0.0079, 条件数为 6.9258 × 103. 可见奇异值幅值分布集中,

条件数减小, 解决了 ESN 的病态解问题, 提高了预测精度.

如果一开始将 ESN 的储备池规模设置为降维后的维数 54,

则 ESN 无法映射混沌时间序列多个变量间复杂的非线性关

系, 预测误差明显大于 ESN 改进模型.
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表 1 Lorenz-x(t) 序列仿真结果

Table 1 Prediction results for Lorenz-x(t) time series

方法 RMSE NRMSE SMAPE (%) CR

SVESM[15] 0.5696 0.0617 52.32 0.9981

ESGP[16] 0.6466 0.0855 95.09 0.9968

PCAESN[17] 0.5335 0.0684 37.81 0.9977

LDA[24]+ESN 0.6653 0.0853 41.02 0.9965

SNE[24]+ESN 0.6695 0.0858 47.33 0.9967

GPLVM[24]+ESN 0.5335 0.0684 37.81 0.9977

LLE[24]+ESN 0.5570 0.0714 93.21 0.9977

Isomap[24]+ESN 0.5563 0.0713 33.20 0.9975

LTSA[24]+ESN 0.5513 0.0707 44.62 0.9975

ESN[11](300) 4.1628 0.5467 89.81 0.9384

ESN[11](54) 0.8976 0.1179 96.94 0.9974

FESN(单元) 0.7791 0.0998 61.99 0.9950

FESN(多元) 0.3927 0.0503 20.86 0.9988

从表 1 中还可以看出, 大部分降维方法 +ESN 模型得

到了较小的均方根误差和标准化均方根误差, 但本文提出的

FESN 模型误差最小. 因为 HQ 准则很好地确定了储备池的

本征维数, 准确地构造出储备池状态矩阵的本征成分, 使得

求解的输出权值幅值较小, 提高了泛化能力. 值得注意的是,

采用多变量作为输入的预测误差明显小于单变量输入的预测

误差, 这与 Lorenz 系统方程是相符的, x (t) 和 y(t) 之间具

有较强的耦合关系, 综合应用多个变量共同进行预测, 可以

提高预测精度. 图 3 给出了 FESN 单步预测 Lorenz-x (t) 的

预测曲线及误差曲线. 从图 3 中也可以看出, 本文模型较精

确地拟合了含噪声 Lorenz-x (t) 序列.

图 3 FESN 预测曲线及误差曲线 (Lorenz-x(t))

Fig. 3 Prediction and error curves for Lorenz-x(t) obtained by

FESN

3.2 大连月平均气温 – 降雨量序列

大连月平均气温 – 降雨量序列是一组二元混沌时间序

列. 本文采集 1951 年到 2001 年的大连月平均气温 – 降雨量

共 612 个样本进行仿真实验, 50 个样本用于消除初始暂态的

影响, 剩余样本的前 75% 用于训练, 后 25% 用于测试. 大连

月平均气温 – 降雨量作为输入, 下一个月的大连月平均气温

– 降雨量作为输出. FESN 模型储备池规模设置为 250, 谱半

径为 0.98, 稀疏度为 0.1, 输入变换系数为 0.5.

图 4 给出了当 h 取 0.5 时不同维数 k 下的 HQ 值. 当维

数为 75 时, HQ 值达到局部极小值. 在此条件下, 计算 FESN

单步预测大连月平均气温的误差. 为验证本文所提模型的有

效性, 也做了一般 ESN[11] 模型及其改进模型的仿真实验, 同

时做了 FESN 单元预测的仿真实验, 相应的仿真结果如表 2

所示. 图 5 给出了 FESN 预测大连月平均气温的预测曲线及

误差曲线.

表 2 大连月平均气温预测结果

Table 2 Prediction results for monthly average temperature

series in Dalian

方法 RMSE NRMSE SMAPE (%) CR

SVESM[15] 1.9829 0.2008 66.02 0.9864

ESGP[16] 1.8967 0.1882 57.00 0.9885

PCAESN[17] 1.6118 0.1607 54.30 0.9909

LDA[24]+ESN 1.6491 0.1665 76.08 0.9906

SNE[24]+ESN 1.6456 0.1661 57.06 0.9904

GPLVM[24]+ESN 1.7052 0.1721 59.34 0.9892

LLE[24]+ESN 1.7357 0.1752 100.9 0.9893

Isomap[24]+ESN 1.8555 0.1873 57.56 0.9906

LTSA[24]+ESN 2.1981 0.2219 62.16 0.9818

ESN[11](300) 2.7261 0.3073 163.8 0.9531

ESN[11](54) 1.8224 0.2054 118.4 0.9841

FESN(单元) 1.7893 0.1912 51.97 0.9830

FESN(多元) 1.4295 0.1443 42.87 0.9911

图 4 不同维数 k 下的 HQ 值 (大连月平均气温 – 降雨量序列)

Fig. 4 HQ values for different model orders k (Monthly

average temperature-rainfall series in Dalian)

图 5 FESN 预测曲线及误差曲线 (大连月平均气温)

Fig. 5 Prediction and error curves for monthly average

temperature series in Dalian obtained by FESN

从表 2 中可以看出, 本文所提 FESN 模型在测试集上的

均方根误差较小, 具有明显的优势. 储备池规模为 250 时,
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ESN 的条件数为 2.365× 104, 病态特性严重, 预测误差很大.

FESN 模型克服了这一问题, 条件数减小为 3.002 × 103. 从

表中还可以看出, FESN 模型仅采用大连平均气温历史数据

预测下一时刻的大连平均气温的效果远不如综合利用大连气

温 – 降雨量数据预测的效果好, 验证了降雨量可以影响平均

气温的事实.

4 结论

本文结合因子分析算法和回声状态网络模型, 提出了一

种新型的多元混沌时间序列预测模型— 因子回声状态网络.

采用因子分析方法降维回声状态网络的高维储备池, 得到高

维储备池的本征成分, 解决病态解问题. 储备池本征维数通

过 HQ 准则估计, 实现拟合精度和模型复杂度的平衡, 提高

泛化能力. 基于 Lorenz 序列和大连月平均气温 – 降雨量序

列的仿真实验, 验证了本文所提方法的有效性. 相对于其他

降维方法和改进模型, 本文模型具有更高的预测精度.
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