
第 41 卷 第 3 期 自 动 化 学 报 Vol. 41, No. 3

2015 年 3 月 ACTA AUTOMATICA SINICA March, 2015

带多丢包和滞后随机不确定系统的最优线性估计

李 娜 1 马 静 2 孙书利 1

摘 要 研究了带多丢包和滞后网络化随机不确定系统的最优线性估计问题. 通过白色乘性噪声来描述系统参数的随机不确

定性. 通过一组满足 Bernoulli 分布的随机变量来描述数据传输过程中发生的丢包和滞后现象. 应用新息分析方法, 设计了线

性最小方差意义下的最优线性估值器, 包括滤波器, 预报器和平滑器. 给出了稳态估值器存在的一个充分条件. 仿真例子验证

了其有效性.
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Optimal Linear Estimation for Stochastic Uncertain Systems with

Multiple Packet Dropouts and Delays
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Abstract This paper is concerned with the optimal linear estimation problem for networked stochastic uncertain sys-

tems with multiple packet dropouts and delays. The random uncertainties of system parameters are described by white

multiplicative noises. The phenomena of packet dropouts and delays in data transmission are described by a group of

Bernoulli distributed random variables. Using an innovation analysis method, the optimal linear estimators including

filter, predictor and smoother are presented in a linear minimum variance sense. A sufficient condition for the existence

of the steady-state estimators is given. An example shows the effectiveness of the optimal linear estimators.
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由于传统点对点形式的控制系统在应用方面受

到诸多限制, 网络控制系统应运而生, 并逐步成为当
前控制领域的研究热点[1−5]. 然而随着控制系统规
模的增大, 复杂程度也随之增加, 这就使得我们在享
受网络控制系统资源共享便利的同时, 也面临着由
网络传输带宽受限所带来的数据随机滞后和丢包等

诸多弊端[6−12]. 目前, 对多丢包和随机滞后系统的
估计问题也得到了广泛的研究. 文献 [6−7] 研究了
带有随机滞后系统的估计问题. 文献 [8−9] 研究了
带丢包系统的估计问题. 文献 [10] 针对一步滞后和
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多丢包系统设计了最优线性滤波器. 文献 [11] 对文
献 [10] 进行了进一步的拓展, 利用 LMI 技术设计
H∞ 滤波器, 由于采用了新的变量定义方法, 使计算
量比文献 [10] 更低. 新近文献 [12] 将文献 [10] 推广
到了带多步随机滞后和丢包系统, 并分别设计了依
赖真值和依赖概率的两种滤波算法. 然而没有考虑
预报和平滑问题, 而且没有考虑随机参数不确定性.

在实际的网络系统中, 往往不仅含有数据包丢
失、随机滞后此类的媒介不确定性, 也含有乘性噪
声此类的参数不确定性. 而带有乘性噪声的随机系
统在航天、机械、化工等领域都有广泛的应用背景,
这就意味着研究含有乘性噪声随机系统的估计问题

是必要而有意义的. 乘性噪声分为确定乘性噪声和
随机乘性噪声. 文献 [13−14] 对在状态方程中含有
确定性乘性噪声的系统提出了基于线性矩阵不等式

的鲁棒滤波算法. 文献 [15−17] 对含有随机乘性噪
声的系统进行了分析. 文献 [15] 在人为选择抗干扰
噪声的系数和方差的前提下, 对带有随机状态乘性
噪声和不确定观测的系统给出了集中式先验滤波器,
但该滤波器的设计具有一定的主观性, 且没有考虑
随机滞后现象. 文献 [16] 对带有随机乘性噪声不确
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定系统进行了滤波器的设计, 也没有考虑随机滞后
现象. 文献 [17] 对带有随机乘性噪声和观测不确定
系统, 给出了集中式融合估值器的设计. 所设计的估
值器在精度方面具有最优性, 但忽略了数据传输中
可能存在的数据传输滞后、数据包丢失等问题. 文献
[18−19] 研究了一种非线性多项式滤波器, 但此种滤
波器计算负担较大, 且不便于实时应用. 目前, 综合
考虑多丢包、多滞后和乘性噪声随机不确定性的复

杂系统的估计问题的研究成果还很少报导.
本文基于新近文献 [12] 提出的多丢包和滞后

数学模型, 研究了带有随机乘性噪声参数不确定性
网络化系统的最优线性估值器设计问题. 通过满足
Bernoulli 分布的随机变量来描述数据传输中具有
的多丢包和滞后现象. 通过白噪声序列来描述系统
中存在的乘性噪声. 应用射影理论[20], 给出了线性
最小方差意义下的最优线性估值器, 包括滤波器、预
报器和平滑器, 进而研究了估值器的稳态特性, 给出
了稳态存在的一个充分条件.

1 问题的阐述

考虑如下带有随机乘性噪声的离散随机系统:

xxx(t + 1) = (Φ + β(t)Ξ)xxx(t) + Dwww(t) (1)

yyy(t) = (C + γ(t)Λ)xxx(t) + vvv(t) (2)

其中, xxx(t) ∈ Rn 是系统的状态向量, yyy(t) ∈ Rm 是

传感器的观测输出, 它将通过网络传输给数据处理
中心, www(t) ∈ Rr 和 vvv(t) ∈ Rm 分别为输入噪声和

观测噪声, β(t) 和 γ(t) 是均值为 0, 方差分别为 Qβ

和 Qγ 的随机白噪声序列, 且与其他随机变量不相
关, Φ, Ξ, D, C, Λ 为已知的适当维数的常阵.

传感器数据在通过网络传输给数据处理中心的

过程中可能存在随机滞后和丢包现象, 可通过如下
模型来描述[12]:

zzz(t)=λ0(t)yyy(t)+(1−λ0(t)){(1−λ0(t−1))λ1(t)×
yyy(t− 1) + [1− (1− λ0(t− 1))λ1(t)]×
(1−λ0(t−2))(1−λ1(t−1))λ2(t)yyy(t− 2) +· · ·+[

1−
d−2∏
k=0

(1− λk(t− d + k + 1))λd−1(t)

]
×

d−1∏
k=0

(1− λk(t− d + k))λd(t)yyy(t− d)} · · · } (3)

其中, zzz(t) 表示数据处理中心 (或估值器) 接收到
的观测数据, 存在可能的有界 d 步滞后和多丢包.
λk(t), k = 0, 1, · · · , d是满足Bernoulli分布的不相
关的随机变量, 其概率分布为 P{λk(t) = 1} = αk,
P{λk(t) = 0} = 1 − αk, 其中 0 ≤ αk ≤ 1, 且与其

他随机变量不相关. 为了避免网络拥塞, 假设传感器
的每个数据包仅发送一次, 而且估值器在每时刻只
接收到一个数据包.
下面针对 d = 2 时的情形对模型式 (3) 进行说

明.
当 d = 2 时, 模型变为 zzz(t) = λ0(t)yyy(t) + (1−

λ0(t)){(1−λ0(t−1))λ1(t)yyy(t−1)+[1−(1−λ0(t−
1))λ1(t)](1−λ0(t−2))(1−λ1(t−1))λ2(t)yyy(t−2)}.
此时, t 时刻的按时接收率为 P{λ0(t) = 1} = α0,
一步滞后率为 τ1 = Prob{λ0(t) = 0, λ0(t + 1) =
0, λ1(t+1) = 1} = (1− α0)2α1,两步滞后率为 τ2 =
Prob{λ0(t+2) = 0, λ0(t) = 0, λ1(t + 1) = 0, λ2(t +
2) = 1, λ0(t+1) = 1}+Prob{λ0(t+2) = 0, λ0(t) =
0, λ1(t + 1) = 0, λ2(t + 2)= 1, λ1(t + 2) = 0} =
(1− α0)2(1−α1)α2,丢包率为 σ = 1−α0−τ1−τ2 =
(1− α0)[1− α1 + α0α1 − α2(1− α1−α0 + α0α1)].
在本文中,数学期望E对 β(t), λk(t), γ(t), www(t)

和 vvv(t) 同时作用. 本文中的 0 和 I 表示适当维数的

零矩阵和单位阵, T 是转置号.
假设 1. www(t) 和 vvv(t) 是均值为零、方差阵为

Qwww ≥ 0 和 Qvvv > 0 的相关白噪声, 且相关阵为
E[www(t)vvvT(t)] = S.
假设 2. 初始状态 xxx(0) 的均值为 µµµ0, 方差为

P0, 且 xxx(0) 与 λk(t), www(t), vvv(t), β(t) 和 γ(t) 是不
相关的.
问 题 是 基 于 所 接 收 到 的 观 测 信 息

(zzz(t), · · · , zzz(0)) 来寻求线性最小方差意义下
的最优线性估值器 x̂xx(t|t + M). 当M = 0 时为滤波
器; 当M < 0 时为预报器; 当M > 0 时为平滑器.
注 1. 根据 λk(t) 的分布, 有 E[λk(t)] =

αk, E[(λk(t)− αk)2] = αk(1 − αk), E[λk(t)(1 −
λk(t))] = 0, E[λp(l)λk(t)] = αpαk, l 6= t 或 p 6= k.
注 2. 由于射影理论是寻求最优线性估计的有

效工具, 因而本文将采用新息分析方法来设计依赖
概率的估计算法. 只要按时接收率、滞后率和丢包
率已知 (等价于 αk 已知), 本文算法就可应用. 而按
时接收率、滞后率和丢包率可通过统计的方法获得.

2 最优线性估值器

2.1 模型转化与预备引理

令 θ0(t) = λ0(t), θk(t) =
[
∏k−1

j=0 (1− λj(t + j))]× λk(t + k), k = 1, 2, · · · , d,
且

YYY k(t) = θk(t)yyy(t) + (1− θk(t))YYY k+1(t− 1),

k = 1, 2, · · · , d− 1,YYY d(t) = θd(t)yyy(t) (4)

则系统式 (1)∼ (3) 等价于如下系统:
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ςςς(t + 1) = Φ̃(t)ςςς(t) + D̃(t)ηηη(t) (5)

zzz(t) = C̃(t)ςςς(t) + θ0(t)vvv(t) (6)

其中, ηηη(t) =
[

wwwT(t) vvvT(t)
]T

, ςςς(t + 1) =
[

xxxT(t + 1) YYY T
1 (t) YYY T

2 (t) · · · YYY T
d (t)

]T

, 且

Φ̃(t) =




Φ + β(t)Ξ 0 0
θ1(t)(C + γ(t)Λ) 0 (1− θ1(t))Im

...
...

...
θd−1(t)(C + γ(t)Λ) 0 0
θd(t)(C + γ(t)Λ) 0 0

· · · 0
· · · 0
. . .

...
· · · (1− θd−1(t))Im

· · · 0




D̃(t) =

[
DT 0 · · · 0
0 θ1(t)Im · · · θd(t)Im

]T

C̃(t) =
[

θ0(t)(C + γ(t)Λ) (1− θ0(t))Im

0 · · · 0
]

(7)

有噪声统计信息如下:

Qηηη = E {ηηη(t)ηηηT(k)} =

[
Qwww S

ST Qvvv

]
δtk

S̄ = E {ηηη(t)vvvT(k)} =

[
S

Qvvv

]
δtk (8)

θ̄0 = E[θ0(t)] = α0, θ̄k = E[θk(t)] =
k−1∏
j=0

(1− αj)αk,

k = 1, 2, · · · , d, E[(θk(t)− θ̄k)2] = θ̄k(1− θ̄k),

E[(θk(t1)θl(t2)] = 0,

k 6= l, t1 6= t2, k, l = 0, 1, · · · , d (9)

我们容易得到如下均值:

Φ̄ = E[Φ̃(t)], D̄ = E[D̃(t)], C̄ = E[C̃(t)] (10)

其中, 只需将式 (7) 中的 θk(t), k = 0, 1, · · · , d 用 θ̄k

来替代, 且注意到 E[γ(t)] = 0.
在推导最优线性滤波器前, 我们首先给出如下

两个引理.

引理 1. 在假设 1 和假设 2 下, 系统式 (5) 的状
态二阶矩矩阵 g(t + 1) = E[ςςς(t + 1)ςςςT(t + 1)] 满足
如下递推方程:

g(t + 1) = F (g(t)) + Q̄ηηη (11)

F (g(t)) = Φ0g(t)ΦT
0 +

d∑
k=1

θ̄kΦ0g(t)ΦT
k +

d∑
k=1

θ̄kΦkg(t)ΦT
0 +

d∑
k=1

θ̄kΦkg(t)ΦT
k +

d∑
k=1

θ̄kQγNkg(t)NT
k + QβΦΞg(t)ΦT

Ξ

(12)

Q̄ηηη = D0QηηηD
T
0 +

d∑
k=1

θ̄kD0QηηηD
T
k +

d∑
k=1

θ̄kDkQηηηD
T
0 +

d∑
k=1

θ̄kDkQηηηD
T
k (13)

其中,

ΦΞ =

[
Ξ 0
0 0

]
,Φ0 =




Φ 0 0
0 0 I(d−1)m

0 0 0




Φd =

[
0 0
C 0

]

Φk =




0 0 0 0
C 0 −I

(l+1,l+2)

m 0
0 0 0 0




Nk =




0 0
Λ(k+1,1) 0

0 0




D0 =

[
D 0
0 0

]
, Dk =




0 0
0 I(k+1,2)

m

0 0


 (14)

其中, ∗(a,b) 中的 a, b 代表第 a 行和第 b 列块的

位置, l = 1, 2, · · · , d − 1; k = 1, 2, · · · , d. 初值
g(0) = diag{P0 + µµµ0µµµ

T
0 , 0}, diag{·} 表示块对角阵.

证明. 由于 ηηη(t) 不相关于 ςςς(t), 则

g(t + 1) = E[ςςς(t + 1)ςςςT(t + 1)] =

E[Φ̃(t)ςςς(t)ςςςT(t)Φ̃T(t)]+

E[D̃(t)ηηη(t)ηηηT(t)D̃T(t)] (15)
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其中,

F (g(t)) = E[Φ̃(t)ςςς(t)ςςςT(t)Φ̃T(t)] (16)

Q̄ηηη = E[D̃(t)ηηη(t)ηηηT(t)D̃T(t)] (17)

由式 (14) 有 Φ̃(t) = Φ0 +
∑d

k=1 θk(t)Φk +∑d

k=1 θk(t)γ(t)Nk + β(t)ΦΞ, D̃(t) = D0 +∑d

k=1 θk(t)Dk. 由于 E[γ(t)] = 0, E[β(t)] = 0,
E[θ2

k(t)] = θ̄k, E[γ2(t)] = Qγ , E[β2(t)] = Qβ, 将
式 (16) 和式 (17) 代入式 (15), 式 (11)∼ (13) 成立.

¤
由式 (7) 和式 (10), 很容易得出下面的引理 2.
引理 2. 对于系统式 (5) 和式 (6), 有如下结论

成立:

Φ̃(t)− Φ̄ =
d∑

k=1

(θk(t)− θ̄k)Φk +
d∑

k=1

θk(t)γ(t)Nk+

β(t)ΦΞ

C̃(t)− C̄ = (θ0(t)− θ̄0)C1 + θ0(t)γ(t)K (18)

其 中, C1 = [ C −Im 0 · · · 0 ], K =

[ Λ 0 · · · 0 ].

2.2 最优线性滤波器

基于引理 1 和引理 2, 我们有如下结论.
定理 1. 在假设 1 和假设 2 下, 系统式 (5) 和式

(6) 有如下最优线性滤波器

ς̂ςς(t|t) = ς̂ςς(t|t− 1) + Gf (t)εεε(t) (19)

ς̂ςς(t + 1|t) = Φ̄ς̂ςς(t|t− 1) + GP (t)εεε(t) (20)

εεε(t) = zzz(t)− C̄ς̂ςς(t|t− 1) (21)

Gf (t) = P (t|t− 1)C̄TQ−1
εεε (t) (22)

GP (t) = [θ̄0(Φ0 − Φ̄)g(t)CT
1 + Φ̄P (t|t− 1)C̄T+

θ̄0D0S̄]Q−1
εεε (t) (23)

Qεεε(t) = θ̄0(1− θ̄0)C1g(t)CT
1 + θ̄0QγKg(t)KT+

C̄P (t|t− 1)C̄T + θ̄0Qvvv (24)

P (t + 1|t) =
^

Q(t)−GP (t)
^

S
T

(t)− ^

S(t)GT
P (t)+

(Φ̄−GP (t)C̄)P (t|t− 1)(Φ̄−GP (t)C̄)T+

GP (t)
^

R(t)GT
P (t) (25)

P (t|t) = P (t|t− 1)−Gf (t)Qεεε(t)GT
f (t) (26)

其中,
^

R(t)= θ̄0(1− θ̄0)C1g(t)CT
1 +θ̄0QγKg(t)KT+

θ̄0Qvvv

^

Q(t) = F (g(t))− Φ̄g(t)Φ̄T + Q̄ηηη

^

S(t) = θ̄0(Φ0 − Φ̄)g(t)CT
1 + θ̄0D0S̄ (27)

εεεεεεεεε(t) 是方差阵为 Qεεε(t) 的新息, Gf (t) 和 GP (t) 分
别为滤波增益阵和预报增益阵, P (t + 1|t) 和 P (t|t)
分别是预报和滤波误差方差阵. 初值为 ς̂ςς(0| − 1) =
[ µµµT

0 0 ]T 和 P (0| − 1) = diag{P0, 0}.
证明. 由射影定理, 可以得到式 (19)∼ (21). 把

式 (6) 代入式 (21) 中, 有新息的另一种形式:

εεε(t) = (C̃(t)− C̄)ςςς(t) + C̄ς̃ςς(t|t− 1) + θ0(t)vvv(t)
(28)

滤波和预报增益阵 Gf (t) 和 GP (t) 分别被定义为

Gf (t) = E[ςςς(t)εεεT(t)]Q−1
εεε (t) (29)

GP (t) = E[ςςς(t + 1)εεεT(t)]Q−1
εεε (t) (30)

把式 (28) 代入式 (29) 中, 由于 E[C̃(t) − C̄] = 0,
ςςς(t)⊥vvv(t), 其中符号 ⊥ 表示正交, 则式 (22) 成立.
把式 (5) 和式 (28) 代入式 (30) 中, 由于 ςςς(t)⊥vvv(t),
ςςς(t)⊥ηηη(t), E[θ0(t)θk(t)] = 0, k = 1, · · · , d, ςςς(t) =
ς̂ςς(t|t− 1) + ς̃ςς(t|t− 1), 且 ς̂ςς(t|t− 1)⊥ ς̃ςς(t|t− 1), 有

GP (t) = {E[Φ̃(t)ςςς(t)εεεT(t)]+

E[D̃(t)ηηη(t)εεεT(t)]}Q−1
εεε (t) =

{E[Φ̃(t)ςςς(t)ςςςT(t)(C̃(t)− C̄)T]+

Φ̄P (t|t− 1)C̄T + θ̄0D0S̄}Q−1
εεε (t) (31)

其中, 式 (31) 的第 1 项可以写为

E[Φ̃(t)ςςς(t)ςςςT(t)(C̃(t)− C̄)T] =

E[(Φ̃(t)− Φ̄)ςςς(t)ςςςT(t)(C̃(t)− C̄)T] (32)

应 用 式 (18) 和 E[γ(t)] = 0,
E[β(t)] = 0, E[

∑d

k=1 θk(t)θ0(t)] = 0,
E[

∑d

k=1 (θk(t)− θ̄k)(θ0(t) − θ̄0)] = −∑d

k=1 θ̄0θ̄k,
式 (32) 可以改写为

E[Φ̃(t)ςςς(t)ςςςT(t)(C̃(t)− C̄)T] =

−
d∑

k=1

θ̄0θ̄kΦkg(t)CT
1 = θ̄0(Φ0 − Φ̄)g(t)CT

1

(33)

把式 (33) 代入式 (31) 中, 式 (23) 成立.
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把式 (28) 代入 Qεεε(t) = E[εεε(t)εεεT(t)] 中, 由于
E[C̃(t)− C̄] = 0, ςςς(t)⊥vvv(t), ς̃ςς(t|t− 1)⊥vvv(t), 则

Qεεε(t) = E[(C̃(t)− C̄)ςςς(t)ςςςT(t)(C̃(t)− C̄)T]+

C̄P (t|t− 1)C̄T + θ̄0Qvvv (34)

根据式 (18), 并由 E[(θ0(t)− θ̄0)2] = θ̄0(1 − θ̄0),
E[θ2

0(t)] = θ̄0, E[γ(t)] = 0, E[γ2(t)] = Qγ , 式 (34)
中的第 1 项计算为

E[(C̃(t)− C̄)ςςς(t)ςςςT(t)(C̃(t)− C̄)T] =

θ̄0(1− θ̄0)C1g(t)CT
1 + θ̄0QγKg(t)KT (35)

把式 (35) 代入式 (34) 中, 式 (24) 成立.
用式 (5) 减去式 (20), 并结合式 (28), 则一步预

报误差方程为

ς̃ςς(t + 1|t) = [(Φ̃(t)− Φ̄)−GP (t)(C̃(t)− C̄)]ςςς(t)+

(Φ̄−GP (t)C̄)ς̃ςς(t|t− 1) + D̃(t)ηηη(t)−
θ0(t)GP (t)vvv(t) (36)

由于 E[Φ̃(t)− Φ̄] = 0, E[C̃(t)− C̄] = 0, ςςς(t)⊥ηηη(t),
ςςς(t)⊥vvv(t), ς̃ςς(t|t−1)⊥ηηη(t), ς̃ςς(t|t−1)⊥vvv(t), 因此有
一步预报误差方差阵

P (t + 1|t) =

E[ς̃ςς(t + 1|t)ς̃ςςT(t + 1|t)] =

E{[(Φ̃(t)− Φ̄)−GP (t)(C̃(t)− C̄)]ςςς(t)×
ςςςT(t)[(Φ̃(t)− Φ̄)−GP (t)(C̃(t)− C̄)]T}+
(Φ̄−GP (t)C̄)P (t|t− 1)(Φ̄−GP (t)C̄)T+

Q̄ηηη − θ̄0D0S̄GT
P (t)− θ̄0GP (t)S̄TDT

0 +

θ̄0GP (t)QvvvG
T
P (t) (37)

式 (37) 中的第 1 项可以展为

E[(Φ̃(t)− Φ̄)ςςς(t)ςςςT(t)(Φ̃(t)− Φ̄)T]−
E[(Φ̃(t)− Φ̄)ςςς(t)ςςςT(t)(C̃(t)− C̄)TGT

P (t)]−
E[GP (t)(C̃(t)− C̄)ςςς(t)ςςςT(t)(Φ̃(t)− Φ̄)T]+

E[GP (t)(C̃(t)− C̄)ςςς(t)ςςςT(t)(C̃(t)− C̄)TGT
P (t)]
(38)

其中,

E[(Φ̃(t)− Φ̄)ςςς(t)ςςςT(t)(Φ̃(t)− Φ̄)T] =

F (g(t))− Φ̄g(t)Φ̄T

E[(Φ̃(t)− Φ̄)ςςς(t)ςςςT(t)(C̃(t)− C̄)TGT
P (t)] =

θ̄0(Φ0 − Φ̄)g(t)CT
1 GT

P (t)

E[GP (t)(C̃(t)− C̄)ςςς(t)ςςςT(t)(C̃(t)− C̄)TGT
P (t)] =

θ̄0(1− θ̄0)GP (t)C1g(t)CT
1 GT

P (t)+

θ̄0QγGP (t)Kg(t)KTGT
P (t) (39)

根据式 (37)∼ (39), 可以得到式 (25) 和式 (27). 根
据式 (19), 滤波误差方程为

ς̃ςς(t|t) = ς̃ςς(t|t− 1)−Gf (t)εεε(t) (40)

滤波误差方差阵为

P (t|t) = E[ς̃ςς(t|t)ς̃ςςT(t|t)] =

P (t|t− 1) + Gf (t)Qεεε(t)GT
f (t)−

Gf (t)E[εεε(t)ς̃ςςT(t|t− 1)]−
E[ς̃ςς(t|t− 1)εεεT(t)]GT

f (t) (41)

其中, E[ς̃ςς(t|t−1)εεεT(t)] = E{[ςςς(t)−ς̂ςς(t|t−1)]εεεT(t)}.
由于 ς̂ςς(t|t − 1) ∈ L(εεε(1), · · · , εεε(t − 1))⊥εεε(t), 且由
式 (29), 我们有

E[ς̃ςς(t|t− 1)εεεT(t)] = E[ςςς(t)εεεT(t)] = Gf (t)Qεεε(t)
(42)

把式 (42) 代入式 (41), 则式 (26) 成立. ¤
注 3. 当系统不含乘性噪声时, 定理 1 所给出

的结果即为文献 [12] 的结果. 即文献 [12] 可作为本
文的特殊情况获得. 同文献 [12] 相比, 乘性噪声的
存在使得状态二阶矩式 (11)∼ (13)、新息方差阵式
(24) 以及一步预报误差方差阵式 (25) 和式 (27) 变
得更加复杂, 同时也使得文献 [12] 所设计的滤波器
在处理本文问题时将失去最优性.

2.3 最优线性预报器

下面, 我们基于定理 1 给出的最优线性滤波器,
来推导最优线性M (M > 1) 步预报器.

定理 2. 在假设 1 和假设 2 下, 系统式 (5) 和式
(6) 的M (M > 1) 步最优预报器为

ς̂ςς(t + M |t) = Φ̄ς̂ςς(t + M − 1|t) (43)

M(M > 1) 步预报误差方差阵为

P (t + M |t) = F (g(t + M − 1))−
Φ̄g(t + M − 1)Φ̄T+

Φ̄P (t + M − 1|t)Φ̄T + Q̄ηηη (44)

其中, g(t + M − 1) 由引理 1 计算, 初值 ς̂ςς(t + 1|t)
和 P (t + 1|t) 由定理 1 计算.
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证明. 由式 (5), 有

ςςς(t + M) = Φ̃(t + M − 1)ςςς(t + M − 1)+

D̃(t + M − 1)ηηη(t + M − 1) (45)

对式 (45) 左右两端在线性流形 (zzz(t), zzz(t −
1), · · · , zzz(0)) 上取射影, 可得式 (43). 用式 (45) 减
去式 (43), 可得预报误差方程为

ς̃ςς(t + M |t) = (Φ̃(t + M − 1)− Φ̄)ςςς(t + M − 1)+

Φ̄ς̃ςς(t + M − 1|t) + D̃(t + M − 1)ηηη(t + M − 1)
(46)

将上式代入M (M > 1) 步预报误差方差阵 P (t +
M |t) = E[ς̃ςς(t + M |t)ς̃ςςT(t + M |t)] 中, 由于 ςςς(t +
M −1)⊥ηηη(t+M −1), ς̃ςς(t+M −1)⊥ηηη(t+M −1),
E[Φ̃(t + M − 1)− Φ̄] = 0, 且根据式 (16) 和式 (17),
则式 (44) 成立.

¤
2.4 最优线性平滑器

定理 3. 在假设 1 和假设 2 下, 系统式 (5) 和式
(6) 有M(M < 0) 步固定滞后平滑器

ς̂ςς(t + M |t) = ς̂ςς(t + M |t− 1) + Gs(t + M |t)εεε(t)
(47)

Gs(t + M |t) = Ω(t)C̄TQ−1
εεε (t) (48)

Ω(t) = Ω(t− 1)[Φ̄−GP (t− 1)C̄]T (49)

P (t + M |t) = P (t + M |t− 1)−
Gs(t + M |t)Qεεε(t)GT

s (t + M |t) (50)

其中, Gs(t + M |t) 为M 步平滑器增益. 初值 ς̂ςς(t +
M |t + M), Ω(t) = P (t + M |t + M − 1) 和 P (t +
M |t + M) 由定理 1 计算.
定理 3 可类似文献 [10] 证明. 这里细节略.
推论 1. 系统式 (1)∼ (3) 的状态 xxx(t) 的最优

线性估值器为 x̂xx(t|t + M) = [ In 0 ]ς̂ςς(t|t + M),

估计误差方差阵为 p(t|t + M) = [ In 0 ]P (t|t +

M)[ In 0 ]T.

3 稳态估值器

根据式 (12), 我们定义如下矩阵 A:

A = Φ0 ⊗ Φ0 +
d∑

k=1

θ̄kΦ0 ⊗ Φk +
d∑

k=1

θ̄kΦk⊗Φ0+

d∑
k=1

θ̄kΦk⊗Φk +
d∑

k=1

θ̄kQγNk⊗Nk+

QβΦΞ ⊗ ΦΞ (51)

其中, ⊗ 是 Kronecker 乘积.
定理 4. 若 ρ(A) < 1, 其中 ρ(A) 表示矩阵 A

的谱半径, 则在任意初始条件 g(0) ≥ 0 时, 方程式
(11) 的解 g(t) 收敛到如下方程的唯一半正定解 g:

g = F (g) + Q̄ηηη (52)

即 g = limt→∞ g(t), 且有 F (g) = limt→∞ F (g(t)),
^

Q = limt→∞
^

Q(t),
^

S = limt→∞
^

S(t),
^

R =
limt→∞

^

R(t).
^

Q,
^

S 和
^

R 的定义如式 (27), 其中
的 g(t) 由极限 g 代替.
进一步, 如果 (Φ̄, C̄) 是可检对, 且 (Φ̄ −

^

S
^

R
−1

C̄, U) 是可稳对, 其中 UUT =
^

Q − ^

S
^

R
−1^

S
T

,
则在任意初始条件 P (0| − 1) ≥ 0 下, 方程式 (25)
的解 P (t + 1|t) 收敛到如下方程的唯一半正定解 P :

P = (Φ̄−GP C̄)P (Φ̄−GP C̄)T +
^

Q−
GP

^

S
T

− ^

SGT
P + GP

^

RGT
P (53)

即 P = limt→∞ P (t|t − 1), 且 有 GP =
limt→∞GP (t), Gf = limt→∞Gf (t), Qεεε =
limt→∞Qεεε(t). 稳态一步预报器:

ς̂ςςs(t + 1|t) = (Φ̄−GP C̄)ς̂ςςs(t|t− 1) + GPzzz(t)
(54)

是渐近稳定的.
定理 4 可类似文献 [12] 证明. 这里细节略.
注 4. 由稳态一步预报器可以得到相应的稳态

滤波器、稳态多步预报器和稳态平滑器.
注 5. 由模型式 (3) 可知: 当某时刻估值器没有

收到数据时, 本文没有做任何补偿. 而文献 [10] 采用
上一时刻收到的数据进行补偿. 但文献 [10] 只能处
理一步滞后和丢包系统的估计问题, 且没有考虑系
统的随机参数不确定性. 另外, 当滞后 d = 1 时, 本
文的稳态滤波器的计算量为 O((n + m)2), 而文献
[10] 的稳态滤波器的计算量为 O((n + 3m)2). 可见
本文算法计算量更小.

4 仿真研究

考虑如下带有随机状态和观测乘性噪声的系统

xxx(t + 1)=

([
0.8 0
2 0.6

]
+β(t)

[
0.1 0.05
0.2 0.5

])
×

xxx(t) +

[
0.5
3

]
www(t) (55)

yyy(t) = ([ 1 1 ] + γ(t)[ 0.1 0.1 ])xxx(t) + vvv(t)
(56)
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其中, 白噪声 www(t) 和 vvv(t) 相关, 且 vvv(t) = cwww(t) +
uuu(t), 相关系数 c = 0.5. 白噪声 uuu(t) 独立于 www(t),
二者均值为 0, 方差分别为 Qwww = 1, Quuu = 1. 乘性
噪声 β(t) 和 γ(t) 的方差为Qβ = 0.1, Qγ = 0.2. 仿
真中取 100 个采样数据, 并取滞后的上界 d = 2, 且
α0 = 0.2, α1 = 0.5, α2 = 0.8. 任选初值 x̂xx(0|−1) =
[1, 1]T, P0 = 0.1I2. 求最优线性滤波器 x̂xx(t|t), 两步
预报器 x̂xx(t|t− 2) 和一步平滑器 x̂xx(t|t + 1).
由式 (51) 可得 ρ(A) = 0.6746 < 1. 易验证系

统是可检可稳的. 因而存在稳态滤波. 当 α0 = 0.2,
α1 = 0.5, α2 = 0.8 时, 可计算按时接收率为 α0 =
0.2, 一步滞后率为 τ1 = (1− α0)2α1 = 0.32, 两步
滞后率为 τ2 = (1− α0)2(1 − α1)α2 = 0.256 , 丢包
率为 σ = 1− α0 − τ1 − τ2 = 0.224.
最优线性滤波器如图 1 所示. 可见所设计的滤

波器具有良好的跟踪效果, 且具有渐近稳定性.

(a) 第一状态分量

(a) The first state component

(b) 第二状态分量

(b) The second state component

图 1 最优线性滤波器

Fig. 1 Optimal linear filter

图 2 是滤波器、两步预报器和一步平滑器的误
差方差比较图. 可见, 一步平滑器精度最高, 其次是

滤波器, 而预报器的精度最低. 经过一段时间后, 它
们的估计误差方差都趋于常值, 这体现了估值器的
稳态特性.

图 3 是状态和观测乘性噪声方差 Qβ 和 Qγ 变

化时, 状态滤波误差方差的变化情况. 从图 3 可见,
乘性噪声的方差越大, 滤波误差方差越大. 这说明随
机乘性噪声的存在, 影响了滤波器的精度.

(a) 第一状态分量

(a) The first state component

(b) 第二状态分量

(b) The second state component

图 2 滤波器、两步预报器、一步平滑器的误差方差比较图

Fig. 2 Comparisons of variances of filter, two-step

predictor and one-step smoother

(a) 第一状态分量

(a) The first state component
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(b) 第二状态分量

(b) The second state component

图 3 0.1 ≤ Qγ ≤ 1, 0.1 ≤ Qβ ≤ 1 时的滤波误差方差

Fig. 3 Filtering error variances with

0.1 ≤ Qγ ≤ 1, 0.1 ≤ Qβ ≤ 1

取 α0 = 0.2, α1 = 0.1, 0.1 ≤ α2 ≤ 1, 可计算
接收率 α0 = 0.2 和一步滞后率 τ1 = 0.064, 易知两
步滞后率 τ2 随 α2 的增大而增加, 丢包率随 α2 的增

加而减小. 图 4 说明了当接收率和一步滞后率固定,
两步滞后率增大, 丢包率减小时, 估值器方差也随之
减小.

图 4 α0 = 0.2, α1 = 0.1, 0.1 ≤ α2 ≤ 1 时最优估值器的

估计误差方差

Fig. 4 Estimation error variances of the optimal

estimators with α0 = 0.2, α1 = 0.1, 0.1 ≤ α2 ≤ 1

图 5 是随机滞后 d = 1 且 α0 = 0.2, α1 = 0.5
时, 本文所设计的滤波器与文献 [10] 和文献 [12] 依
靠概率所设计滤波器的 MSE 比较图. 取 Monte
Carlo 仿真次数为 1 000. 从图 5 中可以看出, 本文
滤波器的MSE 曲线在最下面, 说明本文设计的滤波
器的精度比文献 [10] 和文献 [12] 的依靠概率所设计
的滤波器的精度高. 这是因为文献 [10] 和文献 [12]
没有考虑可能存在的乘性噪声参数不确定性, 此时
文献 [10] 和文献 [12] 所设计的滤波器已失去了最优
性. 而文献 [10] 的滤波器的精度要高于文献 [12], 这
主要是由于文献 [10] 存在丢包补偿. 但从计算量上
比较, 由注 3 和注 5 可知此时文献 [12] 具有更小的
计算负担.

图 5 在 d = 1 时本文滤波器与文献 [10] 和文献 [12] 的

滤波器的均方误差比较

Fig. 5 Comparisons of mean square errors of our filter,

filters in literatures [10] and [12] under d = 1

5 结论

对带有随机乘性噪声参数不确定性、数据传输

具有多丢包和滞后的网络化系统, 应用新息分析方
法设计了在线性最小方差意义下的最优线性估值器,
包括滤波器、预报器和平滑器. 所设计的估值器通
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过求解一个 Lyapunov 方程和一个 Riccati 方程获
得. 它们依赖于随机参数的统计特性. 分析了算法
的稳态特性, 并给出了稳态存在的充分条件. 将文献
[12] 的结果推广到了带乘性噪声的随机参数不确定
系统. 仿真研究验证了系统在存在随机参数不确定
性时, 文献 [12] 的算法已失去了最优性. 而本文算
法提供了最优线性估计.
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