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一种结合多目标免疫算法和线性规划的双行设备布局方法

左兴权 1, 2 王春露 1, 2 赵新超 3

摘 要 设备布局对于提高生产效率和降低运营成本具有重要意义. 本文针对半导体加工制造中常见的双行设备布局问题,

提出了一种结合多目标免疫算法和线性规划的双行设备布局方法来同时优化物料流成本和布局面积两个目标. 首先, 建立了

问题的混合整数规划模型; 其次, 针对问题既含有组合方面 (机器排序) 又含有连续方面 (机器精确位置) 的特点, 分别设计了

一种多目标免疫算法来获取非支配的机器排序集合, 提出了一种基于线性规划的方法来构造任一非支配机器排序对应的连续

的非支配解集; 最后, 由所有连续的非支配解来构造最后 Pareto 解. 实验结果表明, 该方法对于小规模问题能获得最优 Pareto

解, 对于大规模问题能够获得具有良好分布性的 Pareto 解且其质量远好于 NSGA-II 和精确算法获得的解.
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Combining Multi-objective Immune Algorithm and Linear Programming for

Double Row Layout Problem

ZUO Xing-Quan1, 2 WANG Chun-Lu1, 2 ZHAO Xin-Chao3

Abstract Facility layout is very significant for improving production efficiency and decreasing operational cost. Aimed

at the double row layout problem commonly encountered in the context of semiconductor manufacturing, an approach

combining a multi-objective immune algorithm with a linear programming is proposed to simultaneously optimize the two

objectives of material flow cost and layout area. Firstly, a mix-integer programming model is established for this problem.

Secondly, based on the problem′s characteristic of involving both combinatorial (machine sequence) and continuous (exact

machine position) aspects, a multi-objective immune algorithm is devised to obtain a set of non-dominated machine

sequences, and then a linear programming based method is proposed to construct a set of continuous non-dominated

solutions for an arbitrary non-dominated machine sequence. Finally, the set of final Pareto solutions is created from all

the continuous non-dominated solutions. Experimental results show that for small size problems our approach is able to

obtain the optimal Pareto solutions, and for large size problems our approach can achieve Pareto solutions with good

distribution, which are far better than those obtained by NSGA-II and an exact approach.
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设备布局问题是指将生产车间中的设备 (机器)
进行合理布局, 达到提高生产效率和节约运营成本
的目的[1]. 优良的设备布局能加快物料处理速度,
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减少在制品停留时间和工件缓冲区容量, 提高生产
效率; 反之, 不合理的设备布局将导致生产周期延
长和生产效率降低[2]. 有研究表明, 15∼ 70% 的

运营成本和设备布局有关, 良好的设备布局可降低
10∼ 30% 的运营成本[3].

Heragu 等[4] 总结了制造领域中常见的 4 种设
备布局类型, 即单行设备布局、多行设备布局、U 型
布局和环形布局, 其中单行和多行设备布局在实际
中应用最为广泛[5].
单行设备布局问题 (Single row layout prob-

lem, SRLP) 是把若干机器在一行上排列, 相邻机器
间以给定的最小间距分隔, 优化目标为最小化物料
流成本[6]. 该问题只需确定机器排序, 因而是纯组合
优化问题. 一些学者提出了该问题的精确求解方法.
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例如, Heragu 等[7] 建立了 SRLP 的混合整数规划
模型, 采用基于非约束规划的惩罚方法来求解模型.
Anjos 等[8] 建立了 SRLP 的二次规划模型, 提出
了一种结合模型的半正定规划松弛和割平面的求

解方法. 求解 SRLP 的启发式算法包括构造启发
式算法 (Constructive heuristic) 和现代启发式算法
(Meta-heuristic). 构造启发式算法利用规则逐一安
排机器, 以得到机器在一行上的排序[9]. 现代启发
式算法通过循环迭代来寻求 SRLP 的最优或次优
解. 例如, Datta 等[10] 提出一种置换遗传算法求解

SRLP, 利用机器的随机置换和规则来产生候选个
体, 设计了一种特殊的交叉和变异算子来进化群体.
Kothari 等[11] 提出两种禁忌搜索算法用于 SRLP,
一种禁忌搜索采用 2-opt 邻域, 另一种采用插入邻
域. Samarghandi 等[12] 提出了一种用于 SRLP 微
粒群算法.
多行设备布局问题 (Multiple row layout prob-

lem, MRLP) 是把机器分配到多行上并确定每行上
的机器排序, 机器间仍以给定的最小间距分隔, 优化
目标为最小化物料流成本[13]. 通常把 MRLP 建模
为二次分配问题 (Quadratic assignment problem,
QAP)[14]. Kouvelis 等[15] 建立了MRLP 的整数规
划模型, 用动态规划方法获得机器排序. Gen 等[16]

利用遗传算法解决 MRLP, 用模糊集合来表示机器
间的最小距离. Sadrzadeh[17] 提出一种结合启发式

过程的遗传算法用于MRLP. 个体表示为矩阵编码,
通过两个启发式过程来产生初始群体, 设计了启发
式交叉和变异算子.

SRLP 和 MRLP 仅需确定机器在一行或多行
上的排序, 因而是组合优化问题. Chung 等[18] 提出

了双行设备布局问题 (Double row layout problem,
DRLP), 该问题在半导体加工和精密仪器制造等领
域具有广阔应用背景. 与 SRLP 和 MRLP 不同,
DRLP 不仅需确定机器在两行上的排序, 而且需确
定机器的精确位置,因而比 SRLP和MRLP更为复
杂和难以求解. Chung 等[18] 提出了 5 个启发式算
法, 然而, 即使对于小规模问题, 这些算法获得的解
与最优解也有很大差距. Zhang 等[19] 指出文献 [18]
中的 DRLP 模型可能忽略相邻机器间的最小间距,
提出一种DRLP 的修正模型. Murray 等[20] 研究了

带有不对称物料流的 DRLP, 建立了其混合整数规
划模型并提出了一种结合构造启发式算法和局部搜

索的求解方法. 张则强等[21] 提出了 DRLP 的 3 种
优先规则启发式算法并与文献 [18] 中的最好算法进
行比较. Amaral[22] 提出一种不考虑相邻机器间最
小间距的 DRLP 及其精确求解算法.
以上关于 DRLP 的研究仅以物料流成本作为

优化目标, 而没有考虑布局的面积. 然而, 在半导体

加工等领域, 生产车间的建造成本非常高昂[23], 因
此, 除了物料流成本, 布局面积也是设备布局需要
考虑的重要因素. Murray 等[24] 提出了一种扩展的

双行设备布局问题 (Extended double row layout
problem, EDRLP), 其中假设双行间的距离为非零
且同时考虑了物料流成本和布局面积两个优化目标,
将两目标线性加权组合为单个目标, 然后利用 IBM
的优化软件包CPLEX求解. 然而,由于物料流成本
和布局面积这两个目标的量纲不同, 文献 [24] 中将
两目标线性组合的方法很难给定每个目标合适的权

值. 此外, 由于 EDRLP 的 NP-hard 性质, 文献 [24]
中的 CPLEX 求解方法只能获得小规模问题 (包含
不大于 12 个机器) 的最优解, 而不能在合理时间内
求解大规模问题.
本文提出一种结合多目标免疫算法 (Multi-

objective immune algorithm, MIA) 和线性规划
(Linear programming, LP) 的方法 (MIA-LP) 来
求解 EDRLP. 首先, 建立了 EDRLP 的混合整数规
划模型; 然后, 基于模型把问题分解为组合 (机器
排序) 和连续 (机器精确位置) 两方面, 分别设计了
MIA 用于获取非支配的机器排序, 提出了一种基于
LP 的方法来构造任一非支配机器排序对应的连续
非支配解集; 最后, 由所有的连续非支配解集来产生
最后 Pareto 解.

1 扩展的双行设备布局问题

EDRLP 是将 m 个机器排列于两行上, 需确定
机器在两行上的分配, 每一行上的机器排序, 以及每
个机器在其所在行上的精确位置.
令 I = {1, · · · ,m} 为机器集合, R = {1, 2} 为

行集合. 每对机器 i ∈ I1 和 j ∈ I2 间的最小距离为

aij, 它们间物料流为 fij, 其中 I1 = {1, · · · ,m− 1},
I2 = {i + 1, · · · ,m}. 每个机器 i ∈ I 的宽度和深度

分别为 wi 和 di. 两行间距为 c. EDRLP 的决策变
量见表 1, 其混合整数规划模型如下.

Min {Obj1, Obj2} (1)

Obj1 =
∑

i∈I1

∑

j∈I2

(fij + fji)(v+
ij + v−ij+

c(1− qij)) (2)

Obj2 = A (3)

s. t.

xir ≤ Myir, ∀ i ∈ I, r ∈ R (4)∑
r∈R

yir = 1, ∀ i ∈ I (5)
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表 1 决策变量

Table 1 Decision variables

决策变量 描述

xir 连续决策变量; 表示机器 i ∈ I 在行 r ∈ R 上的位置; 若机器 i 不在 r 行上, 则 xir = 0.

yir 二进制决策变量; 若机器 i ∈ I 在行 r ∈ R 上, 则 yir = 1; 否则 yir = 0.

zrij 二进制决策变量; 若机器 i ∈ I 在行 r ∈ R 上且在机器 j ∈ {I \ i} 的左侧, 则 zrij = 1; 否则 zrij = 0.

W 连续决策变量; 布局的宽度.

sr 连续决策变量; 行 r ∈ R 上的布局面积.

A 连续决策变量; 布局的面积, 即包含所有机器的最小矩形的面积.

qij 二进制决策变量; 若机器 i ∈ I1 和 j ∈ I2 在同一行, 则 qij = 1; 否则 qij = 0.

v+
ij , v−ij 辅助连续决策变量, 用于确定机器 i 和 j 的水平距离的绝对值.

wiyir + wjyjr

2
+ aijzrji ≤ xir − xjr+

M(1− zrji), ∀ i ∈ I1, j ∈ I2, r ∈ R (6)
wiyir + wjyjr

2
+ aijzrij ≤ −xir + xjr+

M(1− zrij), ∀ i ∈ I1, j ∈ I2, r ∈ R (7)∑
r∈R

xir −
∑
r∈R

xjr = v−ij − v+
ij,

∀ i ∈ I1, j ∈ I2 (8)

zrij + zrji ≤ yir, ∀ i ∈ I1, j ∈ I2, r ∈ R (9)

zrij + zrji ≤ yjr, ∀ i ∈ I1, j ∈ I2, r ∈ R (10)

zrij + zrji + 1 ≥ yir + yjr

∀ i ∈ I1, j ∈ I2, r ∈ R (11)

W ≥ xir +
1
2
wiyir, ∀ i ∈ I, r ∈ R (12)

xir − 1
2
wiyir ≥ 0, ∀ i ∈ I, r ∈ R (13)

sr ≥ diW − diM(1− yir), ∀ r ∈ R, i ∈ I

(14)

A = s1 + s2 + cW (15)

qij =
∑
r∈R

(zrij + zrji) , ∀ i ∈ I1, j ∈ I2 (16)

xir ≥ 0, ∀ i ∈ I, r ∈ R (17)

v+
ij, v

−
ij ≥ 0, ∀ i ∈ I1, j ∈ I2 (18)

yir ∈ {0, 1}, ∀ i ∈ I, r ∈ R (19)

zrij ∈ {0, 1}, ∀ i ∈ I, j ∈ {I \ i}, r ∈ R (20)

qij ∈ {0, 1}, ∀ i ∈ I1, j ∈ I2 (21)

sr ≥ 0, ∀ r ∈ R (22)

A ≥ 0 (23)

W ≥ 0 (24)

目标函数 (1) 包含两个目标, 即物料流成本 (2)
和布局面积 (3). 约束条件 (4) 和 (5) 用于确保每个
机器只能被放于一行上. 约束条件 (6) 和 (7) 用以
保证任意两个机器满足最小间距约束. 约束条件 (8)
确定机器间的水平距离. 约束条件 (9)∼ (11) 用于
确定决策变量 zrij, 当机器 i 和 j 位于同一行 r 上

(即 yir = yjr = 1), 则 zrij 和 zrji 二者之一必为 1;
否则二者皆为 0. 约束条件 (12)∼ (14) 用于确定布
局宽度和每一行布局面积的下界. 约束条件 (15) 用
于计算布局的面积, 即两行上机器所占面积和通道
面积之和. 约束条件 (16) 用于确定机器 i 和 j 是否

位于同一行. 式 (17)∼ (24) 给定决策变量的定义域.
M 为一个充分大的常数, 给定为

M =
∑
i∈I



wi + max

j∈I
j 6=i

(aij)



 (25)

2 结合MIA和 LP的双行设备布局方法

对于 EDRLP, 若两个布局的机器排序相同但机
器绝对位置不同, 则代表两个不同的解. 因此, 每个
机器排序 S 对应实数空间中一个解集 AD(S), 其
中包含无数个解, 这些解的机器排序相同, 但机器
的精确位置不完全相同. 这一特点使得 EDRLP 的
Pareto 前沿在目标空间中为多个片段, 每个片段对
应一个机器排序, 其上的解是连续的 (由于机器位
置的连续性). 当采用多目标优化算法解决这类问
题时, 有研究表明[25]: 优化过程中算法会花费较大
计算代价来寻求 Pareto 前沿上各片段间那些不存
在的区域, 由此导致难以获得高质量的 Pareto 解
集. 此外, 已有的多目标优化算法只能获得分布在
Pareto 前沿上的有限个解[26−27], 即用有限个解来
近似连续的 Pareto 前沿, 而不能获得全部的连续的
Pareto 前沿.

EDRLP 的模型中包含二进制决策变量 (机器
排序相关) 和连续决策变量 (机器精确位置相关). 本
文把问题分解为组合部分 (即机器排序) 和连续部
分 (即机器精确位置). 组合部分是 NP-hard 问题,
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精确算法难以求解, 为此设计了多目标启发式算法
来获取非支配的机器排序集合 Nondomi. 给定机
器排序则意味着固定模型中的所有二进制决策变量

(qij、yir、zrij), 此时模型变为纯线性规划模型, 众所
周知, 线性规划能快速求解该模型以获得机器的最
优精确位置. 每个机器排序 S ∈ Nondomi 对应一

个解集 AD(S), 需要确定 AD(S) 中所有非支配解
(表示为集合 ND(S)). 本文利用线性规划来构造任
一非支配机器排序 S ∈ Nondomi 所对应的非支配

解集 ND(S), 然后由 Nondomi 中所有机器排序对

应的 ND(·) 集合来产生最后 Pareto 解. 算法的整
体流程见图 1.

图 1 算法流程图

Fig. 1 Algorithm flow chart

2.1 利用MIA获取非支配的机器排序

多目标免疫算法是近年来发展起来的一种多

目标优化算法, 具有很强的寻求 Pareto 前沿的能
力[28−30]. 多目标免疫算法中的克隆选择算子具有
局部搜索的特性[31], 而局部搜索是解决设备布局
问题最有效的方法之一[11, 14, 32]. 为此, 本文针对
EDRLP, 设计了一种多目标免疫算法来寻求非支配
的机器排序集合.

MIA 中的每个抗体表示为一个机器排序. 每一
世代中随机选取一个目标作为活动目标, 用活动目
标值来评价抗体. MIA 的步骤如下:
步骤 1. 初始化. 随机产生 N 个抗体组成当前

群体 Pop; 令外部归档集 Archive = ∅, 进化的世代
数 gens = 1.

步骤 2. 选择活动目标. 从式 (1) 中随机选择一
个目标作为活动目标.
步骤 3. 选择. 用活动目标评价抗体, 按评

价值从高到低对群体 Pop 中的抗体排序; 选出
round(α×N) 个评价值最高的抗体组成群体 Pops,
其余 N − round(α×N) 个抗体组成群体 Popl, 其
中 round(·) 表示取整.
步骤 4. 克隆. 群体 Pops 中每个抗体进行克隆,

抗体克隆的数目与其评价值成正比, round(α ×N)
个抗体共产生 N 个克隆组成克隆群体 Popc.

步骤 5. 超突变. 群体 Popc 中的每个克隆执行

交换或插入突变.
步骤 6. 更新. 群体 Pops 中对每个抗体利用其

克隆对其进行更新; 更新 Archive; 当前群体更新为
Pop = Pops ∪ Popl.
步骤 7. 每隔若干世代, 从 Archive 中随机选

取一个抗体来替换 Pop 中评价值最低的抗体.
步骤 8. 令 gens = gens + 1; 若 gens ≤

maxGens, 则返回步骤 2; 否则, 算法结束, 由
Archive 集合中的抗体 (机器排序) 构成非支配机
器排序集合 Nondomi.
2.1.1 抗体的编码

抗体表示为机器在两行上的排序. 例如, 一个抗
体 S 的编码如图 2 所示. 该抗体为实验中问题实例
P10 的一个机器排序. 机器在第一行上的排序为 [3
2 10 8 1 7], 在第二行上的排序为 [6 4 5 9]. 这种编
码方式易于执行交换和插入变异操作.

图 2 抗体的编码

Fig. 2 Antibody coding

该编码包括两方面信息: 1) 所有机器的排序; 2)
机器在两行上的分配 (两行上分别有多少机器). 若
抗体编码长度为 n, 则机器排序的搜索空间为 n!, 机
器分配的搜索空间为 (n + 1). 二者组合, 编码的搜
索空间为 (n + 1)× n! = (n + 1)!.
2.1.2 抗体的解码与评价

抗体 S 对应一个解集 AD(S). 用 AD(S) 中的
解所能达到的最小面积和最小成本来评价抗体 S.
按照抗体 S (图 2) 中的机器排序, 依次将机器排列
于两行且机器间以最小间距 aij 分隔, 得到的设备布
局 Sa 如图 3 所示. 这种解码方式产生的解 Sa 能满

足第 1 节中数学规划模型中的所有约束条件, 因而
是可行解. 利用问题参数, 可计算 Sa 的物料流成本

和面积. 显然, Sa 为 AD(S) 中面积最小的解. 因此,
当活动目标为面积时, 用 Sa 的面积来评价抗体 S.

当活动目标为成本时, 利用线性规划方法 (见第
2.2 节) 可获得 AD(S) 中成本最小的解 Sb. 然而,
这种方法需要评价每个抗体都求解一个线性规划问

题, 非常耗时. Sa 是由机器间以最小间距分隔而构

造, 而机器间距与成本相关, 小的机器间距会倾向于
构造一个小成本的解, 因此 Sa 与 Sb 的成本值接近.
实验中发现, 一个抗体的 Sb 较小时, 通常其 Sa 也较

小. 由于在抗体选择时只需要对抗体进行两两比较,
因此, 当成本为活动目标时, 用 Sa 的成本来近似评

价抗体 S.
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图 3 抗体 S 代表的设备布局 Sa

Fig. 3 Facility layout Sa represented by antibody S

2.1.3 克隆操作

将群体 Pops 中的抗体按评价值从高到低进行

排序, 则第 k (k = 1, · · · , round(α×N)) 个抗体的
克隆概率为

Pk =
2× round(α×N) + 1− k

round(α×N)∑
i=1

(i + round(α×N))
(26)

Pops 中每个抗体产生若干克隆, 利用轮盘赌方法根
据克隆概率来确定其产生克隆的数目.

2.1.4 突变操作

克隆群体 Popc 中的每个克隆执行交换或插入

突变. 交换突变是交换任选两个机器的位置. 例如,
若图 2 所示的抗体执行交换突变, 则任选两个机器
(机器 2 和 9) 交换它们的位置而得到一个新抗体
(见图 4).

图 4 交换突变

Fig. 4 Swap mutation

交换突变只能改变两行上的机器排序, 不能改
变每行上的机器数目. 为此, 采用插入突变来改变机
器在两行上的分配. 以图 2 所示的抗体为例, 任选
一个机器 (如机器 1), 将其插入到另一行的任一位置
(如机器 5 和 9 之间) 而得到一个新抗体 (见图 5).

图 5 插入突变

Fig. 5 Insert mutation

交换和插入突变分别用于改变机器在两行上的

排序和分配. 由于机器排序的组合数要远大于机器
分配的组合数, 因此需要更多的克隆进行交换突变
(搜索机器排序). Popc 中每个克隆以 80% 的概率
执行交换突变, 以 20% 的概率执行插入突变.
2.1.5 群体更新

假设任一抗体 Ab ∈ Pops 产生 cloneN(Ab) 个
克隆, 其第 i (i = 1, · · · , cloneN(Ab)) 个克隆变异
为 Cli. 用 Â 和 ≺ 表示支配关系, 若 Ab 支配 Cli,
则表示为 Ab Â Cli 或 Cli ≺ Ab. Pops 中每个抗体

Ab 执行以下更新过程:

2.1.6 归档集更新

群体更新过程中也更新 Archive. 对于用于更
新 Archive 的任一抗体或变异克隆 x, Archive 更

新过程为
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2.2 任一机器排序的连续非支配解集的构造方法

每个抗体 S 对应一个解集 AD(S). 图 3 所示
的解 sa 是 AD(S) 中具有最小面积的解. 用以下方
法来获得 AD(S) 中具有最小成本的解.

步骤 1. 用抗体 S 所代表的机器排序来固定模

型中的所有二进制决策变量, 即 yir、zrij、qij, 使模
型变为纯线性规划模型, 表示为 P .
步骤 2. 以成本作为优化目标 (即 Obj1), 用线

性规划方法求解模型 P 以获得决策变量 xir 的最优

值, 即确定机器在两行上的最优位置, 得到 sb (见图
6).

图 6 AD(S) 中成本最小的解 Sb

Fig. 6 The solution with minimum cost, Sb, amongst

AD(S)

线性规划采用 IBM的数学规划软件包 CPLEX
实现. 从图 3 和 6 可看出, sa 和 sb 在两行上的机

器排序相同但机器的精确位置略有不同, 且 sb 比 sa

的面积更大. 下面利用 sa 和 sb 来获取 AD(S) 中的
所有非支配解.

AD(S) 中所有解在两行上机器分配相同, 即在
每行上有相同的机器, 因此 AD(S) 中的所有解在
每行上的最深机器相同 (例如 sa 和 sb 在第一行上

的最深机器均为机器 7). 故 AD(S) 中所有解的深
度 (从上行最深机器顶部到下行最深机器底部间的
距离) 相同, 但宽度 (从最左边机器左侧到最右边机
器右侧间的距离) 不同. 布局的面积为其深度和宽度
的乘积, 因此 AD(S) 中每个解的面积仅取决于其宽

度. 令 AD(S) 中所有解的深度为 D, sa 和 sb 的宽

度分别为Wa 和Wb, 则它们的面积分别为Wa ×D

和Wb ×D.
显然, AD(S) 中的解所能达到的最小宽度为

Wa. 由于可把机器放在一行上的任意位置, 因此
AD(S)中的解所能达到的最大宽度为+∞. AD(S)
中任一宽度大于Wb 的解必被 sb 所支配, 故 AD(S)
中的非支配解的宽度必定在 [Wa,Wb] 内. 用以下线
性规划方法 (Linear programming method, LPM)
可确定 AD(S) 中宽度不大于 W ∈ [Wa,Wb] 的具
有最小成本的解.
步骤 1. 用抗体 S 所对应的机器排序来固定模

型中的所有二进制决策变量, 即 yir、zrij、qij, 使模
型变为纯线性规划模型 P .

步骤 2. 在模型 P 中加入以下约束条件, 以成
本作为优化目标 (即 Obj1), 得到模型 PW .

A ≤ D ×W (27)

其中, A 为面积决策变量.
步骤 3. 用线性规划方法求解 PW 以获得

AD(S) 中宽度不大于 W 的具有最小成本的解

π(S,W ).
对每个宽度W ∈ [Wa,Wb], 用以上方法可得到

解 π(S,W ), 由此在理论上可得到一个连续的解集:

C(S) = {π(S,W ),W ∈ [Wa,Wb]} (28)

下面首先证明 C(S) 中的解互不支配. 在此基
础上, 证明 C(S) 即为 AD(S) 中的所有非支配解构
成的集合 ND(S). 由前可知, MIA 获得的每个非支
配机器排序 S ∈ Nondomi 对应一个解集 AD(S),
因此也对应一个解集 ND(S) (即 C(S)). 由此, 利
用集合Nondomi 中所有机器排序的 C(·) 来产生最
后 Pareto 解, 详见第 2.3 节.
定理 1. 对于任一机器排序 S, 集合 C(S) 中的

解互不支配.
证明. 假设 π(S,W1) 和 π(S,W2) 为 C(S) 中

任意两个解, 其中W1,W2 ∈ [Wa,Wb] 且W1 > W2.
由于 PW1 为 PW2 的松弛, 因此 PW1 的最

优解的目标函数值小于等于 PW2 的最优解

的目标函数值. π(S,W1) 和 π(S,W2) 分别为
PW1 和 PW2 的最优解, 令它们的目标函数值
分别为 Cost(π(S,W1)) 和 Cost(π(S,W2)), 则有
Cost(π(S,W1)) ≤ Cost(π(S,W2)).

令 Wd(·) 为解的宽度. 假设 Wd(π(S,W1))<
Wd(π(S,W2)), 则 有 Wd(π(S,W1)) <

Wd(π(S,W2)) ≤ W2. 由于 PW1 为 PW2 的松弛, 则
有 Cost(π(S,W1)) ≤ Cost(π(S,W2)). 同时, 又由
于 Wd(π(S,W1)) < W2, 则有 Cost(π(S,W1)) ≥
Cost(π(S,W2)) (π(S,W2) 为布局宽度小于 W2 的
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具有最小成本的解). 因此有 Cost(π(S,W1)) =
Cost(π(S,W2)).

根据假设Wd(π(S,W1)) < Wd(π(S,W2)), 可
知 π(S,W1) 和 π(S,W2) 的宽度不同. 根据布局
宽度的定义, 可知 π(S,W1) 和 π(S,W2) 中一定
存在不同取值的 xir . 成本值由式 (8) 和 (2) 计
算, xir 的变化将导致成本目标值的变化, 这与
Cost(π(S,W1)) = Cost(π(S,W2)) 矛盾. 因此假
设 Wd(π(S,W1)) < Wd(π(S,W2)) 不成立, 即有
Wd(π(S,W1)) ≥ Wd(π(S,W2)).
下面分两种情况讨论:
1) 若 Wd(π(S,W1)) = Wd(π(S,W2)), 则有

Wd(π(S,W1)) = Wd(π(S,W2)) ≤ W2. 由于

PW1 为 PW2 的松弛, 则有 Cost(π(S,W1)) ≤
Cost(π(S,W2)). 又由于 Wd(π(S,W1)) ≤ W2,
则有 Cost(π(S,W1)) ≥ Cost(π(S,W2)). 因此,
Cost(π(S,W1)) = Cost(π(S,W2)). 故 π(S,W1)
和 π(S,W2) 互不支配.

2) 若 Wd(π(S,W1)) > Wd(π(S,W2)), 则由
前所述, Cost(π(S,W1)) 6= Cost(π(S,W2)). 考

虑前文所述 Cost(π(S,W1)) ≤ Cost(π(S,W2)),
则有 Cost(π(S,W1)) < Cost(π(S,W2)). 因此,
π(S,W1) 和 π(S,W2) 互不支配. ¤
定理 2. 对于任一机器排序 S, 其非支配解集

ND(S) 即为集合 C(S).
证明. 首先证明 ND(S) 中任一解都在 C(S)

中, 然后证明 C(S) 中任一解均在 ND(S) 中.
1) 令 sl1 为集合 ND(S) 中任一解, 其宽度为

W1. Wa 为机器排序 S 对应的解集 AD(S) 中具
有最小宽度的解的宽度, 因此有 W1 ≥ Wa. 若
W1 > Wb, 则由于 cost(π(S,Wb)) ≤ cost(sl1) 且
Wb < W1, 故有 sl1 ≺ π(S,Wb), 即 sl1 /∈ ND(S).
这与前提矛盾, 故有W1 ∈ [Wa,Wb].

π(S,W1) 为宽度不大于 W1 的具有最小成

本的解, 因此有 cost(π(S,W1)) ≤ cost(sl1). 若
cost(π(S,W1)) < cost(sl1), 则有 sl1 ≺ π(S,W1),
即 sl1 /∈ ND(S). 这与前提矛盾, 故有
cost(π(S,W1)) = cost(sl1), 即 sl1 为宽度不大于

W1 的具有最小成本的解, 故有 sl1 ∈ C(S).
2) 令 sl1 为集合 C(S) 中任一解, 其宽度为

W1. 若 sl1 不在集合 DN(S) 内, 则 AD(S) 中必
存在一个支配 sl1 的解 sl2, 即 sl2 Â sl1. 令 sl2
的宽度为 W2, 由前所述, W2 不小于 Wa. 下面分
W2 ∈ [Wa,Wb] 和W2 > Wb 两种情况讨论.

a) 若 W2 ∈ [Wa,Wb], 则有 Cost(π(S,W2)) ≤
Cost(sl2).

若 Cost(π(S,W2)) = Cost(sl2), 则 sl2 为宽

度不大于 W2 的解中具有最小成本的解, 即 sl2 ∈
C(S). 由前提可知 sl1∈ C(S). 根据定理 1, sl1

和 sl2 互不支配. 因此, 假设 sl2 Â sl1 不成立, 即
AD(S) 中不存在支配 sl1 的解, 即 sl1 ∈ DN(S).
若 Cost(π(S,W2)) < Cost(sl2), 由 于

Wd(π(S,W2)) ≤ W2 且 Cost(π(S,W2)) <

Cost(sl2), 则有 sl2 ≺ π(S,W2). sl1 和 π(S,W2)
均在 C(S) 内, 则根据定理 1, 它们互不支配. 由
于 π(S,W2) Â sl2 且 sl1 不被 π(S,W2) 支配, 因此
sl1 必不被 sl2 支配, 即假设 sl2 Â sl1 不成立. 故
AD(S) 中不存在支配 sl1 的解, 即 sl1 ∈ DN(S).

b) 若 W2 > Wb, 则有 Cost(π(S,Wb)) ≤
Cost(sl2) 且 Wd(π(S,Wb)) ≤ Wb < W2, 因此
sl2 ≺ π(S,Wb). π(S,Wb) 和 sl1 均在 C(S) 内,
则根据定理 1, 它们互不支配. 由于 π(S,Wb) Â sl2
且 sl1 不被 π(S,Wb) 支配, 因此 sl1 必不被 sl2 支

配, 即假设 sl2 Â sl1 不成立. 故 AD(S) 中不存在
支配 sl1 的解, 即 sl1 ∈ DN(S). ¤
2.3 构造最后 Pareto解集

由定理 2 可知, 机器排序 S 的非支配解集

ND(S) 即为集合 C(S), 可由式 (28) 获得. 由于
W ∈ [Wa,Wb] 是连续变量, 因此 C(S) 中包含无数
个解, 不可能由 LPM 全部获得. 令式 (28) 中的W

值按步长 Astep/D 从Wa 增加到Wb, 其中 Astep 为

给定的面积变化步长. 对于每个W 值, 用 LPM 获
得 π(S,W ), 由此可构造一个包含有限个解的集合
C ′(S) 来替代 C(S). C ′(S) 中包含的解的数目取决
于 Astep 值.

对 MIA 获得的每个非支配机器排序 S ∈
Nondomi, 用以上方法构造其 C ′(.) 集合, 然后由
式 (29) 得到所有的非支配解集 NS.

NS =
⋃

S∈Nondomi

C ′(S) (29)

最后, 由式 (30) 从 NS 中获得最后 Pareto 解
集 PS.

PS = {s|s ∈ NS and @s′ ∈ NS : s′ Â s} (30)

2.4 算法的复杂性分析

MIA-LP 包括 MIA 和 LPM. 首先分析 MIA
的时间复杂性. MIA 包括抗体亲和力计算、选择、
克隆、超突变、群体更新、归档集更新等操作. 计
算抗体亲和力的时间复杂度是 O(N) (N 为种群规

模). 选择操作对 N 个抗体进行排序, 然后选取前
round(α×N)个抗体,根据文献 [33],该操作的计算
复杂度为 O(round(α ×N)). 克隆和突变操作的计
算复杂度均为 O(N). 群体更新操作在最差情况下
的复杂度为 O(round(α×N)× cN) (cN 为抗体所
产生的最大克隆数目). 归档集更新在最差情况下的
复杂度为 O(round(α×N)× cN ×Archive size).
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根据 O(·) 的意义, MIA 的计算复杂度为 O(N ×
cN × Archive size). 用 LPM 方法来产生非支配

解的过程中, 需要求解 |NS| 次线性规划问题, 其时
间复杂度为 O(|NS|). 因此, MIA-LP 的计算复杂
度为 O(N × cN × Archive size + |NS|). 这表明,
MIA-LP 的计算时间取决于群体规模 (N)、抗体的
最大克隆数目 (cN)、归档集规模 (Archive size)、
以及集合 NS 中元素数目 (|NS|).

3 实验结果与分析

3.1 问题实例

EDRLP 的参数包括物料流 fij、机器间最小间

距 aij、机器宽度 wi、机器深度 di、两行间距 c. wi

和 di 均为服从 unif[0.5, 2.5] 的随机数. aij 为服从

unif[0.25, 1.5] 的随机数. fij 按以下方式产生: 令
产品类型数 p ∼ unif[8, 10], 加工每个产品类型所
需机器数占总机器数的百分比 r ∼ unif[0.25, 0.75],
每个产品类型的产品数 n ∼ unif[20, 50], 则 fij 为

依次在机器 i 和 j 上加工的产品总数. c 为服从

unif[0,maxi∈I{di}] 的随机数.
随机产生三个问题实例 P10、P20、P30, 分别

包含 10、20、30个机器. P10属于小规模问题, P20
和 P30 属于较大规模问题.

3.2 算法参数

MIA-LP 的参数包括 MIA 的参数和用 LPM
获取 C ′(·) 集合所需的面积变化步长 Astep.

MIA 的参数包括进化世代数 maxGens、群体

规模 N、选择率 α、归档集规模 Archive size. 对
于免疫算法, α 一般取为 [0.1, 0.2] 之间的值, 在此
取为 0.1. Archive size 根据非支配机器排序的估

计数目给定. 由于这三个问题实例中的每个实例的
非支配机器排序的数目一般都不大于 50, 因此给定
Archive size 为 50. 给定maxGens 适当的值以使

算法能够充分收敛. 具体参数见表 2.

表 2 MIA 的参数

Table 2 Parameters of MIA

问题实例 maxGens N α Archive size

P10 2 000 1 000 0. 1 50

P20 7 000 1 000 0. 1 50

P30 10 000 1 000 0. 1 50

Astep 的值取决于需要获取的 Pareto 解的
数目. 对于 P10、P20、P30, Astep 分别给定为

0.1、0.3、0.5.

3.3 实验结果

用Matlab实现MIA-LP,运行在带有 3.21GHz

AMD Phenom CPU 和 2.0GB 内存的 PC 机上.
为了能用 CPLEX 求解第 1 节中的模型, 将其

两个优化目标按式 (31) 线性组合为单目标.

Minimize
{

α× Obj1

z∗1
+ (1− α)× Obj2

z∗2

}
(31)

其中 z∗1 (z∗2) 为单独优化成本 (面积) 目标而得到的
理想目标值. zzz∗ = (z∗1 , z

∗
2) 为理想目标向量 (Ideal

objective vector). 通过将两个目标函数分别除以其
理想目标值, 把它们规范化为同一量纲[34]. α 为目

标函数权值. 令 α 以给定步长从 0 增加到 1; 对每个
α 值, 以式 (31) 为优化目标, 用 CPLEX 求解模型
以获得多个 Pareto 解. 对于小规模问题实例 P10,
CPLEX 能快速获得其真实最优解 (平均用时小于
50 秒), 给定 α 步长为 0.02.

由于 EDRLP 的 NP-hard 性质, CPLEX 的运
行时间将随着问题规模呈指数增长, 因此不能在合
理时间内求解 P20 和 P30. 实验中发现, 对于 P20
和 P30, 对每个 α 值即使给定 CPLEX 的运行时间
为 10 小时, CPLEX 也不能得到满意解. 因此, 对于
这两个问题实例, 未将MIA-LP 与 CPLEX 比较.
为了将 MIA-LP 与多目标启发式算法比较, 我

们采用一种流行的多目标优化算法—NSGA-II[35]

来解决 EDRLP. 文献 [36] 用 NSGA-II 求解块布
局 (Block layout) 问题. 该问题只需确定机器的排
序, 不需确定机器的精确位置. 我们将文献 [36] 中的
NSGA-II 进行扩展来解决 EDRLP.
文献 [36] 中, 一个解表达为两个整数向量, 第

一个向量为所有机器的置换, 第二个向量为断点 (表
示每行上的机器数目). 本文采用文献 [36] 中的方
法来表达机器排序. 为了表示机器的精确位置, 设计
了一个实数向量, 其第 i 个基因表示第 i 个机器与

其左边机器的净间距 (不包括 aij). 由此, 用两个整
数向量和一个实数向量来表示 EDRLP 的一个解.
NSGA-II 中的整数和实数编码需分别进行不同的遗
传操作. 对于整数向量, 采用文献 [36] 中的遗传均匀
交叉 (Genetic uniform-based crossover) 和随机变
异. 对于实数向量, 采用 NSGA-II[35] 的模拟二进制
交叉 (Simulated binary crossover) 和实数变异. 选
择和非支配排序等操作直接采用 NSGA-II 中的相
应操作.

用 NSGA-II 解决 EDRLP 时, 交叉概率为 0.8,
变异概率为 1/n, 其中 n 代表问题中包含的机器数

目. 为了使 MIA-LP 与 NSGA-II 进行公平比较,
使得二者在进化过程中的评价次数相同, 即对于
P10, P20, P30, NSGA-II 的进化世代数分别给定
为 20 000, 70 000, 100 000.
对于每个问题实例, 分别独立运行 5 次 MIA-
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LP 和 NSGA-II 来获取其 Pareto 解集. MIA-LP
包括MIA 和 LPM 两部分, 前者用于获得非支配的
机器排序, 后者用于从这些机器排序中获得 Pareto
解集. 对于 P10, 执行 5 次MIA 获得的非支配机器
排序在目标空间的目标函数值如图 7 所示. 由图可
见, 每次运行 MIA 均得到相同的非支配机器排序,
其目标函数值在目标空间中分别用 ◦、¤、·、+、∗
表示. 这表明MIA 对于小规模问题具有很强的稳定
性. 每次运行 MIA 均得到得到 7 个非支配机器排
序, 在目标空间中分别用 A ∼ G 来表示, 其中机器
排序 D 即为第 2.1 节和第 2.2 节中作为例子给出的
机器排序 S.

图 7 MIA 获得的 P10 的非支配机器排序

Fig. 7 Non-dominated machine sequences obtained by

MIA for P10

对于图 7 中的每个机器排序, 用 LPM 构造其

对应的非支配解集 C ′(·), 如图 8 所示. 图 8 中非
支配的机器排序的目标函数值表示为 ¤. 由图 8 可
见, 每个非支配的机器排序或者位于其对应的 C ′(·)
的下端 (如 B ∼ G), 或者位于其对应的 C ′(·) 的
下端水平偏右位置 (如 A). 这是因为, 对于任一机
器排序 S, 是用机器间以最小间距分隔而构造的解
(即 sa) 对其进行评价, 即将 sa 的目标函数值作为

机器排序 S 的目标函数值. sa 是 AD(S) 中具有
最小面积的解. 若 sa 也是该面积下成本最小的解,
即 sa ∈ C ′(S), 则 sa 位于 C ′(S) 的下端; 否则, 在
C ′(S) 中存在一个该面积下成本更小的解, 即该解
与 sa 的面积相同, 但比 sa 的成本更小, 因此 sa 位

于 C ′(·) 的下端水平偏右位置. 一般来说, C ′(·) 中包
含若干个解 (如 C ′(B) ∼ C ′(G)), 但也可能仅包含
一个解 (如 C ′(A)). 若 Wb > Wa, 则用 LPM 可得

到包含多个解的 C ′(·), 其中解的数目取决于给定的
面积变化步长 Astep; 若Wa = Wb, 则表明成本最小
的解 sb 的面积也最小, 因此 C ′(·) 中仅存一个非支
配解, 即 sb.

利用式 (30), 由所有 C ′(·) 得到的最后 Pareto
解表示为图 9 中的大 “◦”. 5 次运行 NSGA-II 得到

的解分别用小 ◦、¤、·、+、∗ 表示. CPLEX 得到的
Pareto解表示为大 “¦”. 由图可见, MIA-LP获得的
Pareto 解是由多个不连续片段组成, 每个片段对应
一个非支配的机器排序. CPLEX 仅能获取 4 个解,
这些解都位于各片段的边界点且均被 MIA-LP 所
获取, 这说明MIA-LP 能够获得小规模问题的真实
Pareto最优解. NSGA-II仅能得到一部分MIA-LP
获得的 Pareto 解且结果不稳定. 在理论上MIA-LP
能得到连续的 Pareto 前沿, 实际操作中能获得均匀
分布在 Pareto 前沿上的任意多个解, 而 NSGA-II
和 CPLEX 只能获得有限个解. 多目标优化算法的
性能通常用最优性和分布性指标来衡量. 最优性指
标反映算法获取的 Pareto 解与真实 Pareto 前沿的
接近度, 分布性指标反映算法获得的 Pareto 解能否
均匀覆盖整个 Pareto 前沿. 图 9 表明 MIA-LP 对
于小规模问题明显优于 NSGA-II 和 CPLEX.

图 8 P10 的非支配解集

Fig. 8 The set of non-dominated solutions for P10

图 9 MIA-LP、NSGA-II、CPLEX 得到的

P10 的 Pareto 解

Fig. 9 Pareto solutions obtained by MIA-LP, NSGA-II,

and CPLEX for P10

MIA 获得的 P20 的非支配机器排序见图 10,
其中 5 次运行 MIA 获得的非支配机器排序分别用
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◦、¤、·、+、∗ 表示. 由图 10 可见, 每次运行MIA
均能得到具有相似目标函数值的机器排序. 利用这
些非支配机器排序, 由 LPM 获得的最后 Pareto 解
见图 11, 其中 5 次运行得到的 Pareto 解分别用大
◦、¤、·、+、∗ 表示. 运行 5 次 NSGA-II 得到的解
也在图中给出, 分别用小 ◦、¤、·、+、∗ 表示. 由图
11 可见, 与 NSGA-II 相比, MIA-LP 能找到质量更
高的 Pareto 解.

图 10 MIA 获得的 P20 的非支配机器排序

Fig. 10 Non-dominated machine sequences obtained by

MIA for P20

图 11 MIA-LP 和 NSGA-II 得到的 P20 的 Pareto 解

Fig. 11 Pareto solutions obtained by MIA-LP and

NSGA-II for P20

运行 5 次MIA 获得的 P30 的非支配机器排序
如图 12所示. 利用这些非支配的机器排序,由 LPM
获得的最后 Pareto 解如图 13 所示. 图 13 中也给
出了 5 次运行 NSGA-II 获得的解. 从图 13 可看出,
MIA-LP 获得的 Pareto 解在解的质量和分布性方
面远好于 NSGA-II 得到的解.

图 12 MIA 获得的 P30 的非支配机器排序

Fig. 12 Non-dominated machine sequences obtained by

MIA for P30

图 13 MIA-LP 和 NSGA-II 得到的 P30 的 Pareto 解

Fig. 13 Pareto solutions obtained by MIA-LP and

NSGA-II for P30

MIA-LP 和 NSGA-II 的平均计算时间以及
CPLEX 所用时间见表 3. 对于 P10, MIA-LP 用时
大约为 10分钟, CPLEX用时约为 30分钟, NSGA-
II 比 MIA-LP 计算时间略长. 对于 P20 和 P30,
MIA-LP 比 NSGA-II 的平均用时更少. 由表 3 可
见, MIA-LP的时间主要开销在MIA上. 与NSGA-
II 相比, MIA 不需要实数编码和相应的操作且其操
作更简单, 因此其计算时间更少.

3.4 算法参数灵敏性分析

MIA-LP 需要调整的参数主要包括选择率 α 和

种群规模 N . 为了分析这两个参数对算法性能的影
响,分别给定它们不同的值,观察MIA-LP求解 P20
获得的 Pareto 解的质量.
给定 α 不同的值 (其他参数按第 3.2 节给定),

对每个 α 值, MIA-LP 运行 5 次, 得到的 Pareto 解
如图 14 所示. 其中 ◦、¤、∆ 分别表示 α 取为 0.1、
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表 3 MIA-LP、NSGA-II、CPLEX 的计算时间比较 (秒)

Table 3 Comparison of computational time of MIA-LP, NSGA-II and CPLEX (s)

问题实例
MIA-LP 时间

NSGA-II 时间 CPLEX 时间
MIA 平均时间 LPM 平均时间 总共时间

P10 704 27 731 921 1 825

P20 3 894 9 3 903 5 104 −
P30 5 823 34 5 857 7 782 −

0.2、0.3 时MIA-LP 得到的 Pareto 解. 由图 14 可
见, 当 α = 0.1 或 0.2 时, MIA-LP 能得到相似的解.
当 α = 0.3 时, MIA-LP 获得的解的质量略有下降.
这是因为: 当 α 取值较大时, 每个抗体只能在其邻域
产生较少的克隆, 使得局部搜索不充分. α 应在区间

[0.1, 0.2] 内取值.

图 14 参数 α 对MIA-LP 性能的影响

Fig. 14 Influence of parameter α on MIA-LP

performance

N 的取值会影响每一世代的评价次数, 而评价
次数是衡量进化算法的计算量的指标. 给定 N 分

别为 500、1 000、1 500, 为了保持相同的评价次数,
maxGens 的值分别给定为 14 000、7 000、4 667, 其
他参数按第 3.2 节给定. 对于每个 N 的取值, 运行
5 次MIA-LP, 得到的 Pareto 解如图 15 所示. 其中
¤、◦、∆分别表示N 取 500、1 000、1 500时得到的
解. 由图 15 可见, N 在较大范围内取值对MIA-LP
的性能没有明显影响.

4 结论

本文提出一种基于多目标免疫算法和线性规划

的方法 (MIA-LP) 来解决扩展的双行设备布局问题
(EDRLP). 基于该问题的模型, 把 EDRLP 分解为
组合 (机器排序) 和连续 (机器精确位置) 两部分, 设
计了一种多目标免疫算法 (MIA) 来获取非支配的
机器排序集合, 用一种线性规划方法来构造任一非
支配机器排序所对应的非支配解集. 最后, 由所有非
支配解集产生 Pareto 解. 实验结果表明, MIA-LP

对于小规模问题能快速获得最优 Pareto 解, 对于大
规模问题能得到高质量的解.

图 15 参数 N 对MIA-LP 性能的影响

Fig. 15 Influence of parameter N on MIA-LP

performance

EDRLP 是一类即有离散决策变量又有连续决
策变量的多目标优化问题, 且其 Pareto 前沿由多段
不连续的片段组成. MIA-LP 为这类问题的解决提
供了有效方法, 其特点在于: 在理论上能够获得针对
任一机器排序的最优 Pareto 解集且其中的解是连
续的. 而当前广泛采用的多目标进化算法只能得到
有限个 Pareto 解来近似连续的 Pareto 前沿.
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