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动态系统实际故障可诊断性的量化评价研究

李文博 1, 2 王大轶 1, 2 刘成瑞 1, 2

摘 要 提出了一种新颖的动态系统实际故障可诊断性量化评价方法. 该方法无需设计任何诊断算法, 仅通过解析模型即可

给出动态系统故障检测和隔离的难易程度, 从而为实现在系统设计阶段提高故障诊断能力的工程目标提供理论指导和参考依

据. 首先, 通过标准化模型和等价空间变换, 将状态空间描述的随机动态系统实际故障可诊断性评价问题转化为概率统计中多

元分布相似度判别的数学问题; 然后, 根据严格的数学证明, 指出距离相似度判别准则在进行可诊断性量化评价中存在的不足.

进而, 为弥补该不足, 利用故障矢量的分布概率以及不同故障矢量之间的余弦相似度, 设计基于方向相似度的可诊断性量化评

价新方法; 最后, 通过数学仿真验证该方法的有效性和优越性.
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Quantitative Evaluation of Actual Fault Diagnosability for Dynamic Systems
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Abstract This paper proposes a novel approach to quantitative evaluation of actual fault diagnosability for dynamic

systems. This approach, which can quantify the difficult level to detect and isolate a fault without designing a diagnosis

algorithm, provides a guidance and reference for the technical purpose of improving fault diagnosis ability in the system

design phase. First, fault diagnosability evaluation for the dynamic system described by a state space model is converted to

a statistical probability problem for distinguishing the similarity of different multivariate distributions through the model

standardization and the parity space method. KLD (Kullback-Leibler divergence) is introduced to present the principle of

evaluating fault diagnosability based on the criterion of distance similarity, and the shortages of this method are pointed

out through rigorous proofs. To make up these shortages, a new method for quantitative diagnosability evaluation is

designed, which is derived from the probability distribution of fault vectors and the cosine similarity between two different

fault vectors in the view of directional similarity. Finally, the validity and superiority of the proposed approach are verified

by numerical simulations.
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随着系统规模和复杂性的日益增加, 一旦发生
事故将造成巨大的经济损失和人员伤亡, 这使得人
们对增加系统可靠性和安全性、降低故障风险提出

了更迫切的需求[1]. 为实现该目标, 基于解析冗余
关系的故障诊断算法引起了国内外学者的广泛重视,
并在理论研究和工程实践方面取得了大量有价值的

成果[2−6]. 然而, 该方法是在实际系统设计完成之后
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才开始进行, 并没有真正融入设计过程. 因此, 为实
现将提高故障诊断能力的工作重点前移到系统设计

阶段、并快速给出故障诊断策略的工程目标, 有必要
将故障可诊断性当作一种性能指标纳入到设计体系

中.
根据故障可诊断性 (Fault diagnosability) 的定

义[7] 可知: 可诊断性包括可检测性和可隔离性; 可
诊断性是动态系统能否快速、准确进行故障检测和

隔离的关键; 只有保证系统的可诊断性得到满足, 设
计诊断算法才具有实际意义. 然而, 现有关于可诊断
性的研究尚处于萌芽阶段; 同时, 由于缺乏必要的评
价手段与工具, 并未对可诊断性评价问题开展系统
的理论与方法研究. 鉴于此, 本文针对基于解析模型
的动态系统故障可诊断性评价问题开展了研究工作.
文献 [8−10] 通过故障诊断算法的存在性来评

价动态系统的可诊断性. 考虑到可诊断性是系统的
内在固有属性, 与外部诊断算法的具体形式无关; 因
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而, 该方法无法准确反映系统诊断能力的真实特性.
在不依赖任何诊断算法的前提下, 本文根据评价过
程是否考虑干扰影响, 将其分为固有和实际可诊断
性评价两种. 固有故障可诊断性评价是指: 在评价
过程中不考虑干扰因素的影响, 仅通过系统的解析
模型、输入和输出信息, 对可检测性和可隔离性进行
分析. 目前, 对于可诊断性评价的研究成果多集中于
此[11−15]; 但是, 上述评价结果均为定性的, 即仅能知
道故障能否被检测和隔离, 而无法明确故障检测和
隔离的难易程度 (量化评价).
实际故障可诊断性评价, 就是在固有可诊断性

评价的基础上, 考虑过程和观测噪声等干扰因素的
影响. 事实上, 干扰会严重影响评价结果的正确性,
这主要体现在: 干扰引起的输出偏差被误当作故障
处理; 故障引起的偏差被当作干扰而未加考虑, 特
别是动态系统早期发生的微小故障常常被淹没在噪

声中. 由于问题的复杂性, 对于该领域的研究成果
较少. 文献 [16] 引入 “K-L 散度”(Kullback-Leibler
divergence) 量化随机线性系统的实际故障可诊断
性; 并通过在工作点附近进行线性化处理, 将其应用
于非线性系统. 然而, K-L 散度在具体应用中存在
以下不足: 1) 对于某些非零故障模式不具有可检测
性; 2)当系统输出个数为 1时,无法进行可隔离性评
价. 文献 [17−18] 通过忽略过程控制中的状态变化
将其描述成静态系统, 并利用故障方向矢量 (Fault
image vector) 量化评价传感器故障的实际可检测
性和可隔离性; 但该方法难以推广并应用于动态系
统和执行器故障的可诊断性评价.

鉴于上述实际故障可诊断性量化评价研究的工

程意义和现有方法存在的不足, 本文提出了一种基
于方向相似度的动态系统实际可诊断性量化评价新

方法. 首先, 将该问题描述成数理统计中多元分布的
相似度判别问题; 然后, 以 K-L 散度为例, 阐述基于
距离相似度可诊断性量化评价方法的基本原理, 并
通过严格的数学证明, 揭示该方法在应用中存在不
足的数学本质; 进而, 为弥补这些不足, 分别利用故
障矢量的分布概率以及不同故障矢量之间的余弦相

似度, 推导、设计新的实际可检测性和可隔离性量化
评价指标, 并给出具体评价流程; 最后, 分别以文献
[16] 中算例 1 和卫星姿态确定系统为仿真算例, 验
证该方法的正确性和优越性.

1 问题的数学描述

考虑如下动态系统的离散状态空间模型:
{

x(k + 1) = Ax(k) + Bu(k) + Bff(k) + Bww(k)
y(k) = Cx(k) + Du(k) + Dff(k) + Dvv(k)

(1)

其中, x ∈ Rn 为状态; y ∈ Rm 为输出; u ∈ Rq 为输

入; f ∈ Rp 为故障, 包括执行器故障 fa 和传感器故

障 fs, 且 f(k) = [fT
a (k) fT

s (k)]T; w ∈ Rl 和 v ∈ Rt

为系统的干扰因素, 可描述成线性互不相关的高斯
白噪声; A、B、Bf、Bw、C、D、Df 和 Dv 分别为

相应维数的系统矩阵.
按时间序列 (窗口长度为: s = n + 1) 对式 (1)

进行迭代, 并构造如下等式[16]:

Lzs = Hxs + Ffs + Ees (2)

其中, zs ∈ R(m+q)s、 es ∈ R(l+t)s、 fs ∈ Rps 和

xs ∈ Rn(s+1) 分别为观测、干扰、故障和状

态的时间堆栈向量; L ∈ R(n+m)s×(m+q)s、H ∈
R(n+m)s×n(s+1)、 F ∈ R(n+m)s×ps 和 E ∈
R(n+m)s×(l+t)s 为相应维数的系数矩阵.

fs =




f(k − n)
...

f(k)


 , xs =




x(k − n)
...

x(k + 1)




L =




0 · · · 0 −B 0 · · · 0

0
. . . 0 0 −B

. . .
...

...
. . .

...
...

. . . . . . 0
0 · · · 0 0 · · · 0 −B

I · · · 0 −D 0 · · · 0

0
. . .

... 0 −D
. . .

...
...

. . . 0
...

. . . . . . 0
0 · · · I 0 · · · 0 −D




H =




A −I 0 · · · 0

0 A −I
. . .

...
...

. . . . . . . . . 0
0 · · · 0 A −I

C 0 0 · · · 0

0 C 0
. . . 0

...
. . . . . . . . .

...
0 · · · 0 C 0




zs =




y(k − n)
...

y(k)
u(k − n)

...
u(k)




, es =




w(k − n)
...

w(k)
v(k − n)

...
v(k)



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F =




Bf 0 · · · 0

0 Bf
. . .

...
...

. . . . . . 0
0 · · · 0 Bf

Df 0 · · · 0

0 Df
. . .

...
...

. . . . . . 0
0 · · · 0 Df




E =




Bw · · · 0 0 0 · · · 0

0
. . . 0 0 0

. . .
...

...
. . .

...
...

. . . . . . 0
0 · · · Bw 0 0 · · · 0
0 · · · 0 Dv 0 · · · 0

0
. . .

... 0 Dv
. . .

...
...

. . . 0
...

. . . . . . 0
0 · · · 0 0 · · · 0 Dv




根据等价空间变换原理, 在式 (2) 的等号两边
同时左乘矩阵 NH , 得到[19]:

NHLzs = NHFfs + NHEes (3)

其中, NH 为 H 零空间的左正交基, 即 NHH = 0;
NHFfs 为故障矢量, 由方向矩阵 NHF 和基于时间
序列的故障模式向量 fs 组成; NHLzs 为观测所得

系统的动态行为.
考虑到等价空间变换不会影响系统的解, 因此

可用式 (3) 描述式 (1) 所示系统的动态行为, 即式
(3) 是系统式 (1) 动态行为在时间窗口长度 s 内的
静态表现. 从该式中可以看出: 动态行为 NHLzs 是

由故障矢量 NHFfs 和干扰矢量 NHEes 线性组合

形成的多元分布.
因此, 通过相应判别准则 (例如, 距离相似度和

方向相似度) 衡量式 (3) 所示无故障/故障发生时以
及发生不同故障时多元分布的相似度/差异度, 可以
实现量化评价式 (1) 所示动态系统可检测性和可隔
离性的目的.

2 基于距离相似度的可诊断性评价方法

距离相似度是衡量不同多元分布之间相似度的

一种常用判别准则. 顾名思义, 距离相似度是根据
两个分布之间的概率距离量化其差异度/相似度; 常
用的量化指标包括: K-L 散度和巴氏系数 (Bhat-
tacharyya coefficient) 等.
以 K-L 散度为例, 本节首先简要阐述采用距离

相似度进行实际可诊断性量化评价的基本原理; 然

后, 通过严格的数学证明指出该评价方法在具体应
用中存在的不足.

2.1 基本原理

K-L 散度的数学表达式为[20]:

KL(pi, pj) =
∫ +∞

−∞
pi(z) ln

pi(z)
pj(z)

dz (4)

其中, pi 和 pj 分别为分布 zi 和 zj 的概率密度函数.
为便于计算, 假设 zi 和 zj 分别服从正态分布

zi ∼ N(µi, σi) 和 zj ∼ N(µj, σj), 并将其概率密度
函数代入到式 (4) 中, 得到:

KL(pi, pj) =
1
2
(µi − µj)Tσ−1(µi − µj)+

1
2

ln

(
det σ√

(detσi)(detσj)

)
(5)

其中, σ = (σi + σj)/2; det 表示矩阵的行列式.
特别是, 当 σi 和 σj 均为单位矩阵时, 式 (5) 退

化为:

KL (pi, pj) =
1
2
‖µi − µj‖2 (6)

由于两概率分布的最小 K-L 散度等价于这两者
之间的最大似然估计[21]. 因此, 可以利用最小 K-L
散度评价故障 fi 的可检测性 FD(fi) 以及故障 fi 与

fj 之间的可隔离性 FI(fi, fj), 具体计算公式为[16]:

FD(fi) = min[KL(pi, 0)]
FI(fi, fj) = min[KL(pi, pj)] (7)

其中, “0” 表示无故障时多元分布的概率密度函数.
将式 (6) 分别代入式 (7) 中的上下两式, 并经过

推导得到 fi 可检测性以及 fi 与 fj 之间可隔离性的

量化评价指标为:

FD(fi) =
1
2
‖NHFifsi‖2

FI(fi, fj) =
1
2

∥∥N[H Fj ]Fifsi

∥∥2
(8)

其中, FD(fi) 的取值范围为 [0, +∞); 当 FD(fi) =
0 时, 表示 fi 不可被检测; FD(fi) 越大表示 fi 越容

易被检测出来, 即 fi 的可检测性越高. FI(fi, fj) 的
取值范围为 [0, +∞); 当 FI(fi, fj) = 0 时, 表示 fi

与 fj 不可被隔离; FI(fi, fj) 越大表示 fi 与 fj 之间

的可隔离性越强. Fi 表示故障 fi 在矩阵 F 中的对
应位置; fsi 表示在时间序列 s 内 fi 的具体故障模

式; N[H Fj ] 表示矩阵 [H Fj] 零空间的左正交基.
从式 (8) 中可以看出: 该可检测性和可隔离性

评价指标仅与故障模式矢量 fsi、系数矩阵 F 和 H
有关, 而与诊断算法的具体形式无关.
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在此需要说明的是, 根据式 (8) 中下式的具体
形式得到: 在一般情况下, 基于距离相似度的可隔离
性评价结果是不对称的, 即 FI(fi, fj) 6= FI(fj, fi).

2.2 存在的不足

第 2.1 节阐述了距离相似度进行可诊断性量化
评价的基本原理. 但是, 该方法在具体应用时尚存在
以下两点不足: 1) 对于某些非零故障模式 (fsi 6= 0)
不具有可检测性; 2) 当系统输出个数为 1 时, 无法
评价可隔离性. 本小节分别通过定理 1 和定理 2 对
上述不足存在的数学本质进行严格证明.

从式 (8) 中上式可以看出, 距离相似度对故障
fi 进行可检测性评价的前提是 NHFifsi 6= 0. 然而,
对于某些非零故障模式 (fsi 6= 0) 可能导致其不具
有可检测性, 即使得 NHFifsi = 0. 在此, 通过定理
1 给出距离相似度进行可检测性评价的前提条件.
定理 1. 在式 (1) 所示动态系统中, 距离相似度

准则对非零故障模式 fsi 具有可检测性的充要条件

是: 在矩阵NHFi 的行最简阶梯形中, 每个非零行的
非零元素个数等于 1.
证明. 设 NHFi 的维数为m× n, 秩为 r. 对于

非零故障模式 fsi, NHFifsi = 0 的充要条件是[22]:
r < n. 因此, NHFi 的行最简阶梯形可以写为




1 0 · · · 0 b1,r+1 · · · b1,n

0 1
. . .

... b2,r+1 · · · b2,n

...
. . . . . . 0

...
. . .

...
0 · · · 0 1 br,r+1 · · · br,n

0 0 · · · 0 0 · · · 0
...

...
. . .

...
...

. . .
...

0 0 · · · 0 0 · · · 0




m×n

(9)

必要性. 基于式 (9), NHFifsi = 0 可展开为




fs1 + b1,r+1fs(r+1) + · · ·+ b1,nfsn = 0
...

fsr + br,r+1fs(r+1) + · · ·+ br,nfsn = 0

(10)

若 bi,r+1 = · · · = bi,n = 0 (1 ≤ i ≤ r) ⇒ fsi = 0, 则
与故障模式 fsi 是非零的前提假设相矛盾. 因此, 为
保证 NHFifsi = 0 且 fsi 6= 0, 在矩阵 NHFi 的第 i
个非零行中至少存在一个元素 bi,j 6= 0. 换言之, 对
于非零故障模式 fsi, 当 NHFifsi = 0 时, 在 NHFi

的行最简阶梯形中, 每个非零行的非零元素个数至
少为 2.
因此, 当 NHFifsi 6= 0 时, 在 NHFi 的行最简

阶梯形中, 每个非零行的非零元素个数等于 1.
充分性. 设M 为充分大的正数, 且令

fr+1 = Mn−r, · · · , fn = M

得到

fsi = −bi,r+1M
n−r − · · · − bi,nM, i = 1, · · · , r

(11)

由于 fsi 非零,则至少有一个系数 bi,j 是非零的.
不失一般性, 设 bi,r+k 6= 0 (1 ≤ k ≤ n− r), 则:

fsi = − bi,r+kM
n−r−k+1×(

1 +
bi,r+k+1M

n−r−k + · · ·+ bi,nM

bi,r+kMn−r−k+1

)

(12)

由于 limM→+∞ fsi = +∞, 所以存在充分大的
正数M , 使得: fsi 6= 0 ⇒ NHFifsi = 0.
因此, 在NHFi 的行最简阶梯形中, 当每个非零

行中只有 1 个非零元素时, NHFifsi 6= 0. ¤
当定理 1 不满足时, 无法采用距离相似度判别

准则对式 (1) 所示动态系统的实际故障可检测性和
可隔离性进行量化评价. 这是因为对于不可被检测
的故障, 讨论其可隔离性是没有意义的.
同样, 通过定理 2 给出距离相似度判别准则进

行可隔离性评价的前提条件.
定理 2. 在式 (1) 所示动态系统中, 采用距离

相似度进行可隔离性量化评价的条件是: 输出个数
m > 1.
证明. 在式 (2)中,矩阵H 的维数为 (n+m)s×

n(s+1); [H Fj]的维数为 (n+m)s× [n(s+1)+s].
为保证 H 和 [H Fj] 零空间左正交基的存在性, 要
求上述矩阵的行数必须大于列数, 即满足下式:
{

(n + m)s > n(s + 1)
(n + m)s > n(s + 1) + s

⇒
{

n < ms

n < ms− s

(13)

由于 m 为大于等于 1 的正整数, 且 s = n + 1,
则式 (13)中上式恒成立. 当m = 1时, 由式 (13)中
下式得到: n < 0, 这与实际情况显然不符. 因此, 当
输出个数 m = 1 时, 基于距离相似度的可诊断性评
价方法仅能进行可检测性评价, 而无法用于评价可
隔离性.
当m 6= 1 时, 即m ≥ 2, 式 (13) 中下式变为:

n < ms− s = (s− 1) + (m− 2)s + 1 (14)

由于 s = n + 1, 则上式恒成立. 因此, 当输出个数
m 大于 1 时, 距离相似度判别准则可用于故障可隔
离性的量化评价. ¤

3 基于方向相似度的可诊断性评价新方法

第 2.2 节分别通过定理 1 和定理 2 给出了距离
相似度判别准则在具体应用时存在的两点不足. 事
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实上, 对于实际动态系统而言, 上述不足往往是不可
避免的; 特别是, 由于质量、体积等客观因素使得卫
星姿态确定系统中 NHFi 和输出个数 m 往往不能
满足定理 1 和定理 2 的条件.
鉴于此, 本节提出一种基于方向相似度的可诊

断性评价新方法: 分别通过故障矢量的分布概率以
及不同故障矢量之间的余弦相似度, 设计式 (1) 所
示动态系统可检测性和可隔离性的量化指标; 并依
次给出具体的评价原理和评价流程.

3.1 评价原理

令 r = NHLzs, qi = NHFifsi 和 ei = NHEiesi.
在式 (3) 中, 当干扰矢量 ei 服从标准正态分布时, 即
ei ∼ N(0, I), 系统的动态行为 r 可用如下概率密度
函数描述:

p(r|H) = N(0, I)
p(r|H̄fi

) = N(qi, I) (15)

其中, H 和 H̄fi
分别表示无故障 (fsi = 0)和故障 fi

发生 (fsi 6= 0) 这两种条件事件; p(r|H) 和 p(r|H̄fi
)

依次表示无故障时和故障 fi 发生时系统动态行为 r
的先验概率密度函数.
根据贝叶斯原理, 故障 fi 发生的后验概率为

p(H̄fi
|r) =

p(r|H̄fi
)p(H̄fi

)
p(r)

(16)

其中, p(r) =
∑nf

i=1 p(r|H̄fi
)p(H̄fi

) + p(r|H)p(H),
nf 表示故障的个数; p(H̄fi

|r) 表示故障 fi 发生时系

统动态行为 r 的后验概率密度函数, 其物理意义为:
通过观测系统行为 r 判断故障 fi 发生的概率; p(H)
和 p(H̄fi

) 分别表示系统无故障和故障 fi 发生的概

率, 这两者在系统设计阶段是未知的.
当故障 fi 发生时, 后验概率 p(H̄fi

|r) 是诊断
算法进行故障检测阈值设计的关键[18, 23]. 然而, 从
式 (16) 中可以发现: 由于在系统设计阶段难以明确
p(H̄fi

) 和 p(H) 的数值, 从而无法得到 p(H̄fi
|r); 同

时, 考虑到先验概率 p(r|H̄fi
) 与 p(H̄fi

|r) 的大小成
正比, 且在设计阶段易于获取. 因此, 可以利用故障
fi 发生时系统动态行为 r 的先验概率 p(r|H̄fi

) 量化
fi 的可检测性.
图 1 给出了二维空间中方向相似度判别准则

进行实际故障可诊断性量化评价的示意图. 其中,
o− xy 表示一个二维空间; qi, qj 和 qk 分别表示故

障矢量 fi, fj 和 fk 在 o− xy 中的特征方向, 虚线
表示各故障矢量的反向延长线; r 表示系统动态行为
在 o− xy 中的空间指向; αi, αj 和 αk 分别表示 qi,
qj 以及 qk 与 r 之间的夹角; 以原点 o 为圆心的单位
圆表示干扰的分布范围.

图 1 基于方向相似度的可诊断性评价示意图 (二维空间)

Fig. 1 Graphical demonstration of fault diagnosability

evaluation based on directional similarity in a 2D space

从图 1 中可以发现: 1) 在单位圆内, 可以认为
系统是无故障的; 2) qi 离原点 o 越远, 故障 fi 的可

检测性越高; 同时 p(r = qi|H) 的数值越小, 即故障
fi 的可检测性与 p(r = qi|H) 成反比; 3) 当 qi, qj

和 qk 两两之间共线时, 对应故障之间不可被隔离;
4) qi, qj 和 qk 两两之间共线程度越高, 对应故障之
间的可隔离性越低; 例如, qj 与 qk 延长线之间的夹

角值较小, 这使得故障 fj 与 fk 之间的可隔离性较

低.
根据固定残差方向的故障隔离原理可知[11]: αi,

αj 和 αk 分别表示故障矢量 qi, qj 和 qk 与系统动态

行为 r 之间的接近程度; 当 r 与 qi 的夹角值 αi 相

对于 αj 和 αk 最小时, 表明故障矢量 qi 与系统行为

r 最接近, 即认为此时故障 fi 发生. 理论上, 当故障
fi 发生时, r 应与 qi 重合; 实际上, 由于干扰的存在
使得 r 与 qi 不重合, 同时满足: αi < αj 且 αi < αk.
在此需要说明的是, 如文献 [17] 所述: 当 qi, qj

以及 qk 与 r 之间夹角为锐角时 (如图 1 所示), αi,
αj 和 αk 的值即为该夹角值; 而当该夹角为钝角时,
αi, αj 和 αk 的值为 r 与 qi, qj 以及 qk 延长线之

间的夹角值. 也就是说, αi, αj 和 αk 的取值范围为

[0, π/2].
综上所述, 可以将故障矢量的分布概率和不同

故障矢量之间的余弦相似度作为指标, 分别用于量
化式 (1) 所示动态系统的可检测性和可隔离性.

3.2 评价指标和流程

基于图 1 所示二维空间中可检测性和可隔离性
的评价原理, 本小节将其扩展到 n 维空间中, 提出一
种适用于 n 维动态系统实际可诊断性量化评价的新
方法.
考虑到故障 fi 的可检测性与 p(r = qi|H) 的数
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值成反比, 设计如下可检测性评价指标:

FD(fi) =
1

p(r = qi|H) + 1
(17)

其中, FD(fi) 的取值范围为 [0, 1]; 该数值越接近 1,
fi 的可检测性越高; 反之, 该数值越接近 0, fi 的可

检测性越低.
从上式中可以看出: 当NHFifsi = 0 时, 该可检

测性指标仍能够根据 qi 的分布概率求得故障 fi 的

可检测性, 无需要求 NHFifsi 6= 0, 这也解除了定理
1 对 NHFi 的约束.
当故障 fi 发生时, 若要将 fi 与 fj 进行隔离, 需

满足 αi < αj; 根据余弦相似度的定义, 得到:

|r · qi|
‖r‖ ‖qi‖ >

|r · qj|
‖r‖ ‖qj‖ (18)

其中, 符号 “·”表示点积运算; |·|表示绝对值; ‖·‖表
示向量范数.
当 r · qi > 0 且 r · qj > 0 时, 在式 (18) 的大于

号两边同乘 ‖r‖ 且将 r = qi + ei 代入, 经推导得到:

(qi + ei) · qi

‖qi‖ >
(qi + ei) · qj

‖qj‖
‖qi‖2 + ei · qi

‖qi‖ >
qi · qj + ei · qj

‖qj‖
‖qi‖+ ei · ni > qi · nj + ei · nj

‖qi‖ (1− ni · nj) > ei · (nj − ni)

‖qi‖ >
ei · (nj − ni)
1− ni · nj

(19)

其中, ni 和 nj 分别表示 qi 和 qj 的单位向量.
当 r · qi > 0 且 r · qj < 0 时, 由式 (18) 可得:

(qi + ei) · qi

‖qi‖ >
−(qi + ei) · qj

‖qj‖
‖qi‖2 + ei · qi

‖qi‖ >
−qi · qj − ei · qj

‖qj‖
‖qi‖+ ei · ni > −qi · nj − ei · nj

‖qi‖ (1 + ni · nj) > −ei · (ni + nj)

‖qi‖ >
−ei · (ni + nj)

1 + ni · nj

(20)

同理可得 r · qi < 0 且 r · qj < 0 以及 r · qi < 0 且
r · qj > 0 两种情况下 ‖qi‖ 的取值. 综上, 当故障 fi

发生时, 若要将 fi 与 fj 进行隔离, qi 需满足如下要

求:




‖qi‖c =
ei · (nj − ni)
1− ni · nj

, (r · qi)(r · qj) > 0

‖qi‖c =
−ei · (ni + nj)

1 + ni · nj

, (r · qi)(r · qj) < 0

(21)

其中, ‖qi‖c 表示从故障 fj 中隔离故障 fi 所需 ‖qi‖
的临界数值; 其物理含义为: 实现 fi 与 fj 隔离需要

花费的代价 (故障矢量 qi 的最小幅值). 也就是说,
‖qi‖c 的数值越小, 将 fi 从 fj 中隔离出来所需花费

的代价越小, 即 fi 与 fj 之间的可隔离性越高. 因此,
故障 fi 与 fj 之间的可隔离性与 ‖qi‖c 成反比.

基于以上表述, 设计如下可隔离性评价指标:

FI(fi, fj) =
1

‖qi‖c + 1
(22)

其中, FI(fi, fj) 的取值范围为 [0, 1]; 该数值越接近
1, 表示故障 fi 与 fj 之间的可隔离性越强; 反之, 该
数值越接近 0, 可隔离性越弱.

在此需要说明的是, 根据式 (22) 的具体形式得
到: 不同于距离相似度判别准则 (式 (8) 中下式),
基于方向相似度的可隔离性评价结果是对称的, 即
FI(fi, fj) = FI(fj, fi).
从式 (22) 中可以看出: 新的可隔离性评价指标

仅关注故障矢量与干扰矢量之间的夹角关系, 不要
求 N[H Fj ] 必须存在. 因此, 该指标避免了定理 2 对
输出个数m 的限制.

综上所述, 相对于式 (8) 所示基于距离相似度
的可诊断性评价指标, 式 (17) 和式 (22) 所示新的可
检测性和可隔离性评价指标具有优越性, 避免了定
理 1 和定理 2 对动态系统具体形式的限制.
图 2 给出了式 (1) 所示动态系统进行实际故

障可诊断性量化评价的流程. 在此需要强调的是:
当动态系统描述成式 (3) 所示形式时, 若该式满足
定理 1 和定理 2 的条件, 对于所有故障模式, 距离
相似度和方向相似度两种判别准则均适用; 当该
式不满足定理 1 时, 对于部分故障模式 (由方程组
NHFifsi = 0 求得 fsi), 距离相似度判别准则不适
用; 当该式不满足定理 2 时, 对于所有故障模式, 距
离相似度判别准则均不适用; 然而, 当该式不满足定
理 1 和定理 2 时, 对于所有故障模式, 方向相似度判
别准则均适用.

4 仿真算例

本节以文献 [16] 中算例 1 和卫星姿态确定系统
为仿真模型, 分别用于验证上一节所提基于方向相
似度可诊断性量化评价方法的正确性和优越性.
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图 2 实际故障可诊断性量化评价流程图

Fig. 2 Flowchart of the approach to quantitatively

evaluate actual fault diagnosability

4.1 仿真模型及参数设置

文献 [16] 中算例 1 的离散形式状态空间模型
为:





x1(k + 1) = x1(k) + x2(k)
x2(k + 1) = −x1(k) + x2(k) + u(k)+

f1(k) + f2(k) + w(k)
y1(k) = x1(k) + f3(k) + v1(k)
y2(k) = x1(k) + f4(k) + v2(k)

(23)

其中, w(k), v1(k) 和 v2(k) 均为线性互不相关的高
斯白噪声, 并服从以下正态分布: w(k) ∼ N(0, 0.1),
v1(k) ∼ N(0, 1) 和 v2(k) ∼ N(0, 0.5).
卫星姿态确定系统是卫星进行姿态控制的基础,

其任务就是对姿态测量部件所测信息进行处理, 得
到卫星本体坐标系相对于轨道坐标系的姿态[24−25].
常用的测量部件包括: 星敏感器、太阳敏感器、地球
敏感器和陀螺仪.
本节以 “红外地球敏感器 + 陀螺仪” 为例, 进

行仿真分析. 红外地球敏感器和陀螺仪分别用于测
量卫星的姿态角和角速率, 将两者联合使用可以实
现高精度组合定姿. 考虑到卫星俯仰轴 (y 轴) 的姿
态角/角速度与滚动和偏航轴 (x 和 z 轴) 解耦, 且为
了降低模型维数和简化问题, 下面仅给出卫星姿态
确定系统在 y 轴上的离散形式状态空间模型, 具体
如式 (24) 所示. 其中, θ 和 ω0 分别表示卫星的姿态

角和轨道角速度; gy、dy、by、τy、fgy 和 ny/nby/ndy

分别表示陀螺仪的输出、指数相关漂移、常值漂移、

时间常数、故障矢量和高斯白噪声; fhθ 和 nθ 分别

表示红外地球敏感器的故障矢量和高斯白噪声; dt
表示采样时间间隔.








θ(k + 1)
dy(k + 1)
by(k + 1)




︸ ︷︷ ︸
x(k+1)

=




1 −dt −dt

0 1− 1
τy

dt 0

0 0 1




︸ ︷︷ ︸
A




θ(k)
dy(k)
by(k)




︸ ︷︷ ︸
x(k)

+




dt 0 0
0 dt 0
0 0 dt




︸ ︷︷ ︸
B




ω0 + gy

0
0




︸ ︷︷ ︸
u(k)

+




dt 0
0 0
0 0




︸ ︷︷ ︸
Bf

[
fgy(k)
fhθ(k)

]

︸ ︷︷ ︸
f(k)

+




1 0 0
0 1 0
0 0 1




︸ ︷︷ ︸
Bw




ny(k)
ndy(k)
nby(k)




︸ ︷︷ ︸
w(k)

θ(k)︸︷︷︸
y(k)

=
[

1 0 0
]

︸ ︷︷ ︸
C




θ(k)
dy(k)
by(k)




︸ ︷︷ ︸
x(k)

+




0 1
0 0
0 0




︸ ︷︷ ︸
Df

[
fgy(k)
fhθ(k)

]

︸ ︷︷ ︸
f(k)

+ [1]︸︷︷︸
Bv

nθ(k)︸ ︷︷ ︸
v(k)

(24)
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相关参数的取值为: dt = 0.1 s; τy = 1/11;
ω0 = 0.06 rad/s; ny ∼ N(0, 10−6); nby ∼ N(0, 10−4);
ndy ∼ N(0, 10−5); nθ ∼ N(0, 10−4).

4.2 仿真结果及对比分析

分别采用文献 [16] 所述基于距离相似度的评价
方法 (评价公式如式 (8) 所示) 和本文所提基于方向
相似度的评价方法 (评价公式如式 (17) 和式 (22) 所
示), 对式 (23) 所示动态系统的可检测性和可隔离
性进行量化分析. 表 1 和表 2 给出了上述两种方法
对于常值偏差型故障模式 fsi = [1 1 1]T 的评价结
果.

表 1 基于距离相似度方法的可诊断性评价结果 (式 (23))

Table 1 Evaluation results of fault diagnosability for

dynamic model (23) based on the KLD method

FD f1 f2 f3 f4

f1 0.1613 0 0 0.1087 0.0549

f2 0.1613 0 0 0.1087 0.0549

f3 1.0179 1.0000 1.0000 0 0.0549

f4 1.0717 1.0000 1.0000 0.1087 0

表 1 给出了文献 [16] 所用方法的可检测性和可
隔离性量化评价结果. 其中, 符号 “FD” 所在列表示
指定故障的可检测性评价结果; 其余数值为对应故
障之间的可隔离性评价结果.
从表 1 中可以明显看出: 1) 故障可检

测性的评价数值相差较大, 最小值为 0.1613,
最大值为 1.0717, 可检测性从高到低的排序
为: f4 > f3 > f1 = f2; 2) 故障 f1 与 f2 之间

不可被隔离, 且可隔离性结果不对称, 即
FI(fi, fj) 6= FI(fj, fi), 例如, 故障 f1 与 f3 以及 f3

与 f1 之间的可隔离性分别为 0.1087 和 1.000.
表 2 基于方向相似度方法的可诊断性评价结果 (式 (23))

Table 2 Evaluation results of fault diagnosability for

dynamic model (23) based on the directional similarity

method

FD f1 f2 f3 f4

f1 0.9789 0 0 0.1800 0.1687

f2 0.9789 0 0 0.1800 0.1687

f3 0.9909 0.1800 0.1800 0 0.0614

f4 0.9914 0.1687 0.1687 0.0614 0

表 2 给出了本文所提方法的可检测性和可隔
离性量化评价结果. 在该表中各数值的具体含义
与表 1 相同. 从表 2 中可以发现: 1) 可检测性
的评价数值均非常接近 1, 可检测性从高到低的
排序同表 1 一致; 2) 可隔离性结果是对称的, 即
FI(fi, fj) = FI(fj, fi).
在此需要说明的是: 上述两种方法所得可检测

性评价结果的数值之所以相差较大, 是由于这两种

方法所用可检测性评价公式的物理含义和取值范围

均不相同. 具体来讲, 文献 [16] 通过故障矢量长度的
平方 (式 (8) 中上式) 量化可检测性; 而本文所提方
法是根据故障发生时动态系统行为的分布概率 (式
(17)) 来评价可检测性.
同样, 上述两种方法所得可隔离性评价结果的

具体数值差别明显, 也是因为这两种方法所用可隔
离性评价公式的具体形式和取值范围均不相同.
上述两种方法分别通过故障矢量的不同物理含

义来量化实际故障的可检测性和可隔离性, 这使得
评价结果的相关数值之间不具有可比性. 但是, 可
以通过数值的大小排序来评价可检测性和可隔离性;
从这一点上来说, 上述两种方法所得可诊断性评价
结果是一致的.

综上所述, 对于满足定理 1 和定理 2 要求的式
(23) 所示动态系统, 距离相似度 (文献 [16] 所述方
法) 和方向相似度判别准则 (本文所提方法) 均能完
成实际故障可诊断性的量化评价, 且评价结果是一
致的. 从而, 验证了本文所提新方法的正确性和有效
性.
为验证本方法的优越性, 下面以式 (24) 所示卫

星姿态确定系统为仿真算例进行详细阐述.
从式 (24) 中可以发现: 在 NHFi (i = 1, 2) 的

行最简阶梯形中, 每个非零行的非零元素个数分别
为 3 和 4; 且系统的输出个数 m = 1. 因此, 根据定
理 1 和定理 2 可知: 对于该卫星姿态确定系统, 文
献 [16] 所述基于距离相似度的可诊断性评价方法不
能用于评价任何故障模式的可隔离性; 同时对于常
值偏差型故障模式 (例如, fsi = [1 1 1 1]T) 无法
评价其可检测性.
采用本文所提基于方向相似度的可诊断性评价

方法, 对式 (24) 所示系统的常值偏差型故障模式
fcsi = [0.1 0.1 0.1 0.1]T 和偏差增大型故障模式
frsi = [0.1 0.3 0.7 0.9]T, 进行可检测性和可隔离
性的量化评价, 评价结果分别如表 3 和表 4 所示.

表 3 故障模式 fcsi 的可诊断性评价结果 (式 (24))

Table 3 Evaluation results for diagnosability of fault

mode fcsi in satellite attitude determination system (24)

FD fgy fhθ

fgy 0.7148 0 0

fhθ 0.7148 0 0

表 4 故障模式 frsi 的可诊断性评价结果 (式 (24))

Table 4 Evaluation results for diagnosability of fault

mode frsi in satellite attitude determination system (24)

FD fgy fhθ

fgy 0.9300 0 0.2500

fhθ 1.0000 0.2500 0

表 3 给出了式 (24) 所示动态系统对于常值偏
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差型故障模式 fcsi 的可检测性和可隔离性评价结果.
其中, 符号 “FD” 所在列表示指定故障的可检测性;
其余数值为可隔离性评价结果. 从该表中可以明显
看出:对于常值偏差型故障模式 fcsi, 故障 fgy 和 fhθ

均可被检测, 且可检测性相等均为 0.7148; 由于可隔
离性评价结果为 0, fgy 和 fhθ 之间不可被隔离.
表 4 给出了式 (24) 所示动态系统对于偏差增

大型故障模式 frsi 的可检测性和可隔离性评价结

果. 该表中数值所表示的具体含义与表 3 相同. 从
表 4 中可以发现: 对于偏差增大型故障模式 frsi 而

言, 故障 fgy 和 fhθ 均可被检测, 且 fgy 的可检测性

(0.9300) 要低于 fhθ (1.0000); fgy 和 fhθ 之间可以

被隔离 (0.2500).
综上所述, 对于不满足定理 1 和定理 2 的卫星

姿态确定系统式 (24), 文献 [16] 所提基于距离相似
度的评价方法已不适用, 而本文所提基于方向相似

(a) 陀螺仪故障

(a) The faulty gyroscope

(b) 红外地球敏感器故障

(b) The faulty infrared earth sensor

图 3 基于双观测器的诊断算法 (常值偏差型故障)

Fig. 3 The fault diagnosis algorithm based on

double observers for a constant fault

度的可诊断性评价方法能够给出具体分析结果.
为验证本方法对式 (24) 所示动态系统可诊断性

评价结果的正确性, 采用文献 [26] 所述基于双观测
器的故障诊断算法, 对上述常值偏差型和偏差增大
型两种故障模式进行检测和隔离, 仿真结果分别如
图 3 和图 4 所示.

(a) 陀螺仪故障

(a) The faulty gyroscope

(b) 红外地球敏感器故障

(b) The faulty infrared earth sensor

图 4 基于双观测器的诊断算法 (偏差增大型故障)

Fig. 4 The fault diagnosis algorithm based on

double observers for a ramp fault

图 3 (a) 和图 3 (b) 是在 t = 500 s 时刻之后分
别对陀螺仪和红外地球敏感器注入常值偏差型故

障所得双观测器的残差曲线. 从中可以发现: 当
陀螺仪/红外地球敏感器中只有一个发生故障时,
在 t = 500 s 时刻之后残差曲线发生偏离, 并在
t = 700 s 时刻之后又收敛到 0; 两种故障残差曲
线的变化趋势基本相同. 因此, 当陀螺仪/红外地球
敏感器发生常值偏差型故障时, 仅可检测该故障模
式而无法实现隔离.
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图 4 (a) 和图 4 (b) 分别为陀螺仪和红外地球敏
感器发生偏差增大型故障时双观测器的残差曲线图.
从中可以看出: 当陀螺仪在 t = 500 s 时刻发生故障,
双观测器的残差曲线均产生偏离, 并最终稳定在某
一固定位置 (∆θ = 20 rad); 而当红外地球敏感器发
生故障时, 两条残差曲线在 t = 500 s 时刻发生偏离,
并在 t = 730 s 时刻之后收敛到 0. 因此, 通过双观
测器残差曲线变化趋势的不同, 可以实现偏差增大
型故障模式的检测和隔离.
综上, 通过对比分析表 3 和表 4 以及图 3 和图

4, 可得: 对于式 (24) 所示卫星姿态确定系统, 本文
所提新方法的可诊断性评价结果是正确的; 然而, 对
于不满足定理 1 和定理 2 的该动态系统, 文献 [16]
中基于距离相似度的评价方法已不适用. 因此, 表明
本评价方法较文献 [16] 所述方法具有优越性.

5 结论

为实现在设计阶段提高动态系统故障诊断能力

的工程目标, 本文提出了一种基于方向相似度的实
际故障可诊断性量化评价新方法, 并得到如下结论:

1) 以 K-L 散度为量化指标, 阐述距离相似度实
现动态系统故障可检测性和可隔离性量化评价的基

本原理. 通过严格的数学证明, 揭示该方法在实际应
用中存在不足的数学本质;

2) 为弥补上述不足, 分别根据故障矢量的分布
概率和不同故障矢量之间的余弦相似度, 从方向相
似度的角度推导并设计了新的可检测性和可隔离性

量化评价指标, 并给出具体评价流程;
3) 通过文献 [16] 中的算例 1, 验证了距离相似

度和方向相似度两种判别准则所得可诊断性评价结

果的一致性; 以卫星姿态确定系统为仿真算例, 表明
本文所提基于方向相似度的可诊断性评价方法较距

离相似度具有一定优越性.
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