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广义马氏跳变系统在一般转移

速率下的控制器设计

王国良 1 薄海英 1

摘 要 针对转移概率不能精确获得并且部分未知的广义马氏跳变系

统, 分别讨论在模态依赖控制器和模态独立控制器条件下的系统镇定问

题. 与现有结果相比, 所提研究方法具有较小的保守性, 能够有效地解决

实际问题. 首先, 运用自由权矩阵方法, 得到了广义马氏跳变系统在转移

速率满足上述一般条件时系统随机容许的充分条件. 在此基础上, 以线性

矩阵不等式 (Linear matrix inequality, LMI) 的形式分别给出了模态

依赖和模态独立控制器的求解条件. 最后, 通过数值算例验证设计方法的

有效性和优越性.
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Stabilization of Singular Markovian Jump
Systems with General Switching
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Abstract This paper considers the stabilization of singular

Markovian jump systems with general switching, where the tran-

sition rate matrix is uncertain and partially unknown. Com-

pared with the existing results, the methods proposed in this

paper are less conservative and are very suitable to deal with

many practical problems. First, a new condition of stochastic

admissibility for singular Markovian jump systems with general

switching is obtained by exploiting the slack variable method.

Then, several conditions for the existence of mode-dependent

and mode-independent controllers are developed in terms of lin-

ear matrix inequalities (LMIs). Finally, a numerical example

is given to show the effectiveness and advantages of the design

methods.
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1961 年, Krasovskii 和 Lidskii 首次提出马尔科夫跳变

系统 (马氏跳变系统)[1]. 这类系统通常由两部分组成: 1) 在
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由离散事件形成有限集合内取值的马尔科夫跳变参数, 即系

统模态; 2) 随着时间连续变化的状态变量. 这类系统因为自

身的特殊性及复杂性能够非常方便地描述实际中的许多系

统[2−8], 如电力系统、制造系统, 太阳能接收系统、飞机控制

系统等.

广义系统又称奇异系统, 比正常系统更具广泛形式. 当

这类系统遭受到环境的突变、子系统间关联方式的改变等情

况时, 广义马尔科夫跳变系统 (广义马氏跳变系统)[9−11] 能

更好地描述这一现象. 近年来, 越来越多的学者热衷于广义

马氏跳变系统的研究[12−16].

近些年, 针对广义马氏跳变系统的研究主要集中在转移

概率完全已知的情况. 然而, 这是一种理想化的情况. 在许

多实际系统分析中, 精确测得所有转移速率的成本十分昂贵,

甚至有些时候不可能得到完整的信息, 例如在通信网络中,

数据传输通道的延迟或数据信息的遗失都是随机的, 精确获

得系统转移速率矩阵中的所有信息将十分困难[17−21]. 因此,

从理论研究意义和实际应用方面来说, 研究马氏系统在转移

概率含有不确定性并且部分未知的相关问题[22−27] 具有重要

意义.

本文研究了广义马氏跳变系统在上述一般转移速率条件

下的控制器设计问题. 为了解决这一实际问题并得到保守性

较小的结果, 通过引入自由权矩阵和添减项的等价处理方法,

得到了广义马氏跳变系统在转移速率含有不确定性和部分

未知时系统的随机容许性条件. 在此基础上, 建立了模态依

赖控制器与模态独立控制器线性矩阵不等式 (Linear matrix

inequality, LMI) 的求解条件. 最后, 通过数值仿真算例验证

了所得结果的有效性与优势.

本文中, Rn×m 表示 n×m维空间, deg(f(x))表示 f(x)

多项式的次数, det(·) 表示行列式的值, ∗ 表示对称矩阵块中
相应位置的转置, diag{·} 表示对角矩阵, Rank(M) 表示矩

阵M 的秩, M? = M + MT.

1 问题描述

考虑如下一类广义马氏跳变系统:

Eẋ(t) = A(rt)xxx(t) + B(rt)u(t) (1)

式中, xxx(t) ∈ Rn 为状态向量, u(t) ∈ Rm×n 为控制输入. 矩

阵 A(rt), B(rt) 为适当维数的系统矩阵. 导数项系数矩阵为

E ∈ Rn×n 且 Rank(E) = r < n. rt ∈ S = {1, 2, · · · , N} 表
示系统的跳变信号. 广义马氏跳变系统的转移速率矩阵 Π =

(πij) ∈ Rn×n 满足如下条件:

Pr{ηt+h = j|rt = i} =

{
πijh + o(h), j 6= i

1 + πiih + o(h), j = i
(2)

其中, limh→0+(o(h)/h) = 0 (h > 0), πij 表示转移速率, 当 i

6= j 时, πij > 0 且 πii = −∑
j 6=i πij . 为了方便讨论, A(rt)

= Ai, 其余类似.

定义 1. 当 u(t) = 0 时, 称广义马氏跳变系统:

1) 正则, 如果 det(sE −Ai) 6= 0, ∀ i ∈ S;

2) 无脉冲, 如果 det(sE −Ai) = Rank(E), ∀ i ∈ S;

3) 随机稳定, 如果对任意 xxx0 ∈ Rn, r0 ∈ S, 存在正实数

M(xxx0, r0), 使得

E

{∫ ∞

0

xxxT(s)xxx(s)ds|xxx0, r0

}
≤ M(xxx0, r0)
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4) 随机容许, 如果系统正则、稳定、无脉冲.

本文的目的是在转移概率部分未知且具有不确定性的情

况下分别设计模态依赖控制器:

u(t) = Kixxx(t) (3)

和模态独立控制器:

u(t) = Kxxx(t) (4)

其中, Ki 和 K 分别是控制器的控制增益. 并且 Π = (πij) ∈
Rn×n 满足如下一般形式:

Π =




π̄11 + ∆π̄11 ?

? ?
...

...

? ?

? · · · ?

π̄23 + ∆π̄23 · · · ?
...

. . .
...

π̄N3 + ∆π̄N3 · · · π̄NN + ∆π̄NN




(5)

其中, “?” 代表转移速率矩阵中未知的元素, 对任意 i ∈ S, 定

义Si = Si
k∪Si

k̄,其中 j ∈ S, Si
k = {j : πij已知, j ∈ S}, Si

k̄ =

{j : πij未知, j ∈ S}. 进一步可表示为, Si
k = {ki

1, · · · , ki
m}

和 Si
k̄ = {k̄i

1, · · · , k̄i
N−m}. 其中 ki

j ∈ Z+ 表示 Π 中第 i 行第

m列已知的元素, k̄i
N−j ∈ Z+ 是指Π中第 i行第 (N−m)列

未知的元素. 定义估计误差∆π̄ij = πij − π̄ij , 其中 π̄ij 是 πij

的估计值, ∆π̄ij ∈ [−εij , εij ], j 6= i. 令 αij = π̄ij − εij , 进而

得到 |∆π̄ii| ≤ −εii 并且有以下两种情况存在: 1) 当 i ∈ Si
k

时, π̄ij − εij ≥ 0 (∀ j ∈ Si
k, j 6= i), π̄ii + εii ≤ 0,

∑
j∈Si

k
π̄ij

≤ 0; 2) 当 i ∈ Si
k̄ 时, π̄ij − εij ≥ 0 (∀ j ∈ Si

k). 另外, 令 τ =

mini∈Si
k̄
{πii}.

1.1 主要内容

首先考虑随机容许性问题. 当 u(t) = 0 时, 有如下定理.

定理 1. 系统 (1) 是随机容许的, 如果存在矩阵 Hi > 0,

Wi > 0, Gi > 0, Pi, Mi, Si, Ti, 使下列线性矩阵不等式成

立:

ETPi = PT
i E ≥ 0, i ∈ S (6)




(AT
i Pi)

? + Φi1 Mi Φi2

∗ −Hi 0

∗ ∗ Φi3


 < 0, i ∈ Si

k (7)

[
(AT

i Pi)
? + Φi4 Φi5

∗ Φi6

]
< 0, i ∈ Si

k̄ (8)

ETPj − ETPi −Mi ≤ 0, i ∈ S, j ∈ Si
k̄, j 6= i (9)

ETPj − ETPi −Mi − Sj ≤ 0

i ∈ Si
k, j ∈ Si

k, j 6= i (10)

ETPj − ETPi −Mi − Tj ≤ 0

i ∈ Si
k̄, j ∈ Si

k, j 6= i (11)

其中

Φi1 =

N∑

j∈Si
k

αijE
TPj −

N∑

j∈Si
k

αijMi +

N∑

j∈Si
k

,j 6=i

εijSj +

N∑

j∈Si
k

,j 6=i

1

4
ε2ijGj − εiiMi +

1

4
ε2iiHi

Φi2 = [S1 · · · Si−1 Si+1 · · · SN ]

Φi3 =− diag{G1, · · ·, Gi−1, Gi+1, · · ·, GN}

Φi4 =

N∑

j∈Si
k

,j 6=i

αij(E
TPj − ETPi −Mi) +

N∑

j∈Si
k

,j 6=i

εijTj +

N∑

j∈Si
k

,j 6=i

1

4
ε2ijWj − τMi

Φi5 = [T1 · · · Ti−1 Ti+1 · · · TN ]

Φi6 =− diag{W1, · · ·, Wi−1, Wi+1, · · ·, WN}

证明. 首先证明系统的正则无脉冲特性. 如果条件 (6)

和

(AT
i Pi)

? +

N∑
j=1

πijE
TPj < 0 (12)

成立, 则系统 (1) 正则无脉冲. 针对系统 (1), 总是存在非奇

异矩阵M 和 N , 使下式满足

MEN =

[
Ir 0

0 0

]
, MAiN =

[
Ai1 Ai2

Ai3 Ai4

]

M−TPiN =

[
Pi1 Pi2

Pi3 Pi4

]

分别用 NT 和 N 左乘及右乘式 (6), 可以得到 Pi2 = 0. 同

理, 式 (12) 等价于

[
> >
> (AT

i4Pi4)
?

]
< 0 (13)

其中, > 代表在文中不被使用的式子. 由式 (13) 可知, Ai4

是非奇异矩阵. 从而, 系统 (1) 是正则无脉冲的. 选取如下形

式的 Lyapunov 函数:

V (t) = xxxT(t)ETPixxx(t) (14)

对式 (14) 取弱无穷小算子. 求解如下:

L V (t) = ẋxxT(t)ETPixxx(t) + xxxT(t)ETPiẋxx(t)+

xxxT(t)

N∑
j=1

πijE
TPjxxx(t) =

xxxT(t)

[
(AT

i Pi)
? +

N∑
j=1

πijE
TPj

]
xxx(t) (15)

若要使系统随机稳定, 则有

(AT
i Pi)

? +

N∑
j=1

πijE
TPj < 0 (16)
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当转移速率含有不确定性且部分未知时,
∑N

j=1 πijE
TPj 等

价于

N∑
j=1

πijE
TPj =

N∑

j∈Si
k

πijE
TPj +

N∑

j∈Si
k̄

πijE
TPj −

N∑
j=1

πijMi =

N∑

j∈Si
k

,j 6=i

πij(E
TPj − ETPi −Mi) +

N∑

j∈Si
k̄

,j 6=i

(ETPj − ETPi −Mi)− πiiMi (17)

结合式 (17) 可知, 式 (16) 可由

ETPj − ETPi −Mi ≤ 0, i ∈ S, j ∈ Si
k̄, j 6= i (18)

和

(AT
i Pi)

? +

N∑

j∈Si
k

,j 6=i

πij(E
TPj − ETPi −Mi) −

πiiMi < 0, i ∈ Si
k (19)

(AT
i Pi)

? +

N∑

j∈Si
k

,j 6=i

πij(E
TPj − ETPi −Mi) −

τMi < 0, i ∈ Si
k̄ (20)

得到, 其中式 (18) 与式 (9) 等价.

同时,为了进一步解决转移速率带有不确定性的问题,式

(19) 等价于

(AT
i Pi)

? +

N∑

j∈Si
k

αijE
TPj −

N∑

j∈Si
k

αijMi +

N∑

j∈Si
k

,j 6=i

(∆π̃ij + εij)(E
TPj − ETPi −Mi − Sj) +

N∑

j∈Si
k

,j 6=i

(∆π̃ij + εij)Sj − (∆π̃ii + εii)Mi ≤

(AT
i Pi)

? +

N∑

j∈Si
k

αijE
TPj −

N∑

j∈Si
k

αijMi +

N∑

j∈Si
k

,j 6=i

εijSj +

N∑

j∈Si
k

,j 6=i

(
1

4
ε2ijGj + SjG

−1
j Sj) −

εiiMi +
1

4
ε2iiHi + MiH

−1
i Mi +

N∑

j∈Si
k

,j 6=i

(∆π̃ij + εij)(E
TPj − ETPi −

Mi − Sj) ≤ 0, i ∈ Si
k (21)

可由

ETPj − ETPi −Mi − Sj ≤ 0

i ∈ Si
k, j ∈ Si

k, j 6= i (22)

和

(AT
i Pi)

? +

N∑

j∈Si
k

αijE
TPj −

N∑

j∈Si
k

αijMi +

N∑

j∈Si
k

,j 6=i

εijSj +

N∑

j∈Si
k

,j 6=i

(
1

4
ε2ijGj + SjG

−1
j Sj

)
−

εiiMi +
1

4
ε2iiHi + MiH

−1
i Mi ≤ 0, i ∈ Si

k (23)

导出. 同理, 式 (20) 可由

ETPj − ETPi −Mi − Tj ≤ 0

i ∈ Si
k̄, j ∈ Si

k, j 6= i (24)

和

(AT
i Pi)

? +

N∑

j∈Si
k

,j 6=i

αij(E
TPj − ETPi −Mi) +

N∑

j∈Si
k

,j 6=i

εijTj +

N∑

j∈Si
k

,j 6=i

(
1

4
ε2ijWj + TjW

−1
j Tj

)
−

τMi < 0, i ∈ Si
k̄ (25)

导出. 最后根据 Schur 引理, 可知式 (23)、(25)、(22) 和 (24)

分别等价于式 (7)、(8)、(10) 和 (11). ¤
下面考虑模态依赖控制器 (3) 的设计问题. 基于定理 1,

有如下定理.

定理 2. 系统 (1) 存在模态依赖控制器 (3), 使相应闭环

系统是随机容许的, 如果存在矩阵 P̂i > 0, Hi > 0, Wi > 0,

Gi > 0, Q̂i, Xi, Mi, Si, Ti, Yi, 满足下列线性矩阵不等式:



(AiXi + BiYi)
? + Φi7 Mi Φi2 Ψi1

∗ −Hi 0 0

∗ ∗ Φi3 0

∗ ∗ ∗ Ψi2




< 0

ki
r = i ∈ Si

k (26)



(AiXi + BiYi)
? + Φi8 Φi5 Ψ̄i1

∗ Φi6 0

∗ ∗ Ψ̄i2


 < 0, ki

r = i ∈ Si
k̄

(27)
[

XT
i ET −Mi XT

i ER

∗ −ET
RP̂jER

]
≤ 0, i ∈ S, j ∈ Si

k̄, j 6= i

(28)
[

XT
i ET −Mi − Sj XT

i ER

∗ −ET
RP̂jER

]
≤ 0

i ∈ Si
k, j ∈ Si

k, j 6= i (29)
[

XT
i ET −Mi − Tj XT

i ER

∗ −ET
RP̂jER

]
≤ 0

i ∈ Si
k̄, j ∈ Si

k, j 6= i (30)
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其中

Φi7 = αiiX
T
i ET −

N∑

j∈Si
k

αijMi +

N∑

j∈Si
k

,j 6=i

εijSj +

N∑

j∈Si
k

,j 6=i

1

4
ε2ijGj − εiiMi +

1

4
ε2iiHi

Φi8 =−
N∑

j∈Si
k

,j 6=i

αijX
T
i ET −

N∑

j∈Si
k

,j 6=i

αijMi +

N∑

j∈Si
k

,j 6=i

εijTj +

N∑

j∈Si
k

,j 6=i

1

4
ε2ijWj − τMi

Ψi1 =
[√

αiki
1
XT

i ER, · · · ,
√

αiki
r−1

XT
i ER,

√
αiki

r+1
XT

i ER, · · · ,
√

αiki
m

XT
i ER

]

Ψi2 =− diag
{

ET
RP̂ki

1
ER, · · ·, ET

RP̂ki
r−1

ER,

ET
RP̂ki

r+1
ER, · · ·, ET

RP̂ki
m

ER

}

Ψ̄i1 =
[√

αiki
1
XT

i ER, · · · ,
√

αiki
m

XT
i ER

]

Ψ̄i2 =− diag
{

ET
RP̂ki

1
ER, · · ·, ET

RP̂ki
m

ER

}

Xi = P̂iE
T + UQ̂iV

此时, 模态依赖控制器 (3) 的增益为

Ki = YiX
−1
i (31)

证明. 对于由模态依赖控制器 (3) 所形成闭环系统采取

相同 Lyapunov 函数, 并进行弱无穷运算可得:

L V (t) = xxxT(t)
[
(AT

i Pi + KT
i BT

i Pi)
? +

N∑
j=1

πijE
TPj

]
xxx(t) (32)

令

Pi = P̄iE + V TQ̄iU
T

其中, P̄i > 0, |Q̄i| 6= 0, V ∈ Rn×(n−r) 和 U ∈ R(n−r)×n 分

别满足EU = 0和 V E = 0, 奇异矩阵E 分解为E = ELET
R,

可知 ETPi = PT
i E ≥ 0 恒成立. 所以, 若要使系统随机稳定,

只要

(
AT

i Pi + KT
i BT

i Pi

)?

+

N∑
j=1

πijE
TPj < 0 (33)

成立. 令 Xi = P−1
i , 进一步可得

Xi = P−1
i = P̂iE

T + UQ̂iV (34)

其中, P̂i > 0, |Q̂i| 6= 0 并且 ET
L P̄iEL = (ET

RP̂iER)−1. 对式

(33) 左乘 XT
i , 右乘 Xi, 并令 Yi = KiXi, 得

(AiXi + BiYi)
? +

N∑
j=1

πijX
T
i ETPjXi < 0 (35)

可由

(AiXi + BiYi)
? +

N∑

j∈Si
k

,j 6=i

πij(X
T
i ETPjXi −

XT
i ET −Mi)− πiiMi < 0, i ∈ Si

k (36)

(AT
i Xi + BiYi)

? +

N∑

j∈Si
k

,j 6=i

πij(X
T
i ETPjXi −

XT
i ET −Mi)− τMi < 0, i ∈ Si

k̄ (37)

和

XT
i ETPjXi −XT

i ET −Mi < 0,

i ∈ S, j ∈ Si
k̄, j 6= i (38)

导出, 其中式 (38) 等价于式 (28). 其余与定理 1 的证明类似.

¤
当系统模态信号不能实时可获得时, 可设计模态独立控

制器 (4).

定理 3. 系统 (1) 存在模态独立控制器 (4), 使相应闭环

系统是随机容许的, 如果存在矩阵 P̂i > 0, Hi > 0, Wi > 0,

Gi > 0, Q̂i, Xi, Mi, Si, Ti, Y , G 满足条件 (28)∼ (30) 和

如下线性矩阵不等式:




(AiXi + BiY )? + Φi7 Φi9 Mi Φi2 Ψi1

∗ −(G)? 0 0 0

∗ ∗ −Hi 0 0

∗ ∗ ∗ Φi3 0

∗ ∗ ∗ ∗ Ψi2




< 0

ki
r = i ∈ Si

k

(39)



(AiXi + BiY )? + Φi8 Φi9 Φi5 Ψ̄i1

∗ −(G)? 0 0

∗ ∗ Φi6 0

∗ ∗ ∗ Ψ̄i2




< 0

ki
r = i ∈ Si

k̄

(40)

其中

Φi9 = BiY + XT
i −GT

此时, 模态独立控制器 (4) 的增益为

K = Y G−1 (41)

证明. 当模态独立控制器为 u(t) = Kxxx(t), 则有

(
AT

i Pi + KTBT
i Pi

)?

+

N∑
j=1

πijE
TPj < 0 (42)

同理

(AiXi + BiKXi)
? +

N∑
j=1

πijX
T
i ETPjXi < 0 (43)

令 Y = KG, 式 (43) 等价于
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[
Φi10 Φi9

∗ −(G)?

]
< 0 (44)

其中

Φi10 = (AiXi + BiY )? +

N∑
j=1

πijX
T
i ETPjXi

因为转移速率带有不确定性且部分未知, 用定理 1 和定

理 2 的方法处理 Φi10, 证明过程类似于定理 1 和定理 2, 在

此忽略. ¤

2 仿真算例

考虑 3 个模态的广义马尔科夫跳变系统 (1), 系统参数

如下:

A1 =

[
0.5 + d11 −1

1 −0.5

]
, B1 =

[
0.3

−0.1

]

A2 =

[
0.7 −0.6

1 −0.5

]
, B2 =

[
−0.1

0.2

]

A3 =

[
−1 0.5

1 −0.5

]
, B3 =

[
−0.4

0.1

]

其中, d11 ≥ 0. 奇异矩阵和转移速率矩阵分别为

E =

[
1 0

0 0

]

Π =




π̄11 + ∆π̄11 π̄12 + ∆π̄12 π̄13 + ∆π̄13

π̄21 + ∆π̄21 ? ?

? ? π̄33 + ∆π̄33




其中, π̄11 = −0.8, π̄12 = 0.3, π̄13 = 0.5, π̄21 = 0.5, π̄33 =

−0.7, |∆π̄ij | ≤ εij = 0.1π̄ij .

根据定理 1, 可知当 d11 ≤ d∗11 = 1.73 时, 其中 d∗11 表示
d11 的最大值, 定理 1 存在可行解. 利用文献 [22] 的方法, 可

知当 d11 ≤ d∗11 = 1.58 时, 系统存在可行解. 通过比较可知,

本文的可变参数 d11 的范围更大, 因此有更小的保守性.

另外, 当 A1 =

[
0.5 −1 + d12

1 −0.5

]
, 其中 d12 ≥ 0, 其他

参数不变. 令 d∗12 为 d12 的最大值, 通过求解可分别得到 d12

≤ d∗12 时定理 1 与文献 [22] 存在可行解的条件. 通过对比可

知, 本文中 d∗12 仍然较大, 更进一步验证了本文结果的保守性

更小. 综上, 相关参数对比结果见表 1.

表 1 可变参数上界的比较

Table 1 Comparison of upper bound of the

variable parameters

d∗11 d∗12

定理 1 1.73 0.86

文献 [22] 1.58 0.79

当 d11 = 1.72 时, 利用定理 2, 可得模态依赖控制器增益

如下:

K1 =
[
−9.8549 0.2389

]
, K2 =

[
26.6007 0.8433

]

K3 =
[
−0.6847 1.8527

]

将上述控制器应用到原系统, 取初始条件为

xxx0 =
[

1 −4
]T

可得系统状态响应曲线, 如图 1 所示. 由图 1 可以看出, 所设

计模态依赖控制器是有效的.

图 1 系统状态响应曲线

Fig. 1 The state response of system

同理, 当 d11 = 1.2 时, 根据定理 3, 可得模态独立控制增

益如下:

K =
[
−1.4752 0.8488

]

3 结论

针对广义马氏跳变系统在转移速率同时满足含有不确定

性和部分未知的一般情况, 分别讨论模态依赖和模态独立控

制器的设计问题. 首先, 通过运用自由权矩阵和加减项的等

价处理方法, 得到了系统在上述一般转移速率条件下的随机

容许性条件. 所得结果与现有方法相比具有较小的保守性.

在此基础上, 进一步得到了模态依赖和模态独立控制器存在

的线性矩阵不等式求解条件. 仿真算例验证了所得结果的有

效性和优越性.
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