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具有对称初始数据的二维反应

扩散方程的边界镇定

齐 洁 1, 2 齐金鹏 1, 2

摘 要 研究了二维圆盘上具有对称初始数据的反应扩散方程的边界控

制. 由于初始条件和边界条件关于圆心旋转对称, 系统可以转化为等价的

极坐标系下的一维抛物方程. 此时, 极点的奇异性成为了控制器设计中

的难点. 本文设计了一系列方程变换, 消除了核函数方程中极点奇异性

的影响, 将其转化为修正的 Bessel 方程, 求出了显式的核函数表达式和

精确的边界反馈控制律, 扩展了偏微分方程的 backstepping 方法. 系统

的收敛速度可通过改变控制器中的一个参数来调节. 然后用 Lyapunov

函数法证明了闭环系统在 H1 范数下指数稳定, 表明了系统对初值的连

续依赖. 最后用数值仿真验证了方法的有效性.
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Boundary Stabilization for a 2-D

Reaction-diffusion Equation with
Symmetrical Initial Data

QI Jie1, 2 QI Jin-Peng1, 2

Abstract This paper designs a boundary controller for a 2-D

reaction-diffusion equation with symmetrical initial data. The

system can be transformed to an equivalent 1-D parabolic equa-

tion in the polar coordinates due to the circle rotationally sym-

metric initial and boundary conditions. The singularity of the

pole brings a great challenge to the design. This paper designs

a series function transformations to destroy the impact of the

singularity of the pole on the kernel function. Finally, the ker-

nel function is transformed to a modified Bessel function, which

produces an explicit kernel as well as an explicit boundary con-

trol law. The design process expands the existing backstepping

methods for partial differential equations. Also, the convergence

rate can be changed by adjusting a parameter in the controller.

The exponential stability in H1 norm is proved, which implies

that the system is continuous in terms of the initial conditions.

The effectiveness of the method is illustrated with numerical

simulations.
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近年来, 由于实际应用的需要, 例如流体在多孔介质中

的流动、湿纺碳纤维成形过程、火箭推进器动力学、化学

反应、描述生物种群的关系等[1], 分布式参数系统的控制问

题受到了广泛的关注, 提出了许多控制器设计与分析的方

法. 最早提出的是最优控制的方法, 根据系统的特征值将

系统分解为一个有限维的不稳定系统和一个无穷维的稳定

系统, 然后求解 Riccati 方程为有限维系统设计控制器[2−3].

其他主要方法有基于 Lyapunov 函数的方法[4−6]、半群理

论[7−8]、滑模控制[9]、滑模与自抗扰控制结合[10]、模型降

阶与基函数方法[11]、采用模型预测控制的方法[12] 和空间连

续 backstepping (Spatially continuous backstepping)[13−14].

空间连续 backstepping 具有核函数可逆、指数稳定、不用求

解繁琐的 Riccati 方程, 以及采用物理上容易实现的边界

控制等优点, 引起了 PDE 控制研究领域的广泛关注[15].

Backstepping 方法在偏微分方程中的应用始于直角坐标系

下的一维抛物方程边界控制器的设计[16], 后来扩展到不同

区域上的各类方程[17−18], 包括将二维圆柱中的涡轮流体模

型简化为直角坐标系中的一维复值偏微分方程 (Ginzburg-

Landau 方程)[19], 但很少有文献研究极坐标系下的偏微分方

程, 而实际应用又需要用极坐标表示弧形的边界条件, 例如

在圆形容器中的化学反应、圆柱形的纤维纺丝成形过程[20],

和从一个源点发生的热传导过程等. 而且极坐标还可以描述

直角坐标系不能表示的复杂曲线, 例如玫瑰线、螺线等, 因此

研究极坐标下的边界控制问题具有重要意义.

本文在极坐标系下讨论了具有对称初始和边界条件

的二维反应扩散方程. 状态变量关于圆心旋转对称, 二维

系统可转化为等价的一维抛物方程. 本文扩展了一般的

backstepping 方法, 讨论了具有正则奇异点的极坐标一维抛

物方程的边界镇定问题. 在设计控制器时, 我们利用了极坐

标下的积分定义, 采用了极坐标系下的积分微元, 构造了区

别于笛卡尔坐标系下的 Volterra 映射, 简化了后续核函数的

计算. 由于原系统和目标系统含有奇异点, 所以推导出来的

核函数方程也含有奇异点, 根据文献 [21], 含有正则奇异点的

方程仍具有不发散的解. 通过一系列的方程等价变换, 核函

数方程可转化为一个修正的 Bessel 方程, 通过此 Bessel 方程

的解, 可最终得到核函数的显式表达式, 进一步得到边界的

精确反馈控制律. 本文没有直接处理奇异点, 而是通过假设

解的具体形式, 消除了极点奇异性, 而与此同时引入了新的

奇异点, 这个奇异点与变换后修正贝塞尔方程中正则奇异点

相对应. 采用修正贝塞尔方程在奇异点处不发散的解, 我们

得到了核函数的精确解. 并且, 控制器中还设置了一个可调

参数用于调节系统的收敛速度. 通过构建与 H1 范数等价的

Lyapunov 函数, 我们证明了闭环系统在 H1 范数下指数稳

定, 表明系统在定义域中不存在无界尖峰, 闭环系统对初值

连续依赖. 本文最后用仿真实验验证了理论结果.

1 边界控制器设计

设 B(0, R) 是 R2 空间中以原点为中心、R 为半径的二

维圆盘. 记 B(0, R) 的边界为 ∂B, 考虑在 xxx ∈ B(0, R) 上的
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问题:





ut(t,xxx) = ε∆u(t,xxx) + λu(t,xxx)

u(t,xxx)|∂B = U(t)

u(0,xxx) = u0(xxx)

(1)

其中, λ > 0 是一个常数. 在许多情况下, 初值 u0 和边界条

件 U(t) 关于圆心旋转对称, 因此关于圆心旋转对称的系统

(1) 等价于下面的一维系统.





ut(t, r) = ε

(
urr +

1

r
ur

)
+ λu, (t, r) ∈ R+ × (0, R)

u(t, R) = U(t)

u(0, r) = u0(r)

(2)

其中, r = |xxx| 表示 xxx 的模. 当参数 λ > z01
R

2ε ≈ 5.78 ε
R2 时

(其中 z01 是 Bessel 函数 J0(·) 的第一个零点), 系统不稳定.

因此, 需要设计边界控制器 U(t), 使得从不同初值 u0 出发的

轨道均能收敛到平衡点 u(t, x) ≡ 0.

1.1 边界控制器设计

控制器的设计思路如下: 设计稳定的目标系统, 建立

Volterra 可逆映射关系, 实现从原系统到目标系统的等价变

换; 利用原系统与目标系统的等价性, 获得核函数方程, 并求

解; 最后考虑控制器与核函数的关系, 得到边界控制器的精

确表达式.

定义目标系统





wt(t, r) = ε

(
wrr +

1

r
wr

)
− cw, (t, r) ∈ R+ × (0, R)

w(t, R) = 0

(3)

其中, c ≥ 0 可用于调节系统的收敛速度. c 越大, 系统收敛

越快.

设计Volterra可逆映射, 实现原系统 u到目标系统 w 的

变换

w(t, r) = u(t, r)−
∫ r

0

k(r, ρ)u(t, ρ)ρdρ (4)

其中, k(r, ρ) 为定义在 T = {(r, ρ) : 0 ≤ ρ ≤ r ≤ R} 上的核
函数. 积分中的 ρdρ 是由极坐标下积分的定义得出. 将式 (4)

代入目标系统式 (3) 的左边, 可得:

wt(t, r) = ut −
∫ r

0

k(r, ρ)ut(t, ρ)ρdρ =

ut −
∫ r

0

k(r, ρ)

(
ε

ρ
(ρur)ρ + λu

)
ρdρ =

ε

(
urr +

1

r
ur

)
+ λu− εrk(r, r)ur(t, r)+

εrkρ(r, r)u(t, r)−
∫ r

0

εkρρ(r, ρ)ρu(t, ρ)dρ−
∫ r

0

εkρ(r, ρ)u(t, ρ)dρ−
∫ r

0

λk(r, ρ)u(t, ρ)dρ

将式 (4) 代入目标系统式 (3) 的右边, 得:

ε

(
wrr +

1

r
wr

)
− cw =

ε

(
urr +

1

r
ur

)
− εrk(r, r)ur(t, r)−

cu− ε

(
2k(r, r) + r

dk(r, r)

dr
+ rkr(r, r)

)
u(t, r)−

∫ r

0

(
ε
kr(r, ρ)

r
+ εkrr(r, ρ)− ck(r, ρ)

)
u(t, ρ)ρdρ

令左边项等于右边项, 并利用式 (2), 计算得到:

λu− εrk(r, r)ur(t, r)+

εrkρ(r, r)u(t, r)−
∫ r

0

εkρρ(r, ρ)ρu(t, ρ)dρ−
∫ r

0

εkρ(r, ρ)u(t, ρ)dρ−
∫ r

0

λk(r, ρ)u(t, ρ)dρ =

− cu− ε(2k(r, r) + r
dk(r, r)

dr
+ rkr(r, r))u(t, r)−

∫ r

0

(
ε
kr(r, ρ)

r
+ εkrr(r, ρ)− ck(r, ρ)

)
u(t, ρ)ρdρ

因此, 核函数满足下面的双曲偏微分方程:

krr(r, ρ)− kρρ(r, ρ) +
1

r
kr(r, ρ)− 1

ρ
kρ(r, ρ) =

λ + c

ε
k(r, ρ)

(5)

其边界条件为

dk(r, r)

dr
+

k(r, r)

r
= −λ + c

2rε
(6)

1.2 核函数求解

通过一系列的等价变换, 可求出核函数的显式表达.

具体的求解过程如下: 首先假设解具有形式 k(r, ρ) =

Φ

(√
λ+c

ε
(r2 − ρ2)

)
, 则 k 的各项偏导数为

kr =
λ + c

ε
r

(
λ + c

ε
(r2 − ρ2)

)− 1
2

Φ′ (7)

kρ = −λ + c

ε
ρ

(
λ + c

ε
(r2 − ρ2)

)− 1
2

Φ′ (8)

krr =
λ + c

ε

(
λ + c

ε
r2

) (
λ + c

ε
(r2 − ρ2)

)−1

Φ′′−

λ + c

ε

(
λ + c

ε
ρ2

) (
λ + c

ε
(r2 − ρ2)

)− 3
2

Φ′ (9)

kρρ =
λ + c

ε

(
λ + c

ε
ρ2

) (
λ + c

ε
(r2 − ρ2)

)−1

Φ′′−

λ + c

ε

(
λ + c

ε
r2

) (
λ + c

ε
(r2 − ρ2)

)− 3
2

Φ′ (10)

代入式 (5) 并令 x =
√

λ+c
ε

(r2 − ρ2) , 可得:

Φ′′(x) +
3

x
Φ′(x) = Φ(x) (11)
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由于 dk(r,r)
dr

= kr(r, r) + kρ(r, r) 以及式 (7) 和式 (8), 则式

(6) 可写为

Φ(0) = −λ + c

2ε
(12)

ρ = 0 和 r = 0 都是核函数方程式 (5) 和式 (6) 的奇异点. 通

过上面的变换, limρ→0 kρ(r, ρ) = 0, 所以系统可消除奇异点

ρ = 0 的影响, 而使式 (5) 和式 (6) 成立. 但同时也引入了

新的奇异点 ρ = r, 即 x = 0, 根据系统的物理意义, 核函数

< ∞, 因此在下面求解的过程中去掉了在奇异点发散的解.

进一步, 令 Ψ(x) = xΦ(x), 方程变为

{
x2Ψ′′(x) + xΨ′(x)− (1 + x2)Ψ = 0

Ψ(0) = 0
(13)

这是修正的一阶贝塞尔方程 (Bessel function), 其解可表示

为

Ψ(x) = C1I1(x) + C2K1(x) (14)

返回到函数 Φ 得

Φ(x) = C1
I1(x)

x
+ C2

K1(x)

x
(15)

由于 limx→0 K1(x) = ∞, 所以 C2 = 0. 由边界条件式 (12),

可求解参数 C1 = −λ+c
ε

. 因此, 核函数的封闭解为

k(r, ρ) = −λ + c

ε

I1

[√
λ+c

ε
(r2 − ρ2)

]

√
λ+c

ε
(r2 − ρ2)

(16)

由于 ρ = r 对于核函数及其导数具有奇异性, 所以需要

验证边界条件式 (6) 是否满足. 由于 limr→ρ k(r, ρ) = −λ+c
2ε

,

因此还需检查 dk(r,r)
dr

是否为零. 将核函数的解带入 dk(r,r)
dr

,

可得

lim
ρ→r

kr(r, ρ) + kρ(r, ρ) = lim
ρ→r

−λ + c

ε

[
(I0 + I2)

r − ρ

2(r2 − ρ2)
−

I1√
λ+c

ε
(r2 − ρ2)

r − ρ

r2 − ρ2


 = lim

ρ→r
− λ + c

ε(r + ρ)
×




(I0 + I2)

2
−

I1

[√
λ+c

ε
(r2 − ρ2)

]

√
λ+c

ε
(r2 − ρ2)


 = 0 (17)

即可验证边界条件式 (6).

由变换式 (4), 可得边界控制器:

u(t, R) =− λ + c

ε

∫ R

0

I1

[√
λ+c

ε
(R2 − ρ2)

]

√
λ+c

ε
(R2 − ρ2)

u(t, ρ)ρdρ

(18)

2 HHH1
稳定性

本节证明系统的稳定性. 首先定义二维系统式 (1) 在圆

盘 B(0, R) 上的 L2 和 H1 范数为

‖f(xxx)‖L2(B) =

(∫

B

|f(xxx)|2dxxx

) 1
2

=

(∫ R

0

∫ π

−π

|f(r, θ)|2rdθdr

) 1
2

(19)

‖f(xxx)‖H1(B) =‖f(xxx)‖L2 + ‖ ∂f

∂x1
‖L2 + ‖ ∂f

∂x2
‖L2 =

‖f(xxx)‖L2 + ‖ cos θ
∂f

∂r
− sin θ

r

∂f

∂θ
‖L2+

‖ sin θ
∂f

∂r
+

cos θ

r

∂f

∂θ
‖L2 (20)

式 (19) 和式 (20) 用到了笛卡尔坐标到极坐标的转化关系.

当函数关于圆心对称, 函数对 θ 的偏导数等于零, 则可通过

研究如下等价的范数得出二维系统式 (1) 的稳定性.

‖f(r)‖L2 =

(∫ R

0

|f(r)|2rdr

) 1
2

(21)

‖f(r)‖H1 = ‖f(r)‖L2 + ‖fr(r)‖L2 (22)

首先讨论目标系统的稳定性, 给出下面的引理.

引理 1. 如果初始值 w0(r) ∈ H1 且满足相容条件

w0(R) = 0, 则存在 D, α > 0, 使得系统 w(t, r) 在 H1 范数

下指数稳定, 即

‖w(t, r)‖H1 ≤ De−αt‖w0‖H1 (23)

证明. 首先讨论系统 w(t, r) 解的存在性与正则性. 在空

间 L2(0, R; rdr)中引入算子: Aw = −(wrr+ 1
r
wr), D(A) =

{w ∈ L2(0, R; rdr), Aw ∈ L2(0, R; rdr), w(R) = 0}, 则 A

是 L2(0, R; rdr) 的一个正自伴算子. 运用 Hille-Yoida 定理,

可得 w(t, r) 的存在性与正则性[22].

进一步研究系统的稳定性. 设 Lyapunov 函数为

V1 =
1

2
‖w(t, r)‖2L2 (24)

求 V1 对时间的导数, 得:

V̇1 =

∫ R

0

wtwrdr =

−
∫ R

0

ε

r
(wrr)rwrdr − c

∫ R

0

w2rdr =

− ε

∫ R

0

(wr)
2rdr − c

∫ R

0

w2rdr =

− ε‖wr‖2L2 − c‖w‖2L2 (25)

上面的推导中采用了分步积分法. 根据极坐标下的 Poincare

不等式:

‖w‖2L2 ≤ 4R2‖wr‖2L2 (26)

V1 的导数可写为

V̇1 ≤ −
( ε

4R2
+ c

)
‖w‖2L2 ≤ −α0V1 (27)

其中, α0 = ε
2R2 +2c. 由于 V1 与 L2 范数等价, 所以 w 在 L2

范数指数下稳定. 定义与 H1 范数等价的 Lyapunov 函数:

V2 = V1 +
1

2
‖wr‖L2 (28)
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则:

V̇2 = V̇1 +

∫ R

0

(wrtwr)rdr =

V̇1 −
∫ R

0

wt(wrr)rdr =

V̇1 − ε

∫ R

0

1

r

∣∣(rwr)r

∣∣2 dr +

∫ R

0

cw(wrr)rdr =

V̇1 − ε

∫ R

0

1

r

∣∣(rwr)r

∣∣2 dr −
∫ R

0

c(wr)
2rdr ≤

V̇1 − c‖wr‖2L2 ≤ −αV2 (29)

其中, α = 2c. ¤
引理 2. 如果函数 g(r) 定义为函数 f(r) 的 Volterra 变

换:

g(r) = f(r) +

∫ r

0

ρF (r, ρ)f(ρ)dρ (30)

其中, F (r, ρ) ∈ C2(T ), T = {(r, ρ) : 0 ≤ ρ ≤ r ≤ R}, 则

‖g(r)‖L2 ≤ B1‖f(r)‖L2 (31)

‖g(r)‖H1 ≤ B2‖f(r)‖H1 (32)

证明. 因为 F (r, ρ) ∈ C2(T ), 则有 ∀(r, ρ) ∈ T , 使得

|F (r, ρ)| ≤ M 且 |Fr(r, ρ)| ≤ Mr.

‖g(r)‖L2 ≤ ‖f(r)‖L2 + ‖
∫ r

0

ρF (r, ρ)f(ρ)dρ‖L2 =

‖f(r)‖L2 +

[∫ R

0

∣∣∣∣
∫ r

0

ρF (r, ρ)f(ρ)dρ

∣∣∣∣
2

rdr

] 1
2

≤

‖f(r)‖L2 + M

[∫ R

0

r3

2
dr

∫ R

0

|f(ρ)|2ρdρ

] 1
2

=

(1 + M
R2

2
√

2
)‖f(r)‖L2 (33)

上面的推导用到了 Hölder 不等式. 令 B1 = 1 + M R2

2
√

2
, 即

证明了不等式 (31).

‖g(r)‖H1 ≤ ‖g(r)‖L2 + ‖gr(r)‖L2 ≤
B1‖f(r)‖L2 + ‖fr(r) + rF (r, r)f(r)+
∫ r

0

ρFr(r, ρ)f(ρ)dρ‖L2 ≤

B1‖f(r)‖L2 + ‖fr(r)‖L2 + RM‖f(r)‖L2+

Mr

[∫ R

0

r3

2
dr

∫ R

0

|f(ρ)|2ρdρ

] 1
2

≤

(B1 + Mr
R2

2
√

2
+ RM)‖f(r)‖L2 + ‖fr(r)‖L2

令 B2 = max{B1 + Mr
R2

2
√

2
+ RM, 1}, 即证明了不等式

(32). ¤
引理 2 表明函数 g 和 f 的 L2 与 H1 范数是等价的. 由

于变换式 (4) 可逆, 则从 w 到 u 的可逆变换为

u(t, r) = w(t, r) +

∫ r

0

l(r, ρ)w(t, ρ)ρdρ (34)

得到逆变换核函数为

l(r, ρ) = −λ + c

ε

J1

[√
λ+c

ε
(r2 − ρ2)

]

√
λ+c

ε
(r2 − ρ2)

(35)

正、逆变换的核函数均有 k(r, ρ), l(r, ρ) ∈ C2(T ), 所以运用

引理 2 和引理 1, 可得:

定理 1. 系统式 (2) 在边界控制器式 (18) 的作用下指数

稳定, 即存在 D1, D2, α1, α2 > 0, 使得

1) 如果初始条件 u0 ∈ L2, 则 u ∈ C (
[0,∞), L2

)
且

‖u(t, r)‖L2 ≤ D1e
−α1t‖u0‖L2 (36)

2) 如果初始条件 u0 ∈ H1 且满足相容条件

u0(R) =

∫ R

0

λ + c

ε

I1

[√
λ+c

ε
(R2 − ρ2)

]

√
λ+c

ε
(R2 − ρ2)

u0(ρ)ρdρ (37)

则有 u ∈ C (
[0,∞), H1

)
且

‖u(t, r)‖H1 ≤ D2e
−α2t‖u0‖H1 (38)

3 仿真

为了检验控制器的性能, 采用有限差分方法设计仿真实

验. 仿真参数为边界值 R = 1, 控制参数 c = 3, 系统的反应

项参数 λ = 20, 扩散系数 ε = 1. 将方程沿轴向 r 80 等分,

共 N = 81 个端点, 步长为 hr = R
N−0.5

= 0.0125, 时间步

长为 ∆t = 0.01 s. ri 按照中心点取值, 即 ri = (i − 1/2)hr,

i = 1, · · · , N . 对于 i = 2, · · · , N − 1, 空间轴向采用三点中

心离散化, 截断误差为 O(h2
r).

u̇i =
ε(ui+1 − 2ui + ui−1)

h2
r

+
ε(ui+1 − ui−1)

2rihr
+ λr2

i ui

(39)

对于 i = 1, 由步长 hr 与 ri 的关系, 可以消去 u0 前面的系

数, 所以离散化表达式为

u̇1 =
2ε(u2 − u1)

h2
r

+ λu1 (40)

时间方向采用 Crank-Nicolson 方法, 其截断误差为 O(∆t2).

方程的离散化表达式为

ut+1
i + ut

i

∆t
=

ε((riu
t+1
r )r + (riu

t
r)r)

2ri
+

λ(ut+1
i + ut

i)

2
(41)

令 ε = 1, 进一步整理为

−
(

∆t

2h2
r

+
∆t

4rihr

)
ut+1

i+1 +

(
1 +

∆t

h2
r

− λ∆t

2

)
ut+1

i +

(
− ∆t

2h2
r

+
∆t

4rihr

)
ut+1

i−1 =

(
∆t

2h2
r

+
∆t

4rihr

)
ut

i+1 +

(
1− ∆t

h2
r

+
λ∆t

2

)
ut

i+

(
∆t

2h2
r

− ∆t

4rihr

)
ut

i−1 (42)
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Dirichlet 边界控制器 i = N 采用了 Simpson 规则进行数值

积分.

uN =

N∑
m=1

amkmum (43)

其中, km = −λ+c
ε

rm

I1

[√
λ+c

ε
(R2−r2

m)

]

√
λ+c

ε
(R2−r2

m)
. 根据 Simpson 积分

法则, N 选为奇数, 参数 am 取值为

am =
hr

3
, m = {1, N}

am =
4hr

3
, m = {2, 4, · · · , N − 1}

am =
2hr

3
, m = {3, 5, · · · , N − 2}

设置状态变量的初始值为标准差等于 10 的均匀分布随机数,

并满足相容条件. 首先不加反馈控制, 令边界条件 u(t, R) =

0, 得到系统的开环响应如图 1 所示. 然在边界施加状态反馈

控制, 得到系统的闭环响应如图 2 所示.

图 1 系统的开环响应 u 随时间和 r 的变化趋势

Fig. 1 The open-loop response u versus time and r

图 2 系统的闭环响应 u 随时间和 r 的变化趋势

Fig. 2 The closed-loop response u versus time and r

由图 1 可知, 系统的开环响应不稳定, 随着时间增加, 系

统状态迅速发散. 而采用了边界反馈控制之后, 系统状态快

速趋向于平衡点 0, 在 0.5 s 左右, 系统就趋于稳定, 参见图 2.

图 3 给出边界控制的绝对值大小, 同样也在 0.5 s 左右迅速收

敛到 0.

图 3 系统的边界控制 |u(t, 1)| 随时间的变化趋势
Fig. 3 The control effort |u(t, 1)| versus time

4 结论

本文考虑系统初始和边界条件关于圆心旋转对称的情

况, 研究了二维圆盘上的反应扩散方程的边界镇定. 通过将

系统转化为极坐标系下的一维等价系统, 为其设计了边界反

馈控制器, 并分析了系统在 H1 范数下的指数稳定性. 本文

扩展了偏微分方程的 backstepping 边界控制器的设计方法,

建立了新的 Volterra 映射形式, 采用了新的控制核函数, 得

到了显式表达的精确控制律. 由于 L2 范数稳定只能保证系

统的平均值收敛, 但不保证避免空间域中某点出现发散尖峰,

所以我们证明了闭环系统在 H1 范数下的指数稳定性. H1

稳定性保证了闭环系统的状态不会出现发散的尖峰, 在整个

空间域具有连续的初值依赖性. 系统的仿真表明闭环系统稳

定, 所设计的边界控制器能使开环不稳定的系统迅速收敛到

稳态值.
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