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一类新的二阶滑模控制方法及其

在倒立摆控制中的应用

李雪冰 1 马 莉 1 丁世宏 1

摘 要 二阶滑模作为高阶滑模的特殊情形, 不仅具有传统滑模鲁棒性

强、对外界干扰不敏感的特点, 而且能够有效地消弱传统一阶滑模中存

在的 “抖振” 现象. 本文设计了一种新的二阶滑模控制算法. 该算法的优

点是假设不确定性是由非负函数限制而不是由常数限定. 因此, 该算法

在实际应用中具有更广的应用范围. 此外, 算法中的加幂积分技术保证了

系统在有限时间内稳定, 而不是传统二阶滑模中普遍存在的有限时间收

敛, 并给出了严格的数学证明. 最后, 在倒立摆控制中的应用验证了该算

法的有效性.
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A New Second-order Sliding Mode

Control and Its Application to Inverted

Pendulum
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Abstract Second-order sliding mode, as a special case of high-

order sliding mode, not only has strong robustness and insensi-

tiveness to external disturbance, but also eliminates the chat-

tering phenomenon existing in the traditional first-order sliding

mode. A new second-order sliding mode control algorithm is

developed in this paper. The advantage of the algorithm lies

in that it can be used to handle the uncertainty bounded by a

known positive function rather than a positive constant. Con-

sequently, the algorithm can be applied to a more general class

of systems. In addition, the adding a power integrator tech-

nique guarantees the global finite-time stability rather than the

finite-time convergence. Finally, the application to control of an

inverted pendulum shows the effectiveness of the algorithm.
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滑模控制法是苏联学者 Emeleyanov 等在 20 世纪 60 年

代提出的一种控制方法, 本质上是一类特殊的非线性控制方

法, 其非线性表现为控制的不连续性[1]. 基于该方法得到的
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控制算法具有设计简单、鲁棒性强等优点[2]. 目前, 滑模控制

有大量的研究成果. 如时滞系统的滑模控制[3]、基于自适应

Terminal 滑模的混沌振荡控制[4]、非匹配不确定高阶非线性

系统递阶 Terminal 滑模控制[5]. 在实际应用中, 滑模控制器

的不连续性导致滑模控制自身存在 “抖振现象”, 从而限制了

其广泛应用[6]. 针对 “抖振现象”, 相关文献提出了多种解决

方法, 如 80 年代提出的基于 “边界层” 和 “准滑动模态” 概

念的 “准滑动模态控制”[7]、高为炳提出的 “基于趋近率的滑

模控制”[8] 等. 高阶滑模控制方法是传统滑模控制方法的进

一步推广, 它不仅具有传统滑模的强鲁棒性优点, 而且能够

用来消除低阶滑模中的抖振问题[9]. 因此, 近年来高阶滑模

控制吸引了研究者们的广泛关注. 例如, Levant 在文献 [10]

中系统地提出了二阶滑模控制方法, 并对二阶滑模设计原则

进行了详细的阐述. 随后, 在文献 [11] 中提出了基于输出反

馈控制的高阶滑模控制算法. 针对一类单输入单输出系统,

文献 [12] 利用积分滑模和有限时间稳定性理论, 给出了一种

高阶滑模控制设计方法. 此后, 高阶滑模被广泛应用到多种

实际系统, 如二进制控制系统[13]、大型空间飞行器姿态控制

系统[14−15]、感应电机控制系统[16]、移动机器人控制系统[17]

等.

值得注意的是, 二阶滑模作为高阶滑模中的特殊情形,

以其设计相对简单、有限时间收敛等优点受到许多学者的青

睐. 主要原因有两点: 1) 应用二阶滑模可以直接设计控制系

统的控制器. 当滑动变量的相对阶为 2 时, 利用二阶滑模理

论很容易设计出系统的控制器, 该滑模控制器可以使得闭环

系统具有很好的鲁棒性, 缺点是控制器不连续. 2) 二阶滑模

可以消除传统一阶滑模中普遍存在的抖振问题. 当滑动变量

的相对阶为 1 时, 利用传统一阶滑模进行控制设计时, 控制

器不连续. 此时, 可以将不连续的控制输入作用在滑模的二

阶导数上, 使得实际控制信号为不连续反馈控制的积分, 因

而大大削弱了系统切换时的抖振.

二阶滑模一直是近年来滑模研究的热点问题. 1993 年,

Levant 提出了二阶滑模中著名的 Twisting 算法和 Super

twisting 算法[9]. Boiko 等在文献 [18] 中提出了一种基于转

移特性的 “广义最优” 二阶滑模控制算法. 但是, 此方法适用

于线性系统, 对于非线性系统来说计算将变得较为复杂. 值

得提出的是, 如何说明一种滑模控制算法的稳定性、可靠性

也是滑模算法研究的热点问题. 文献 [19] 中, Shtessel 等就

一阶滑模和二阶滑模中的稳定裕度定义问题, 使用传统和现

代控制方法进行了讨论. 而文献 [20] 中, Pan 等用 Lyapunov

方法对二阶滑模的稳定性进行了分析.

值得提出的是, 上述文献中的二阶滑模控制算法都是在

假设系统的不确定性由一个非负常数限定的情况下提出的.

然而, 在实际应用中, 如在寻迹跟踪的应用中, 很多情况下

系统的不确定性是由一个非负函数限定的, 而该非负函数给

系统的分析和设计带来很多难处. 例如, 由于非负函数与系

统状态相关, 理论上无法利用常数来限定该非负函数的大小,

导致传统二阶滑模中的有限时间分析方法无法适用. 针对这

一问题, 也有学者提出了相应的解决方案, 但是这些控制方

案的实现需要其他的附加条件. 如文献 [21] 采用自适应控制

算法和积分滑模相结合的方法实现二阶滑模控制, 其不确定

性是由一个函数限定的, 但是该函数要满足的条件较难验证

且滑动变量参数的选取也不易.

文献 [22] 提出了一种基于齐次方法的二阶滑模控制算

法, 该方法需要寻求相应的非零函数和足够大的常数来满足

一个关于系统不确定的不等式. 文献 [23] 也提出了一种可

以处理不确定项由非负函数限定情况下的二阶滑模控制算

法, 该方法需要系统不确定项满足所谓的径向增长 (Radial-

growth) 条件. 但是, 该条件中的非负函数与控制器相关, 因

此验证该条件十分不易. 此外, 很多关于二阶滑模控制算

法的文献中, 一般只能给出有限时间收敛性, 而无法给出

Lyapunov 稳定性证明.

针对上述问题, 本文提出了一种新的二阶滑模控制算法.

采用加幂积分技术和嵌套饱和技术, 进行二阶滑模控制设计.

与上述方法相比, 该方法具有以下优点: 1) 许多控制问题中,

特别是跟踪控制问题中, 系统的不确定性是由非负函数限定

的, 而不是非负常数, 此时已有的二阶滑模控制方法已经不

能适用. 本文提出的二阶滑模控制算法能够解决这一问题,

在实际应用中具有更广的应用范围. 2) 与已有文献中利用附

加条件限定系统不确定项不同, 本文只需要系统不确定项满

足有界性即可, 在验证条件和参数选取方面, 该方法更具有

优势. 3) 采用加幂积分技术选取 Lyapunov 函数, 不仅能够

保证系统有限时间收敛, 而且还能保证系统的有限时间稳定,

因而保证闭环系统的全局有限时间稳定. 本文所提出的二阶

滑模控制方法在给出的例子中得到了有效验证.

1 问题描述

考虑如下非线性控制系统
{

ẋ = f(t, x) + g(t, x)u

s = s(t, x)
(1)

其中, x ∈ Rn, u ∈ R 分别为系统的状态和控制输入; f(t, x)

和 g(t, x) 是不确定光滑函数.

定义 1[9]. 假设系统 (1) 在非连续动态反馈控制下构

成闭环, 同时假设 s(t, x), · · · , sr−1(t, x) 为连续函数, 则集合

Sr = {x|s(t, x) = · · · = sr−1(t, x) = 0} 为 “r 阶滑模集”, 若

该集合满足非空、在 Filippov 意义下局部可积等条件, 那么

系统在 Sr 上的运动称为关于滑动变量 s 的 “r 阶滑模”.

本文中, 我们假设设计的滑动变量相对阶 r = 2, 则滑动

变量 s 满足:

s̈ = a(t, x) + b(t, x)u (2)

式中 u 是待设计的控制器, a(t, x) = s̈|u=0, b(t, x) = ∂s̈
∂u
为

不确定项, 且满足下面的假设:

假设 1. 存在一个非负函数 ā(x) > 0 和一个常数 b > 0,

满足:

|a(t, x)| ≤ ā(x), b(t, x) ≥ b

注 1. 关于二阶滑模的著名算法, 包括 Twisting 算

法、Super-twisting 算法等, 都假设 a(t, x) 由常数限定. 事实

上, 该限定间接假设了系统不确定为常数有界的. 这是因为,

一般情况下滑动变量都包含了系统状态信息. 由于实际系统

都具有不确定性, 从而导致系统不确定被包含在滑动变量的

二阶导数中. 因而 a(t, x) 的常数有界间接导致了系统不确定

常数有界. 众所周知, 很多情况下系统不确定是由与状态有

关的函数来限定的. 因此, 若所考虑系统的不确定不满足常

数有界, 那么此时对 a(t, x) 进行常数限定将会导致与系统不

确定由函数限定的结论相矛盾. 若 a(t, x) 用系统状态的函数
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来限定, 由以上分析可知, 无论系统不确定为常数有界还是

函数有界都符合系统控制要求, 更具有一般性, 因而具有一

定的研究意义.

本文的控制目标为: 在假设 1 的条件下, 构造一类二阶

滑模控制器 u, 使得滑动变量 s, ṡ 在有限时间内稳定, 即,

s = ṡ = 0.

最后, 我们给出后续证明需要的三个引理.

引理 1[24]. 设 0 < p < 1, 且 p 是两个奇数之比, c >

0, d > 0; h(x, y) 是任意的非负函数, 则对于任意的 x ∈
R, y ∈ R, 满足:

|xp − yp| ≤ 21−p|x− y|p

|x|c|y|d ≤
c

c + d
h(x, y)|x|c+d+

d

c + d
h(x, y)−

c
d |y|c+d

引理 2[24]. 设 p ∈ R, 0 < p < 1, 则对于任意的 xi ∈
R, i = 1, · · · , m, 下面的不等式成立:

(|x1|+ · · ·+ |xm|)p ≤ |x1|p + · · ·+ |xm|p

2 主要结果

本节我们将给出本文的主要结果. 在给出主要结果之前,

定义

γ1 = 1

γ2 = γ1 + τ

γ3 = γ2 + τ, −1

2
< τ < 0

其中, τ = −τ1/τ2 是在 (−1/2, 0) 范围内的有理数, 且 τ1 为

偶数, τ2 为奇数.

定理 1. 针对系统 (1), 在假设 1 的条件下, 若二阶滑模

控制器设计为

u =− β2

[
σ

(
ṡ

1
γ2 + β

1
γ2
1 σ(s)

)]γ3

−

ā(x)

b
sgn

(
ṡ

1
γ2 + β

1
γ2
1 σ(s)

)
(3)

其中, 饱和函数 σ(x) 定义为

σ(x) =

{
εsgn(x), |x| > ε

x, |x| ≤ ε
, ∀ε > 0 (4)

以及

β1 > 1

β2 > max

{
γ2

b
β

1
γ2
1 (1 + β1)

2− 1
γ2 ,

2
−4τ
1+τ

(
1− τ

β1

) 1−τ
1+τ

+2−τ β
1

1+τ
1 +(1−τ)β

3−τ2

1−τ2
1

b

}
(5)

则滑动变量 s, ṡ 在有限时间内稳定.

注 2. 此处, τ 的选取可以使得 γi 具有奇数之比的形式.

设 τ = −τ1/τ2, 则 γ2 = (τ2 − τ1)/τ2, γ3 = (τ2 − 2τ1)/τ2. 由

于 τ1 为偶数, τ2 为奇数, 所以 τ2 − τ1 和 τ2 − 2τ1 都为奇数.

因此 γ2 和 γ3 都可以写成奇数与奇数相除的形式. 事实上,

此处 τ 可以是 (−1/2, 0) 范围内所有实数, 此时只需要将控

制器中的 (·)γi 改为 sgn(·)| · |γi 即可.类似情况参见文献 [25].

本文为了简化主定理的证明, 对 τ 的选择进行了限定.

上述定理的证明分三步:

1) 证明在满足式 (5) 条件时, 控制器 (3) 保证系统状态

在有限时间内收敛并停留在区域

Q = {(s, ṡ) : |ṡ 1
γ2 + β

1
γ2
1 σ(s)| ≤ ε}

2) 进一步证明系统状态将会收敛到区域

B = {(s, ṡ) : |ṡ 1
γ2 + β

1
γ2
1 σ(s)| ≤ ε, |s| ≤ ε}

3) 证明在区域 B 内, 系统状态将会有限时间稳定到零.

注 3. 控制器的控制作用体现在两方面: 1) 饱和控制保

证滑动变量收敛到区域 B. 注意到滑动变量必须首先收敛到

区域 Q, 这样才能使得控制器中非线性项 ṡ1/γ2 + β
1/γ2
1 σ(s)

发挥作用, 进而继续收敛到区域 B. 2) 在区域 B 内, 所有的

饱和作用失效, 恢复到非饱和情形, 控制器驱动滑动变量有

限时间稳定到零. 事实上, 区域 Q 与控制器的控制作用有很

大关系. 在区域Q 之外, 控制器中的饱和函数为一个常数, 这

时候控制器的镇定作用无法体现. 只有在区域 Q 内, 饱和函

数退化为非饱和函数后才能够起到控制作用, 进一步将滑动

变量控制到零点.

下面给出详细的证明.

证明.

步骤 1. 存在有限时刻 T , 使得当 t ≥ T 时,

(s(t), ṡ(t)) ∈ Q

首先, 证明存在有限时刻 T , 使得 (s(T ), ṡ(T )) ∈ Q.

利用反证法, 假设上述命题不成立, 则对于任意的 t ≥ 0,

都有: ∣∣∣∣ṡ
1

γ2 + β
1

γ2
1 σ(s)

∣∣∣∣ > ε

成立. 也即下面的两种情形之一成立

情形 1.

ṡ
1

γ2 + β
1

γ2
1 σ(s) > ε, ∀t ≥ 0 (6)

情形 2.

ṡ
1

γ2 + β
1

γ2
1 σ(s) < −ε, ∀t ≥ 0 (7)

下面证明情形 1 不可能成立.

将控制器 (3) 带入式 (2) 中, 得:

s̈(t) =a(t, x)+b(t, x)u =

a(t, x)−b(t, x)×[
β2

(
σ

(
ṡ

1
γ2 +β

1
γ2
1 σ(s)

))γ3

+

ā(x)

b
sgn

(
ṡ

1
γ2 + β

1
γ2
1 σ(s)

)]
(8)

由式 (6) 可知 sgn
(
ṡ1/γ2 +β

1/γ2
1 σ(s)

)
>0. 结合 σ(·) 的定义

(4) 可知 σ
(
ṡ1/γ2 + β

1/γ2
1 σ(s)

)
= ε. 所以

(
σ

(
ṡ

1
γ2 + β

1
γ2
1 σ(s)

))γ3

= εγ3 (9)
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那么, 式 (8) 可简化为

s̈(t) = a(t, x)− b(t, x)

(
β2ε

γ3 +
ā(x)

b

)
(10)

由假设 1, |a(t, x)| ≤ ā(x), b(t, x) ≥ b. 那么

s̈(t) ≤ a(t, x)− b

(
β2ε

γ3 +
ā(x)

b

)
≤

ā(x)− bβ2ε
γ3 − b× ā(x)

b
≤

− bβ2ε
γ3 (11)

对上式两边积分可得:

ṡ(t) ≤ ṡ(0)− bβ2ε
γ3t (12)

将式 (12) 带入式 (6), 则:

ε < ṡ
1

γ2 + β
1

γ2
1 σ(s) <

(ṡ(0)− bβ2ε
γ3t)

1
γ2 + β

1
γ2
1 σ(s)

(13)

由 σ(·) 的定义可知 |σ(·)| ≤ ε, 所以

ε < (ṡ(0)− bβ2ε
γ3t)

1
γ2 + β

1
γ2
1 ε (14)

观察上式, 注意到当 t 趋于无穷大时, ṡ(0) − bβ2ε
γ3t 为负

无穷大. 而 1/γ2 是奇数相除的形式, β
1/γ2
1 ε 为常数. 因此

当 t 趋于无穷大时, 不等式 (14) 右端也趋于负无穷大, 即

当 t → ∞, ε < −∞. 这显然与 ε > 0 矛盾. 类似地, 我

们可以证明情形 2 也不成立. 因此, 存在有限时刻 T , 使

得(s(T ), ṡ(T )) ∈ Q. 　　　

下面证明当 ∀ t ≥ T 时, (s(t), ṡ(t)) ∈ Q.

令 s1 = ṡ1/γ2 + β
1/γ2
1 σ(s), 并对 s1 求导可得:

ṡ1 =
1

γ2
ṡ

1
γ2
−1

{
a(t, x)− b(t, x)

[
β2(σ(s1))

γ3+

ā(x)

b
sgn (s1)

]}
+ β

1
γ2
1 σ̇(s)

(15)

假设当 ∀ t ≥ T 时, (s, ṡ) 会从区域Q 逃离. 一种可能为

穿过边界曲线 s1 = ε (如图 1 所示); 另一种可能是穿越边界

曲线 s1 = −ε.

图 1 s− ṡ 相平面图

Fig. 1 Phase plot of s− ṡ

由图 1 可知

Q = A ∪B ∪ C

其中

A = {(s, ṡ) : (s, ṡ) ∈ Q} ∩ {(s, ṡ) : s < −ε}

B = {(s, ṡ) : (s, ṡ) ∈ Q} ∩ {(s, ṡ) : |s| ≤ ε}
C = {(s, ṡ) : (s, ṡ) ∈ Q} ∩ {(s, ṡ) : s > ε}

由 s1 = ṡ1/γ2 + β
1/γ2
1 σ(s) 可知, ṡ1/γ2 = s1 −

β
1/γ2
1 σ(s). 则有 |ṡ1/γ2 | ≤ |s1|+ β

1/γ2
1 |σ(s)|, 即 |ṡ| ≤ (|s1|+

β
1/γ2
1 |σ(s)|)γ2 . 当 (s, ṡ) ∈ Q 时, 易知 |s1| ≤ ε. 结合引理 1,

对不等式 |ṡ| ≤ (|s1|+ β
1/γ2
1 |σ(s)|)γ2 进行放缩可得:

|ṡ| ≤ (|s1|+ |β
1

γ2
1 σ(s)|)γ2 ≤

(ε + β
1

γ2
1 ε)γ2 =

εγ2(1 + β
1

γ2
1 )γ2 ≤

(1 + β1)ε
γ2 (16)

定义

Ω1 = {(s, ṡ) : ε− δ ≤ s1 < ε}
其中, δ < ε 为任意小的待确定非负常数. 因此, 当 ∀(s, ṡ) ∈
Ω1 ∩ (A ∪ C) 时, 有 |σ(s)| = ε. 当 ∀(s, ṡ) ∈ Ω1 ∩ B 时, 有

σ(s) = s. 注意到对任意 (s, ṡ) ∈ Ω1 ∩ (A ∪ C), 有 ṡ 6= 0. 由

假设 1 可知 |a(t, x)| ≤ ā(x), b(t, x) ≥ b. 则由式 (15) 可得,

当 ∀(s, ṡ) ∈ Ω1 ∩ (A ∪ C) 时,

ṡ1 =

1

γ2
|ṡ| 1

γ2
−1

[
a(t, x)− b(t, x)

(
β2s

γ3
1 +

ā(x)

b

)]
≤

1

γ2
|ṡ| 1

γ2
−1

[
ā(x)− b(t, x)

(
β2s

γ3
1 +

ā(x)

b

)]
≤

− 1

γ2
|ṡ| 1

γ2
−1

bβ2(ε− δ)γ3 < 0 (17)

当 ∀(s, ṡ) ∈ Ω1 ∩B \ {(s, ṡ) : |s| = ε} 时, 由假设 1 易知:

ṡ1 ≤
1

γ2
|ṡ| 1

γ2
−1

[
ā(x)− b

(
β2s

γ3
1 +

ā(x)

b

)]
+ β

1
γ2
1 ṡ =

− bβ2

γ2
|ṡ| 1

γ2
−1

sγ3
1 + β

1
γ2
1 ṡ (18)

将式 (16) 带入上式, 可得:

ṡ1 ≤ − bβ2

γ2
|ṡ| 1

γ2
−1

(ε− δ)γ3+

β
1

γ2
1 |ṡ| 1

γ2
−1

((1 + β1)ε
γ2)

2− 1
γ2 =

b

γ2
|ṡ| 1

γ2
−1

(ε− δ)γ3×
[
−β2 +

γ2

b
β

1
γ2
1 (1 + β1)

2− 1
γ2

εγ3

(ε− δ)γ3

]
(19)

由条件 (5), 可知:

β2 >
γ2

b
β

1
γ2
1 (1 + β1)

2− 1
γ2
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因此存在足够小的 δ, 使得 ṡ1 ≤ 0. 即, 当 ∀(s, ṡ) ∈ Ω1 ∩B \
{(s, ṡ) : |s| = ε} 时,

ṡ1 ≤ 0 (20)

由式 (17) 和 (20) 可知:

ṡ1 ≤ 0, ∀(s, ṡ) ∈ Ω1 \ {(s, ṡ) : |s| = ε} (21)

类似于得到式 (21), 也可得到:

ṡ1 ≥ 0, ∀(s, ṡ) ∈ Ω2 \ {(s, ṡ) : |s| = −ε} (22)

其中, Ω2 = {(s, ṡ) : −ε < s1 ≤ −ε + δ}. 注意到当 s ∈
Q ∩ {(s, ṡ) : |s| = ε} 时, 总有 ṡ 6≡ 0, 也即系统状态不会停留

在线段 |s| = ε 上. 因此, 由式 (21) 和 (22) 可知:

(s, ṡ) ∈ Q, ∀ t ≥ T

步骤 2. 系统状态 (s, ṡ) 进一步收敛到区域

B = {(s, ṡ) : |ṡ 1
γ2 + β

1
γ2
1 σ(s)| ≤ ε, |s| ≤ ε}

由步骤 1 知道, 若 (s, ṡ) ∈ Q, 有:

−ε ≤ ṡ
1

γ2 + β
1

γ2
1 σ(s) ≤ ε

考虑当 (s, ṡ) ∈ A 时, σ(s) = −ε, 所以,

−ε ≤ ṡ
1

γ2 − β
1

γ2
1 ε ≤ ε

即

ṡ
1

γ2 ≥ (β
1

γ2
1 − 1)ε

由条件 (5) 知, β
1

γ2
1 > 1, 所以 ṡ

1
γ2 > 0.

因此, 得到:

ṡ > 0, ∀(ṡ, s) ∈ A (23)

类似地, 也有:

ṡ < 0, ∀(ṡ, s) ∈ C (24)

结合式 (23) 和式 (24) 可知 (s, ṡ) 在有限时间内收敛并停留

在区域 B 内.

步骤 3. (s, ṡ) 在有限时间内收敛到零.

当 (s, ṡ) ∈ B 时, 可知控制器 (3) 退化为

u = −β2

(
ṡ

1
γ2 + β

1
γ2
1 s

)γ3

−
ā(x)

b
sgn

(
ṡ

1
γ2 + β

1
γ2
1 s

) (25)

令 y1 = s, y2 = ṡ, 系统 (2) 可以转化为

ẏ1 = y2

ẏ2 = a(t, x) + b(t, x)u
(26)

下面利用加幂积分技术[24, 26] 证明在控制器 (25) 的作用下

系统 (26) 全局有限时间稳定.

取 V1(y1) = y2−τ
1 /(2− τ), 并对 V1(y1) 求导得:

V̇1(y1) = y1−τ
1 y2 =

y1−τ
1 y∗2 + y1−τ

1 (y2 − y∗2)
(27)

其中, y∗2 为待设计的虚拟控制器. 令

y∗2 = −β1y
1+τ
1

于是式 (27) 变为

V̇1(y) = −β1y
2
1 + y1−τ

1 (y2 − y∗2) (28)

取 Lypunov 函数

V2(y1, y2) = V1(y1) +

∫ y2

y∗2

(µ
1

γ2 − y
∗ 1

γ2
2 )1−2τdµ

则有下列命题成立, 该命题的证明类似于文献 [24] 中命题

B.1 和 B.2 的证明, 详细证明见附录.

命题 1. 函数 V2(y1, y2) 为可导、正定且径向无界的.

由命题 1, 对 V2(y1, y2) 求导得:

V̇2(y1, y2) ≤ −β1y
2
1 + y1−τ

1 (y2 − y∗2)+

|y2 − y∗2 |
∣∣∣∣∣ξ
−2τ
2

∂y
∗ 1

γ2
2

∂y1
y2

∣∣∣∣∣ + ξ1−2τ
2 ẏ2

(29)

式中, ξ2 = y
1/γ2
2 − y

∗1/γ2
2 . 由引理 1 (取 p = γ2, h(x, y) =

β1
22−γ2 (1−τ)

, c = 1− τ, d = γ2) 可知:

y1−τ
1 (y2 − y∗2) =

y1−τ
1

[
(y

1
γ2
2 )γ2 − (y

∗ 1
γ2

2 )γ2

]
≤

2−τ |y1|1−τ |ξ2|γ2 ≤
β1

4
y2
1 + 1+τ

2γ2

(
22−γ2 (1−τ)

β1

) 1−τ
1+τ

ξ2
2 ≤

β1

4
y2
1 + 2

−4τ
1+τ

(
1−τ
β1

) 1−τ
1+τ

ξ2
2

(30)

注意到
∂y
∗1/γ2
2
∂y1

= −β
1/γ2
1 , |y2 − y∗2 | ≤ 21−γ2 |ξ2|γ2 . 那么

|y2 − y∗2 |
∣∣∣∣∣∣
ξ−2τ
2

∂y
∗ 1

γ2
2

∂y1
y2

∣∣∣∣∣∣
≤ 21−γ2β

1
γ2
1 |ξ2|1−τ |y2| (31)

此外, 因为 y2 = (y
1/γ2
2 )γ2 = (ξ2 + y

∗1/γ2
2 )γ2 , 所以有 |y2| ≤

|ξ2|γ2 + |y∗2 |. 故式 (31) 可以进一步化为

|y2 − y∗2 |
∣∣∣∣∣ξ
−2τ
2

∂y
∗ 1

γ2
2

∂y1
y2

∣∣∣∣∣ ≤

21−γ2β
1

γ2
1 |ξ2|1−τ (|ξ2|γ2 + |y∗2 |) ≤

21−γ2β
1

γ2
1 |ξ2|2 + 21−γ2β

1+ 1
γ2

1 |ξ2|1−τ |y1|γ2

(32)

再次利用引理 1 (取 h(x, y) = 1/(21−γ2β
1/γ2
1 γ2), c = γ2, d =
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1− τ), 可得:

21−γ2β
1+ 1

γ2
1 |ξ2|1−τ |y1|γ2 ≤

1

2
β1y

2
1 + 21−γ2

1− τ

2
β

1+ 1
γ2

1 ×
(

21−γ2(1 + τ)β
1

γ2
1

) 1+τ
1−τ

ξ2
2 ≤

1

2
β1y

2
1 + (1− τ)β

3−τ2

1−τ2

1 ξ2
2

(33)

将式 (33) 带入不等式 (32) 中, 有:

|y2 − y∗2 |
∣∣∣∣∣∣
ξ−2τ
2

∂y
∗ 1

γ2
2

∂y1
y2

∣∣∣∣∣∣
≤

1

2
β1y

2
1 +

[
2−τβ

1
1+τ
1 + (1− τ)β

3−τ2

1−τ2

1

]
ξ2
2

(34)

综上所述, 有:

V̇2(y1, y2) ≤ −β1

4
y2
1 +

[
2
−4τ
1+τ

(
1− τ

β1

) 1−τ
1+τ

+

2−τβ
1

1+τ
1 + (1− τ)β

3−τ2

1−τ2

1

]
ξ2
2+

ξ1−2τ
2 (a(t, x) + b(t, x)u)

(35)

注意到 ṡ1/γ2 + β
1/γ2
1 s = y

1/γ2
2 − y

∗1/γ2
2 = ξ2. 将控制器 (25)

代入上面的不等式中, 根据假设 1, 可知:

V̇2(y1, y2) ≤ −β1

4
y2
1 −

[
bβ2 − 2

−4τ
1+τ

(
1− τ

β1

) 1−τ
1+τ

−

2−τβ
1

1+τ
1 − (1− τ)β

3−τ2

1−τ2

1

]
ξ2
2−

ā(x)|ξ2|1−2τ + ξ1−2τ
2 a(t, x)

(36)

令 γ̄ = min{β1/4, bβ2−2
−4τ
1+τ ( 1−τ

β1
)

1−τ
1+τ −2−τβ

1/(1+τ)
1 −(1−

τ)β
3−τ2

1−τ2

1 }. 由条件 (5) 可知, γ̄ > 0. 结合上面的不等式 (36)

得到:

V̇2(y1, y2) ≤ −γ̄y2
1 − γ̄ξ2

2 (37)

综上, 根据 V2(y1, y2) 和引理 1, 有:

V2(y1, y2) ≤ 1

2− τ
y2−τ
1 + 21−γ2ξ2−τ

2 ≤

2(y2−τ
1 + ξ2−τ

2 )

令 c = 2−
2

2−τ γ̄, α = 2/(2− τ). 可以得到:

V̇2(y1, y2) + cV α
2 (y1, y2) ≤ 0

注意到 0 < α < 1, 根据文献 [27] 中的有限时间稳定性定理,

易知系统 (25) 和 (26) 是有限时间稳定的. ¤
注 4. 当 a(t, x) 为函数限定时, 主要有两种控制方法.

第一种方法是文献 [23] 中基于径向增长 (Radial-growth) 条

件的二阶滑模控制方法. 该方法需要系统不确定项满足径向

增长条件, 即不确定项 a(t, x) 需要满足 |a(t, x)| ≤ Φ(x, u),

且

∀x1, x2, u1, u2 s. t. ‖x1‖ > ‖x2‖, ‖u1‖ > ‖u2‖
=⇒ Φ(x1, u1) > Φ(x2, u2)

由该条件可见, 不确定函数的上界与控制器相关, 因此验证

该条件十分不易. 值得指出的是, 文中所考虑的滑模系统中

不确定项 a(t, x) 并不一定满足文献 [23] 中的径向增长条件,

因而文献 [23] 中的方法无法应用于系统 (2). 另外, 文献 [22]

利用系统的齐次性质提出了一种二阶滑模控制方法. 该方法

需要存在一个局部有界的 Lebesgue 可测非零函数 Ψ(t, x),

使得对任意的正数 d, 有一个足够大的常数 κ 使得:

κ · b(t, x) ·Ψ(t, x) ≥ d + |a(t, x)|
在满足上述条件下, 控制器可以设计为

u = −κΨ(t, x)
|ṡ|+ κ0|s| 12 sgn(s)

|ṡ|+ κ0|s| 12
, κ0 > 0 (38)

文献 [22] 中只给出了 Ψ(t, x) 和 κ 的存在性, 并没有说明如

何具体地选取 Ψ(t, x) 和 α. 因此, 实际应用起来很不方便,

且控制性能受 Ψ(t, x) 和 κ 的影响较大. 相对于文献 [22−23]

中方法的条件来说, 本文中的条件验证非常简单, 只需要知

道 |a(t, x)| 的上界和 b(t, x) 的下界即可.

下面我们将给出一个例子, 说明二阶滑模控制是如何避

免抖振现象的.

例 1. 考虑如下非线性控制系统



ẋ1 = x2

ẋ2 = f(t, x) + g(t, x)u

s = s(t, x)

(39)

其中, f(t, x) = ex2 cos(x1), g(t, x) = 1 + sin2(t), s(t, x) =

x2 − sin(t). 则

s̈ = ḟ(t, x) + ġ(t, x)u + g(t, x)u̇ + sin(t) =

e2x2 cos2(x1) + sin(t)− ex2x2 sin(x1)+(
sin(2t) + ex2 cos(x1)(1 + sin2(t))

)
u+

(1 + sin2(t))u̇ =

a(t, x) + b(t, x)v

其中, a(t, x) = e2x2 cos2(x1) + sin(t) − ex2x2 sin(x1) +(
sin(2t) + ex2 cos(x1)(1 + sin2(t))

)
u, b(t, x) = 1 + sin2(t),

v = u̇.

控制目标为: 在有限时间内使得 s = ṡ = 0, 也就是说 x2

在有限时间跟踪上曲线 sin(t).

一般情况下, 控制器的执行机构总存在控制受限, 此

处, 限定 |u| ≤ 5. 因此, |a(t, x)| ≤ e2x2 + 1 + ex2 |x2| +

5 (1 + 2ex2) , b(t, x) ≥ 1. 故取

ā(x) = e2x2 + 1 + ex2 |x2|+ 5 (1 + 2ex2) , b = 1

令 τ = −2/9, ε = 1 , β1 = 1.5, β2 = 15. 根据定理 1, 虚拟控

制器可以设计为

v =− 15
[
σ(ṡ

9
7 + 1.5

9
7 σ(s))

] 5
9 −

ā(x)sgn(ṡ
9
7 + 1.5

9
7 σ(s)) (40)
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实际控制器为

u =− 15

∫ t

0

[
σ(ṡ

9
7 + 1.5

9
7 σ(s))

] 5
9

dt−
∫ t

0

ā(x)sgn(ṡ
9
7 + 1.5

9
7 σ(s))dt (41)

在控制器 (41) 作用下, 系统 (39) 的仿真结果如图 2∼ 4

所示. 由图 2 可知状态 x1 能够有效地跟踪曲线 sin(t). 图 3

为虚拟控制 v, 图 4 为实际控制器 u. 由图 4 可知, 实际控制

量为连续的.

图 2 系统状态跟踪曲线

Fig. 2 Tracking curve of system state

图 3 虚拟控制器 (40) 的响应曲线

Fig. 3 Response curve of virtual controller (40)

图 4 控制器 (41) 的响应曲线

Fig. 4 Response curve of controller (41)

3 倒立摆控制系统设计

倒立摆控制系统是一个复杂的、不稳定的非线性系统.

对倒立摆系统的研究能有效地反映控制中的许多典型问题:

如非线性问题、鲁棒性问题、镇定问题、随动问题以及跟踪

问题等. 通过对倒立摆的控制, 用来检验新的控制方法是否

有较强的处理非线性和不稳定性问题的能力[28].

倒立摆的控制问题就是使摆杆尽快地达到一个平衡位

置,并且使之没有大的振荡和过大的角度和速度.当摆杆到达

期望的位置后, 系统能克服随机扰动而保持稳定的位置[29].

二阶倒立摆模型一般可由如下形式的数学模型描述[30]:




ẋ1 = x2

ẋ2 =
1

J
u− MgL

2J
sin(x1)− Vs

J
x2 + ρ

(42)

其中, x1 和 x2 分别为摆角和摆速; g 是重力加速度; M 为摆

杆质量; L 为摆长; J = ML2 为单摆的转动惯量; Vs 是粘滞

摩擦系数; ρ 为小于 1 的外部扰动.

控制任务为: 设计控制器使得摆角和摆速尽快趋近零,

即 x1 → 0, x2 → 0.

为此, 选择控制输出 s = x1, 则

ṡ = x2, s̈ =
1

J
u− MgL

2J
sin(x1)− Vs

J
x2 + ρ

若采用传统的二阶滑模控制算法, 需要对 a(t, x) =

−MgL
2J

sin(x1)− Vs
J

x2+ρ进行常数限定. 由于此处 x2 的信息

未知, 故只能采取较大的常数M 来压制, 可取 |a(t, x)| ≤ M.

基于传统的 Twisting 算法[9], 控制器可以设计为

u = −λ1sgn(s)− λ2sgn(ṡ), λ1 > λ2 > 0 (43)

其中, (λ1 + λ2)
1
J

> (λ1 − λ2)
1
J

+ 2M, (λ1 − λ2)
1
J

> M.

另外, 取 κ = 5, κ0 = 2 及 Ψ(t, x) = x2
2 + 1, 基于文献

[22] 中的齐次方法, 也可以设计控制器为

u = −5(x2
2 + 1)

|ṡ|+ 2|s| 12 sgn(s)

|ṡ|+ 2|s| 12
(44)

与此同时, 选择 ā(x) = MgL
2J

+ Vs
J
|x2|+ 1, b = 1/J . 取

τ = −2/7, ε = 1, 所以有 γ1 = 1, γ2 = 5/7, γ3 = 3/7. 由条

件 (5), 可取 β1 = 1.1, β2 = 10. 所以, 根据定理 1, 控制器可

以设计为

u = −10
[
σ(ṡ

7
5 + 1.1

7
5 σ(s))

] 3
7 −(

MgL

2
+ Vs|x2|+ J

)
sgn(ṡ

7
5 + 1.1

7
5 σ(s))

(45)

设 g = 9.8m/s2, Vs = 0.18, M = 1.1 kg, L = 1 m.

初始状态设为 (x1(0), x2(0)) = (−π/3, 2), 外部干扰 ρ =

0.5 sin(2t) + 0.5 cos(5t), 并记 ‖x‖ =
√

x2
1 + x2

2. 为了比较的

公平性, 控制量限幅统一设置为 |u| ≤ 15.

对控制器 (43) 来说, 若取 |a(t, x)| ≤ M = 5, 经过计算

可知其参数范围为 λ1 > 11, λ2 > 5.5. 取 λ1 = 12, λ2 = 6. 在

控制器 (43) 作用下, 系统 (42) 的仿真结果如图 5 和图 6 所

示.

由图 5 可知, Twisting 算法的 Twisting 特性导致系统

的动态性能较差, 且收敛速度较慢. 此外, 对 a(t, x) 的估

计也是一个问题. 若对 a(t, x) 的估计过大, 会导致控制量长

期处于饱和状态, 势必影响系统动态性能. 若对 a(t, x) 的

估计过小, 将导致闭环系统不稳定, 滑动变量无法收敛. 例
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如, 当取M = 2 时, 可选取 λ1 = 5, λ2 = 3, 若初始状态为

(x1(0), x2(0)) = (−π/3, 100), 则系统状态不会收敛. 因此,

利用传统二阶滑模方法时, 对 a(t, x) 的估计非常重要.

图 5 控制器 (43) 作用下系统状态 x1 和 x2 的响应曲线

Fig. 5 Response curves of the system states x1 and x2 under

controller (43)

图 6 控制器 (43) 的响应曲线

Fig. 6 Response curve of controller (43)

控制器 (44) 下得到的仿真结果如图 7 和 8 所示. 图 7

是状态的响应曲线, 图 8 是控制器 u 的响应曲线. 需要注意

的是, 此处由于没有给出 κ 和 Ψ(t, x) 的具体范围, 因而很难

图 7 控制器 (44) 作用下系统状态 x1 和 x2 的响应曲线

Fig. 7 Response curves of the system states x1 and x2 under

controller (44)

图 8 控制器 (44) 的响应曲线

Fig. 8 Response curve of controller (44)

选择. 经过作者验证, 多数情况下, 选择好的 κ 和 Ψ(t, x) 使

得系统动态性能很差, 系统状态的振动现象非常明显. 但是,

增加 κ 的值总能够使得系统稳定. 文献 [22] 的仿真中也有类

似现象.

在控制器 (45) 下得到的仿真结果如图 9∼ 11 所示. 图 9

是状态的响应曲线, 图 10 是控制器 u 的响应曲线. 图 11 是

滑动变量的相平面图. 从图 9 中可以看到, x1, x2 能够快速收

敛到零, 而图 11 反映了滑动变量相平面运动轨迹.

综上, 控制器 (44) 及控制器 (45) 总能够保证滑动变量

的收敛性, 而在控制器 (43) 下滑动变量可能不收敛. 另外,

在控制器 (43) 和 (44) 作用下, 系统状态的振动很大, 而在本

文控制器 (45) 作用下没有类似情况发生, 且收敛速度较快.

因此, 与控制器 (43) 和 (44) 相比, 控制器 (45) 具有更好的

控制效果.

图 9 控制器 (45) 作用下系统状态 x1 和 x2 的响应曲线

Fig. 9 Response curves of the system states x1 and x2 under

controller (45)

图 10 控制器 (45) 的响应曲线

Fig. 10 Response curve of controller (45)

图 11 滑动变量 s 和 ṡ 的相平面图

Fig. 11 The phase plot of the slide mode variables s and ṡ

4 结论

本文提出了一种新的二阶滑模控制方法. 与已有二阶滑

模控制方法相比, 文中所提出的方法假设不确定性限定在一

个非负函数下, 因而该方法具有更为广泛的应用范围. 同时,
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与一般二阶滑模只给出有限时间收敛性相比, 我们还证明了

闭环二阶滑模控制系统的有限时间稳定性. 两个例子验证了

该方法的有效性. 关于下一步的工作, 我们拟打算从以下两

个方面进行深入研究: 1) 设计观测器对滑动变量 ṡ 进行在线

估计; 2) 尝试将该算法推广到高阶滑模.

附录 命题 1的证明

证明. 若要证明 V2(y1, y2) 为可导、正定且径向无界的函数, 只需

证明 W (y1, y2) =
∫ y2

y∗2

(
µ1/γ2 − y

∗1/γ2
2

)1−2τ

dµ 为可导、正定且径

向无界的函数即可.

我们首先证明W (y1, y2) 为可导的. 一方面, 有 ∂W

∂y2
= ξ1−2τ

2 . 另

一方面, 经过计算有:

lim
∆→0

W (y1 + ∆, y2)−W (y1, y2)

∆
=

lim
∆→0

∫ y∗2 (y1)

y∗2 (y1+∆)

(
µ

1
γ2 − (y∗2 (y1 + ∆))

1
γ2

)1−2τ

dµ

∆
+

lim
∆→0

∫ y2
y∗2 (y1)

(
µ

1
γ2 − (y∗2 (y1+∆))

1
γ2

)1−2τ

dµ

∆
−

lim
∆→0

∫ y2
y∗2 (y1)

(
µ

1
γ2 − (y∗2 (y1))

1
γ2

)1−2τ

dµ

∆
=

lim
∆→0

∫ y∗2 (y1)

y∗2 (y1+∆)

(
µ

1
γ2 − (y∗2 (y1 + ∆))

1
γ2

)1−2τ

dµ

∆
−

( 1−2τ)
∂y
∗ 1

γ2
2

∂y1

∫ y2

y∗2 (y1)

(
µ

1
γ2 −(y∗2 (y1))

1
γ2

)−2τ

dµ

易验证

∣∣∣∣∣∣∣∣

∫ y∗2 (y1)
y∗2 (y1+∆)

(
µ

1
γ2 −(y∗2 (y1+∆))

1
γ2

)1−2τ

dµ

∆

∣∣∣∣∣∣∣∣
≤

|y∗2 (y1)−y∗2 (y1+∆)|
∣∣∣∣∣(y∗2 (y1))

1
γ2 −(y∗2 (y1+∆))

1
γ2

∣∣∣∣∣
1−2τ

∆
=

∣∣∣∣∣(y∗2 (y1))
1

γ2 −(y∗2 (y1+∆))
1

γ2

∣∣∣∣∣
∆

|y∗2 (y1)− y∗2 (y1 + ∆)|×
∣∣∣∣(y∗2 (y1))

1
γ2 − (y∗2 (y1 + ∆))

1
γ2

∣∣∣∣
−2τ

由于 y∗2
1/γ2 = −β

1/γ2
1 y1 可导, 因此根据上式直接可得:

lim
∆→0

∫ y∗2 (y1)

y∗2 (y1+∆)

(
µ

1
γ2 −(y∗2 (y1+∆))

1
γ2

)1−2τ

dµ

∆
= 0

所以有

∂W (y1, y2)

∂y1
=

−(1−2τ)
∂y
∗ 1

γ2
2

∂y1

∫ y2

y∗2 (y1)

(
µ

1
γ2 −(y∗2 (y1))

1
γ2

)−2τ

dµ

故W (y1, y2) 为可导的, 也即

V2 =
1

2− τ
y2−τ
1 +

∫ y2

y∗2

(
µ

1
γ2 − y

∗ 1
γ2

2

)1−2τ

dµ

可导. 另一方面 ,当 y2 ≥ y∗2 时, 由引理 1 可知:

W (y1, y2) =

∫ y2

y∗2

(
µ

1
γ2 − y∗2

1
γ2

)1−2τ

dµ ≥

2
τ(1−2τ)

1+τ

∫ y2

y∗2
(µ− y∗2 )

1−2τ
1+τ dµ ≥

2
τ(1−2τ)

1+τ
1 + τ

2− τ
(y2 − y∗2 )

2−τ
1+τ ≥ 0

类似地, 我们也可以证明当 y2 < y∗2 时, W (y1, y2) ≥
2

τ(1−2τ)
1+τ 1+τ

2−τ
(y2 − y∗2 )

2−τ
1+τ ≥ 0. 因此, W (y1, y2) 为正定且径向

无界的, 从而 V2(y1, y2) 为正定且径向无界的. 综上, V2(y1, y2) 为可

导、正定且径向无界的. ¤
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