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时滞扩散性复杂网络同步保性能控制

罗毅平 1, 2 周笔锋 1, 2

摘 要 针对节点扩张的时滞复杂网络系统, 在节点扩张的条件下, 讨论此类系统的同步保性能控制问题. 首先采用自适应控

制方法, 利用 Lyapunov-Krasovskii 稳定性理论, 结合矩阵不等式的凸优化问题处理方法, 得出了时滞复杂网络系统保性能控

制器存在的充分条件; 当系统节点的扩张后, 在原有自适应控制器不能使系统同步稳定的条件下, 设计脉冲控制器, 利用牵制

控制原理使系统达到稳定同步. 所设计的自适应动态反馈控制器在保证系统的渐近稳定条件下使系统性能指标满足一定的要

求. 最后给出一个数值仿真说明其有效性.
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Guaranteed Cost Synchronization Control of Diffusible Complex

Network Systems with Time Delay

LUO Yi-Ping1, 2 ZHOU Bi-Feng1, 2

Abstract The problem of guaranteed cost synchronization control is investigated, mainly aiming at nodes expanding in

complex dynamical networks with time delay. Firstly, with the method of the adaptive dynamic feedback controller, the

sufficient conditions for the existence of the guaranteed cost controller with time delay in complex network are obtained

based on the Lyapunov′s stability theory and the method of matrix inequality. Then, an impulse controller is designed to

achieve synchronization with the principle of pinning control when the system nodes are expanding under the condition

that the original adaptive controller cannot make the synchronization of the system. The designed adaptive dynamic

feedback controller makes the performance index of the system meet certain requirements under the condition of ensuring

the asymptotic stability of the system. Finally, a numerical example is given to demonstrate the feasibility of proposed

method.
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复杂网络广泛存在于自然界与人类社会的各种

现象中. 近十年来, 由于研究方法的不断突破, 使得
复杂网络的理论与应用研究已经成为当前国内外的

一个前沿课题.
在复杂网络系统中, 复杂网络节点间同步[1−15]

一直是该领域所研究的热点课题. 事实上, 同步是自
然界中最典型的集体行为和基本运动[1−2]. 为了实
现同步, 自适应控制方法[3−6]、脉冲控制[7−11] 以及

它们之间的组合[12−13] 被广泛运用于复杂网络系统.
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另一方面, 大部分复杂网络呈现扩散性, 如社会网
络中节点随着社会的发展迅速增加, 当复杂网络系
统的节点扩张, 原有控制系统已不能使扩张后的复
杂网络稳定时, 怎样找到一种恰当的控制方法是我
们要解决的一个重要的课题. 而在复杂网络系统的
控制研究中, 对这个问题鲜有人进行讨论. 针对扩散
性复杂网络, 现有的方法是针对每个增加的节点, 添
加控制器, 但许多网络膨胀迅速 (如流行病初期的迅
速扩散), 这种对每个节点添加控制器的方法是一件
投资非常大且难以实现的事情. 因此, 针对迅速扩张
的复杂网络, 我们拟利用牵制控制来使新系统稳定.
对于一个实际的系统, 我们的控制通常不仅希望系
统稳定, 而且希望闭环系统的性能指标达到某种要
求. 所以闭环系统的保性能控制也得到了广泛的研
究[14−18]. 因此, 在复杂网络控制的研究中, 针对扩
散性复杂网络的同步, 同时使系统的性能指标 (如控
制成本) 达到某种要求的研究有着重要的理论与实
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际意义. 此外, 由于系统的某些固有特性, 时滞对于
系统是广泛存在的[19−23], 所以研究时滞扩散性复杂
网络系统的控制是非常必要的. 此外, 对复杂网络的
保性能控制研究, Lee 等[18] 设计了两种针对复杂网

络同步的保性能控制器. 本文考虑的是时滞扩散性
的复杂网络系统, 运用牵制控制原理讨论了系统的
同步保性能控制.
本文结构上分成了两部分, 第 1 部分设计了一

个自适应控制器使时滞复杂网络系统达到同步稳定;
第 2 部分在此基础上, 网络节点增加后, 先判断原有
控制器是否使扩张后的系统稳定, 若稳定, 则不添加
新控制; 若现有方法不能判断原有控制器使新系统
同步稳定时, 则在保持原有控制器不变的情况下, 选
择相对灵活的脉冲控制方法, 牵制控制系统原有的
基础节点, 对系统新增加的节点不添加控制器而使
系统达到同步稳定. 这样, 不但保留了原有控制器,
实现了资源节约, 并利用牵制控制原理, 牵制部分节
点使系统稳定, 大量减少了控制器. 其中所设计的自
适应动态反馈控制器在保证系统的渐近稳定条件下

使系统的性能指标满足一定的要求. 最后给出数值
仿真说明其有效性.

1 系统描述

考虑如下时滞复杂动态网络:

ẋi = f (xi (t)) +
N∑

j=1

Gijxj (t− τ) + ui,

i = 1, · · · , N (1)

其中, xi = (xi1, xi2, · · · , xin)T ∈ Rn 是节点 i

关于时间的状态变量; 系统的状态时滞 τ > 0
为已知标量, ui 为节点 i 的状态控制器. 矩阵

G = (Gij)N×N
∈ RN×N 描述网络的拓扑结构, 定

义如下: 若节点 i 和节点 j (j 6= i) 存在连接, 则
Gij = Gji = 1; 否则 Gij = Gji = 0 (j 6= i); 并且
矩阵 G 的对角元素定义为 Gii = −∑N

j=1,j 6=i Gij =
−∑N

j=1,j 6=i Gji, i = 1, · · · , N .
对于光滑非线性函数 f (·) 满足下面 Lipschitz

条件

‖f (a)− f (b)‖ ≤ l ‖a− b‖ (2)

其中, a, b ∈ Rn, ‖·‖ 为欧几里得范数.
定义 1. 若一个网络达到渐近同步, 则

x1 (t) = x2 (t) = · · · = xN (t) = s (t) , t →∞ (3)

其中, s (t) ∈ Rn 是一个孤立节点, 且满足 ṡ (t) =
f (s (t)), 这样, 为了达到同步的目的, 定义下面的误

差变量

ei (t) = xi (t)− s (t) (4)

本文的主要目的是运用自适应脉冲控制方法,
运用牵制控制原理使系统节点状态 xi, i = 1, · · · , N

达到同步状态, 即:

lim
t→∞

||ei(t)|| = 0, i = 1, · · · , N (5)

从式 (4) 和系统式 (1), 我们可以得到如下误差
系统

ėi = f̂ (ei (t)) +
N∑

j=1

Gijej (t− τ) + ui,

i = 1, · · · , N (6)

其中, f̂ (ei (t)) = f (xi (t))− f (s (t)).
引理 1 (Schur complements)[24]. 对于给定

的对称矩阵 S =

[
S11 S12

ST
12 S22

]
< 0, 以下三个条件

是等价的:
1) S < 0;
2) S11 < 0, S22 − ST

12S
−1
11 S12 < 0;

3) S22 < 0, S11 − S12S
−1
22 ST

12 < 0.

2 牵制自适应脉冲保性能控制器设计

首先设计一个自适应控制器, 作用于所有复杂
网络节点, 使系统在自适应控制器的作用下达到同
步状态. 然后考虑系统节点扩张的情况, 在第 1 部分
自适应控制器不能满足系统同步的条件下, 设计脉
冲控制器, 利用牵制控制方法, 控制系统基础节点,
使扩张后的系统达到同步.

2.1 自适应保性能控制器设计

本节目的是设计动态反馈自适应控制器, 使误
差系统式 (6) 达到渐近稳定, 即使系统式 (1) 达到同
步. 其中式 (6) 可以写成下面矢量的矩阵形式:

ė (t) = G⊗ Ine (t− τ) + F (t) + u (t) (7)

其中, ⊗ 表示克罗内克尔积,
e(t) = (eT

1 (t), · · · , eT
N(t))T

F (t) = (f̂T
1 (e1(t)), · · · , f̂T

N(eN(t)))T

u(t) = (uT
1 (t), · · · , uT

N(t))T

设计如下动态反馈控制器, 当所设计动态反馈
控制器使误差系统式 (7) 达到渐近稳定时, 系统式
(1) 同步.





η̇ (t) = A⊗ Inη (t)+

C ⊗ Ine (t) + Aa ⊗ Ine (t− τ)

U(t) = K ⊗ Inη(t), η(0) = 0

(8)
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其中, η(t) = (ηT
1 (t), · · · , ηT

N(t))T ∈ RnN 是状态反

馈控制器的状态变量, K, A, C, Aa 均为 N ×N 阶

矩阵, 式 (8) 中给定的控制律 U(t) 将作为控制输入
u(t) 来使复杂动态网络系统式 (1) 达到同步.
为了保证复杂网络的性能, 设定二次保性能控

制函数为

J =
∫ ∞

0

eT(t)Q⊗ Ine(t) + uT(t)R⊗ Inu(t)dt

(9)

其中, Q,R ∈ RN×N 均为给定正定对称矩阵.
对于控制器式 (8), 将其应用于误差系统式 (7),

可得到下面的闭环系统:

ż(t) = H ⊗ Inz(t) + Ĝ⊗ Inz(t− τ) +

[
F (t)

0

]

(10)

其中

z(t) =

[
e(t)
η(t)

]
∈ R2nN

H =

[
0 K

C A

]
∈ R2N×2N

Ĝ =

[
G 0
Aa 0

]
∈ R2N×2N

这样, 对应的保性能函数就变成为

J =
∫ ∞

0

zT(t)Q̂⊗ Inz(t)dt (11)

其中

Q̂ =

[
Q 0
0 KTRK

]
∈ R2N×2N

考虑系统式 (1), 如果存在一个控制器 u(t) 和
一个正常数 J∗ 使得闭环系统式 (10) 渐近稳定, 闭
环系统的保性能函数 J ≤ J∗, 这样 J∗ 就是保性能,
控制器 u(t) 为保性能控制器. 这里, 第一步就是要
找出一个动态反馈控制器 u(t) 使得闭环系统渐近稳
定, 闭环系统保性能控制函数满足 J ≤ J∗.

定理 1. 对于给定矩阵 Q > 0, R > 0, l 为一常

数, 若存在矩阵 Y , W , S1n, S2n ∈ RN×N 为正定对

称矩阵, 矩阵M , D, X1, X2, X3, X4 ∈ RN×N 满

足下面矩阵不等式:




Φ1 Φ2 FT ET ET Φ3

∗ −S−1 0 0 0 0
∗ ∗ −I 0 0 0
∗ ∗ ∗ −S−1 0 0
∗ ∗ ∗ ∗ −(l × l)−1I 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Φ4




<0

(12)

[
W I

I Y

]
> 0, S−1 =

[
S1n 0
0 S2n

]
> 0 (13)

其中





X1 = DC

X2 = KMT

X3 = XT
2 Y + WXT

1 + MATDT

X4 = Y GS1n + DAaS1n

(14)

Φ1 =

[
X2 + XT

2 X3 + WQ

∗ X1 + XT
1 + Q

]

Φ2 =

[
GS1n 0
X4 0

]
, Φ3 =

[
W XT

2

0 0

]

Φ4 =

[
−Q−1 0

0 −R−1

]

E =

[
W I

MT 0

]
, F =

[
I Y

0 DT

]

则动态控制律式 (8)是时滞复杂动态网络系统式 (1)
的保性能控制律. 保性能控制函数的上界为

J = eT(0)Y ⊗ Ine(t)+
∫ 0

−τ

eT(s)S−1
1n ⊗ Ine(s)ds = J∗ (15)

证明. 对于闭环系统, 构造李雅普洛夫函数为

V (zt) = zT(t)P ⊗ Inz(t)+
∫ t

t−τ

zT(s)S ⊗ Inz(s)ds (16)
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V̇ (zt) = żT(t)P ⊗ Inz(t) + zT(t)P ⊗ Inż(t)+

zT(t)S ⊗ Inz(t)− zT(t− τ)S ⊗ Inz(t− τ) =

zT(t)(HTP + PH + S)⊗ Inz(t)−
zT(t− τ)S ⊗ Inz(t− τ)+

2zT(t)PĜT ⊗ Inz(t− τ)+

2zT(t)P ⊗ In

[
F (t)

0

]

由式 (2), 可得:
[

F (t)
0

]T

I2N ⊗ In

[
F (t)

0

]
≤

zT(t)l2I2N ⊗ Inz(t)

所以, 有:
V̇ (zt) ≤zT(t)(HTP + PH + S)⊗ Inz(t)−

zT(t− τ)S ⊗ Inz(t− τ)+

2zT(t)PĜT ⊗ Inz(t− τ)+

2zT(t)P ⊗ In

[
F (t)

0

]
+

zT(t)l2I2N ⊗ Inz(t)−
[

F (t)
0

]T

I2N ⊗ In

[
F (t)

0

]
=




z(t)
z(t− τ)[

F (t)
0

]




T



HTP + PH+
S + Q̂ + l2I2N

ĜTP

P

PĜ P

−S 0
0 −I2N


⊗ In




z(t)
z(t− τ)[

F (t)
0

]



−

zT(t)Q̂⊗ Inz(t)
所以, 若存在不等式


HTP + PH + S + Q̂ + l2I2N PĜ P

ĜTP −S 0
P 0 −I2N


 ≤ 0

(17)

成立, 则:

V̇ (zt) < −zT(t)Q̂⊗ Inz(t) < 0 (18)

若由矩阵不等式 (17) 求解控制器, 其控制器参
数 A, C, K 均包含在矩阵H 中不能被求出, 且保性
能函数上界 J∗ 不能很好的表达, 所以, 接下来我们
要求解控制器参数及保性能函数上界 J∗.
首先, 将矩阵 P , S 分区, 定义:

Pa =

[
Y D

DT Tc

]
, P−1 =

[
W M

MT N

]

S−1 =

[
S1n 0
0 S2n

]

(19)

其中, Y , W , S1n, S2n ∈ RN×N 是正定对称矩阵,
D, M ∈ RN×N 是可逆矩阵, 且 PP−1 = I.

MDT = I −WY (20)

定义两个矩阵:

E =

[
W I

MT 0

]
, Fa =

[
I Y

0 DT

]
(21)

可得:

PE = F, ETPE = ETF =

[
W I

I Y

]
> 0

(22)

对式 (17) 左右两边分别左乘




ET 0 0
0 S−1 0
0 0 I


 和

右乘




E 0 0
0 S−1 0
0 0 I


, 有:




ETHTF + FTHE + ET(S + Q̂ + l2I2N)E
∗
∗

FTĜS−1 FT

−S−1 0
∗ −I2N


 < 0

(23)

由式 (19)∼ (23), 根据 Schur 补定理, 并令:
X1 = DC

X2 = KMT

X3 = XT
2 Y + WXT

1 + MATDT

X4 = Y GS1n + DAaS1n

同时,将矩阵分块,即可得定理 1中矩阵不等式 (12).
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另一方面, 对式 (18) 两边同时从 0 到 T 积分,
可得:

−
∫ T

0

zT(t)Q̂⊗ Inz(t)dt > zT(T )P ⊗ Inz(T )−

zT(0)P ⊗ Inz(0) +
∫ T

T−τ

zT(s)S ⊗ Inz(s)ds−
∫ 0

−τ

zT(s)S ⊗ Inz(s)ds

(24)

由于闭环系统式 (10) 渐近稳定, 可得:

zT(T )P ⊗ Inz(T )+
∫ T

T−τ

zT(s)S ⊗ Inz(s)ds → 0

因此, 有:

J =
∫ ∞

0

zT(t)Q̂⊗ Inz(t)dt ≤

zT(0)P ⊗ Inz(0)+
∫ 0

−τ

zT(s)S ⊗ Inz(s)ds =

eT(0)Y ⊗ Ine(t)+
∫ 0

−τ

eT(s)S−1
1n ⊗ Ine(s)ds =

J∗

由此, 定理 1 得证. ¤

2.2 牵制自适应脉冲控制器设计

对于节点数为 N 的复杂网络, 经过扩张, 节点
增加为 Z, 原有网络占现有网络的比例为N = [ρZ],
[·] 代表函数取整数值. 下面考虑利用牵制自适应脉
冲方法控制.
设计脉冲控制的离散时间点 ti 满足:

t1 < t2 < · · · < tk, lim
t→∞

tk = ∞ (25)

则脉冲控制器的间隔时间为: ξk = tk − tk−1(k =
1, 2, · · · ).
通过将脉冲控制器应用于误差系统式 (6), 我们

可以得到控制模型为



ėi = f̂ (ei (t)) +
∑N

j=1 Gijej (t− τ) + ua,

i = 1, · · · , Z, a = 1, · · · , N, t 6= tk

ei(t+k ) = ei(t−k ) + bikei(t−k ), i = 1, · · · , N

ei(t+k ) = ei(t−k ), i = N + 1, · · · , Z,

t = tk, k = 1, 2, · · ·
(26)

其中, f̂ (ei (t)) = f (xi (t)) − f (s (t)), ei(t+k ) =
limt→t+k

ei(t), ei(t−k ) = limt→t−k
ei(t). ua 为自适应

控制器, 应用于 N 个节点; GZ = (Gij) ∈ RZ×Z 为

扩张后系统的耦合矩阵; bik ∈ Rn×n, i = 1, · · · , N

表示第 i 个节点第 k 次脉冲时的脉冲增益. 一般情
况下, 有 ei(t−k ) = ei(tk), i = 1, · · · , Z. 同时, 将脉
冲控制作用于自适应控制系统式 (8), 得到下面模
型:




η̇ (t) =A⊗ Inη (t) + CZ ⊗ Ine (t)+

AaZ ⊗ Ine (t− τ) , t 6= tk

η(t+k ) = η(t−k ) + Ckη(t−k ), t = tk, k = 1, 2, · · ·
U = K ⊗ Inη(t), η(0) = 0

(27)

其中, ηt = (ηT
1 , · · · , ηT

N)T ∈ RnN , Ck =
diag{c1k, · · · , cNk} ∈ RnN×nN , cik 为脉冲系统对

节点 i 的自适应控制系统的第 k 次的控制增益.
事实上, 对于系统式 (26), 我们将其与控制器式

(27) 结合, 经过整合, 可以得到下面系统:




ż(t) = HZ ⊗ Inz(t) + ĜZ ⊗ Inz(t− τ) +

[
Fz(t)

0

]

z(t+k ) = z(t−k ) + Bkz(t−k )
(28)

其中:
Fz(t) = (fT(e1(t))), · · · , fT(ez(t))T

z(t) =

[
e(t)
η(t)

]
∈ Rn(N+Z)

HZ =

[
0 KZ

CZ A

]
∈ R(N+Z)×(N+Z)

ĜZ =

[
GZ 0
AaZ 0

]
∈ R(N+Z)×(N+Z)

CZ =
[

C 0
]
∈ RN×Z

AaZ =
[

Aa 0
]
∈ RN×Z

KZ =

[
K

0

]
∈ RZ×N
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Bk = diag{b1k, · · · , bNk, 0, · · · , 0, c1k, · · · , cNk}
∈ Rn(N+Z)×n(N+Z)

下面考虑系统扩张后的情况. 当系统节点扩张
到 Z 后, 在原有控制器的条件下, 对于前面给的 V

函数, 类似地构造新系统的 VC 为

VC(zt) = zT(t)PC ⊗ Inz(t)+
∫ t

t−τ

zT(s)SC ⊗ Inz(s)ds (29)

当存在 PC , SC , 使下列矩阵不等式



HT
Z PC + PCHZ + SC + l2I PCĜZ PC

ĜT
ZPC −SC 0
PC 0 −I


 ≤ 0

(30)

成立时, 则说明新系统在原控制器作用下仍然是稳
定的. 此时, 不设计新的控制器. 否则, 就对新系统
添加新的控制. 下面给出设计新控制器的方法.

对于系统式 (28), 当其渐近稳定时, 即代表扩张
后的复杂网络系统在原自适应控制器和脉冲控制作

用下达到同步.
定理 2. 在假设 1 的条件下, 对于复杂网络系统

式 (26), 运用定理 1 所得到的控制器参数, 同时在脉
冲控制器作用于原有节点的条件下, 运用牵制控制
方法, l 为一常数, 若且存在 PZ , SZ 为正定对称矩

阵, 如果满足下列条件:
1) 对于所有的 t ∈ (tk−1, tk], 存在常数 γ 使得




HT
Z PZ + PZHZ+

SZ + l2I − γPZ
PZĜZ PZ

ĜT
ZPZ −SZ 0
PZ 0 −I


 ≤ 0 (31)

2) 对于所有的 k = 1, 2, · · · , 有

lnβ2
kf + γ max(tk − tk−1) ≤ −ϑk (32)

3) 对于每个 t = tk 时刻点, 存在

(
∫ tk

tk−τ

zT(s)(I + Bk)T(SZ ⊗ In)(I+

Bk)z(s)ds + zT(tk)(I + Bk)T(PZ ⊗ In)×
(I + Bk)z(tk))/VZ(ztk

) ≤ β2
kf (33)

其中, ϑk > 0, 0 < βkf < 1, k = 1, 2, · · · , γ > 0,
VZ(ztk

), zT(tk) 分别表示函数 VZ(zt), zT(t) 在 tk

时刻的值. 则误差系统式 (26) 渐近稳定, 与其所对
应的复杂网络系统达到同步状态.

证明. 针对系统式 (28), 取 Lyapunov 函数为

VZ(zt) = V1(zt) + V2(zt) (34)

其中, V1(zt) = zT(t)PZ ⊗ Inz(t), V2(zt) =∫ t

t−τ
zT(s)SZ ⊗ Inz(s)ds

类似于定理 1 的证明, 我们可以得到

VZ(zt) ≤




z(t)
z(t− τ)[

F (t)
0

]




T



HT
Z PZ + PZHZ+
SZ + l2I2N

ĜT
ZPZ

PZ

PZĜZ PZ

−SZ 0
0 −I2N


⊗ In




z(t)
z(t− τ)[

F (t)
0

]




(35)

对于 N 个节点, 控制器式 (8) 可以使系统达到
同步, 但当节点从 N 增加到 Z 时, 系统不稳定.
由定理 2 中的条件 1), 可知存在一个常数

γ > 0, 满足下式

VZ(zt)− γV1(zt) ≤



z(t)
z(t− τ)[

F (t)
0

]




T



HT
Z PZ + PZHZ+

SZ + l2I2N − γPZ

ĜT
ZPZ

PZ

PZĜZ PZ

−SZ 0
0 −I2N


⊗ In




z(t)
z(t− τ)[

F (t)
0

]




(36)

得:

VZ(zt) ≤ γV1(zt) (37)

由

V2(zt) > 0 (38)

结合式 (37), 有:

VZ(zt) ≤ γVZ(zt) (39)

设计脉冲控制器, 牵制作用于基础节点, 使系
统稳定, 当 t = tk 时, 由于 VZ(zt) = zT(t)PZ ⊗



1期 罗毅平等: 时滞扩散性复杂网络同步保性能控制 153

Inz(t) +
∫ t

t−τ
zT(s)SZ ⊗ Inz(s)ds, 可得:

VZ(z+
k ) ≤

zT(tk)(I + Bk)T(PZ ⊗ In)(I + Bk)z(tk)+∫ tk

tk−τ

zT(s)(I + Bk)T(SZ ⊗ In)(I + Bk)z(s)ds

(40)

对于式 (40), 由定理 2 中的条件 3), 有:

VZ(z+
k ) ≤ β2

kfVZ(z−k ) (41)

对于误差系统式 (26), 从式 (39), 可得:

VZ(zt) ≤ VZ(t+k−1) exp(γ(t− tk−1)), t ∈ (tk−1, tk]
(42)

结合式 (41) 和式 (42), 当 t = t+1 时, 有:

VZ(t+1 ) ≤ β2
1fVZ(t1) ≤ β2

1f exp(γ(t1 − t0))VZ(t0)
(43)

同样, 当 t = t+2 时, 有:

VZ(t+2 ) ≤ β2
2fVZ(t2) ≤

β2
2f exp(γ(t2 − t1))VZ(t+1 ) ≤

β2
2fβ2

1f exp(γ(t1 − t0) + γ(t2 − t1))VZ(t0)
(44)

一般地, 有:

VZ(t+k ) ≤
k∏

i=1

β2
if exp

(
k∑

i=1

γ(ti − ti−1)

)
VZ(t0) ≤

exp

(
k∑

i=1

lnβ2
if + γ(ti − ti−1)

)
VZ(t0)

(45)

通过定理 2 中的条件 2), 可得:

VZ(t+k ) ≤ exp

(
−

k∑
i=1

ϑi

)
VZ(t0) (46)

由此, 定理 2 得证. ¤
推论 1. 在假设 1 的条件下, 对于复杂

网络系统式 (26), 运用定理 1 所得到的控制
器参数, 同时, 脉冲控制器作用于系统所有节
点, 即 Bk = diag{b1k, · · · , bZk, c1k, · · · , cNk} ∈
Rn(N+Z)×n(N+Z), 运用牵制控制方法, 若 l 为一常

数, 且存在 PZ ,SZ 为正定对称矩阵, 如果满足下列
条件:

1) 对于所有的 t ∈ (tk−1, tk], 存在常数 γ 使得




HT
Z PZ + PZHZ+

SZ + l2I − γPZ
PZĜZ PZ

ĜT
ZPZ −SZ 0

PZ 0 −I



≤ 0

2) 对于所有的 k = 1, 2, · · · , 有
lnβ2

kf + γ max(tk − tk−1) ≤ −ϑk

3) 对于每个 t = tk 时刻点, 存在
(zT(tk)(I + Bk)T(PZ ⊗ In)(I + Bk)z(tk)+∫ tk

tk−τ

zT(s)(I + Bk)T(SZ ⊗ In)(I+

Bk)z(s)ds)/VZ(ztk
) ≤ β2

kf

其中, ϑk > 0, 0 < βkf < 1, k = 1, 2, · · · , γ > 0,
VZ(ztk

), zT(tk) 分别表示函数 VZ(zt), zT(t) 在 tk

时刻的值. 则误差系统式 (26) 渐近稳定, 与其所对
应的复杂网络系统达到同步状态.
证明过程可参考定理 2, 此略.

3 数值示例

为了说明问题, 考虑一个包含 3 个节点的网络,
其中每个节点是 3 维线性系统, 设有界函数的最大
值 L = 5; 耦合矩阵:

G =




−2 1 1
1 −1 0
1 0 −1




时滞 τ = 0.01, 性能指标中的加权矩阵为 Q =
10 × diag{1, 2, 1}; R = 0.1 × diag{1, 3, 1}. 给定
系统的初始条件, 当 t ∈ (−τ, 0] 时,

x1(t) =

[0.2 exp(0.4t) exp(−0.6t) − 2 exp(0.05t)]T

x2(t) =

[3 exp(2t) 1.5 exp(−0.3t) − 2.3 exp(0.1t)]T

x3(t) =

[0.5 exp(0.2t) 3.2 exp(−0.3t) − 2.8 exp(0.5t)]T

当系统没有添加控制器, 系统各节点误差状态
曲线图如图 1 所示.

应用定理 1 所提出的方法, 通过 Matlab 软件
中的 LMI 工具箱, 可以得到控制系统参数:

K =




46.7421 −4.3767 −6.4549
−2.4620 40.5611 −3.5518
−6.2997 −6.7296 48.7871
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C =




−104.9029 1.4817 1.9231
1.4222 −111.3832 1.7491
1.9262 1.8147 −105.0619




A =




162.2977 3.9777 3.9474
3.6632 −184.3040 11.5953
8.3040 15.1744 −173.7223




Aa =




2.5196 −1.2556 −1.2640
−1.3521 1.3591 0.0070
−1.2659 0.0006 1.2665




图 1 节点状态误差 (无控制器作用)

Fig. 1 The state error of node (no controller)

同时可得到相应的性能指标的上界 J∗ =
1.6068 × 103. 根据上面的数据, 添加控制器, 得
系统各节点与同步状态的误差与时间的关系如图

2 (a) 所示, 控制器状态与时间关系如图 2 (b) 所示.

(a) 节点状态误差曲线图

(a) The state error of node

(b) 控制器状态曲线图

(b) The state of controller

图 2 节点状态误差和控制状态曲线图 (无扩散)

Fig. 2 The graphs of state on node error and controller

(no diffusion)

由图可知, 通过控制器控制, 经过一段时间后系
统状态达到稳定值.
对于上面的系统, 其节点增加为 6 时, 其耦合矩

阵为:

G =




−5 1 1 1 1 1
1 −4 0 1 1 1
1 0 −4 1 1 1
1 1 1 −3 0 0
1 1 1 0 −3 0
1 1 1 0 0 −3




给定系统的初始条件, 当 t ∈ (−τ, 0] 时,

x1(t) =

[0.2 exp(0.4t) exp(−0.6t) − 2 exp(0.05t)]T

x2(t) =

[3 exp(2t) 1.5 exp(−0.3t) − 2.3 exp(0.1t)]T

x3(t) =

[0.5 exp(0.2t) 3.2 exp(−0.3t) − 2.8 exp(0.5t)]T

x4(t) =

[0.5 exp(0.6t) − 2.4 exp(−0.9t) − 1.5 exp(0.5t)]T

x5(t) =

[3.7 exp(2.3t) 1.8 exp(−0.3t) 2.3 exp(0.2t)]T

x6(t) =

[1.2 exp(0.7t) 2.1 exp(−0.8t) − 2.1 exp(0.07t)]T

对于该复杂网络系统, 自适应控制器参数依然
为原 K, C, A, Aa, 在没有添加脉冲控制器的情况
下, 其节点误差状态如图 3.
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图 3 节点误差状态 (无脉冲控制器作用)

Fig. 3 The state error of node (no impulse controller)

对原基础系统添加脉冲控制, 设脉冲控制发生
时间间隔均为 tk − tk−1 = 0.01, 描述状态的瞬时变
量 βkf = 0.35, 根据原有控制器的大小, 我们可得
γ = 80 满足条件, 设 ϑk = 0.01. 在原有控制器作用
下, 添加脉冲控制, 可以分别得到系统原有节点与同
步状态的误差与时间的关系如图 4 (a), 系统扩张节
点与同步状态的误差与时间的关系如图 4 (b), 控制
器状态与时间的关系如图 4 (c).
由图可知, 通过控制器控制, 经过一段时间后系

统状态达到稳定值.

4 小结

本文针对节点扩张的具有时滞性的复杂网络系

统, 在节点扩张的条件下, 讨论此类系统的同步保性
能控制问题. 首先设计了一个自适应控制器使复杂
网络系统达到同步稳定, 然后在上述研究的基础上,
考虑了当网络节点增加后, 先判断原有控制器是否

(a) 基础节点状态误差曲线图

(a) The state error on basic node

(b) 扩散节点状态误差曲线图

(b) The state error on diffusible node

(c) 控制器状态曲线图

(c) The state of controller

图 4 基础节点、扩散节点、控制器状态曲线图 (系统扩散)

Fig. 4 The graphs of state on basic node, diffusible node

and controller (diffused)

使扩张后的系统稳定. 若稳定, 则不添加新控制; 若
现有方法不能判断原有控制器使新系统同步稳定时,
则在保持原有控制器不变的情况下, 选择成本相对
较低且灵活的脉冲控制方法, 设计脉冲控制器使系
统达到同步稳定. 这样, 不但充分利用了原有控制
器, 实现了资源节约, 并利用了牵制控制原理, 牵制
部分节点使系统稳点, 优化了控制系统. 其中所设计
的自适应动态反馈控制器在保证系统的渐近稳定条

件下使系统的性能指标满足一定的要求. 最后给出
数值仿真说明其有效性.
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