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带有线性恶化工件和释放时间的两个代理单机调度问题

赵晓丽 1 唐立新 1

摘 要 研究了带有简单线性恶化工件和释放时间的两个代理单机调度问题. 所有工件在一台机器上加工, 每个代理有各自

依赖于自己工件的优化目标. 针对工件释放时间相同与不同两种情况, 研究了有约束的优化模型, 即找到调度最小化一个代理

的目标函数而使得另一个代理的目标函数不超过一个给定的上界. 当工件具有相同的释放时间, 我们主要考虑的目标函数有:

总加权完工时间和总加权拖期工件数. 当工件具有不同释放时间, 我们考虑的目标函数有: 最大完工时间、总完工时间以及拖

期工件数. 对于每一个问题, 我们分析了问题的计算复杂性. 此外, 对于 NP 难问题的一些特殊情况本文分析了最优解性质,

基于这些性质给出了最优算法.
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Two-agent Scheduling with Linear-deteriorating Jobs and Release Dates on a

Single Machine

ZHAO Xiao-Li1 TANG Li-Xin1

Abstract In this paper, we investigate the two-agent single-machine scheduling problem with simple linear-deteriorating

jobs and release dates. All the jobs are processed on a common machine, and each agent has respective criterion depending

on its own jobs to optimize. In view of identical or different job release dates, the constrained optimization model is studied,

which is to schedule the jobs such that the objective of one agent is minimized while the objective of the other agent

is less than a given upper bound. For the jobs with identical release dates, the objectives we consider in this paper are

total weighted completion times and total weighted number of tardy jobs. For the jobs with distinct release dates, the

objectives we consider are makespan, total completion times, and number of tardy jobs. For each problem, we analyze the

computational complexity. Moreover, for several special cases of NP-hard problems, we present optimal properties and

provide optimal algorithms on the basis of these properties.
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在经典的调度模型中, 所有工件在公共的机器
资源上加工, 并且所有工件确定一个目标函数. 随着
经济的发展和人们消费水平的提高, 顾客对产品的
要求趋于多元化个性化, 因此在公共机器上加工的
工件可能属于不同的顾客, 而不同的顾客有各自追
求的目标, 从而经典的模型中所有工件对应一个目
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标的调度问题不再满足顾客的需要, 而多代理竞争
调度模型或者是求多顾客目标的组合形式, 或者求
多顾客的帕累托解, 或者求多顾客有约束条件的解,
这一模型恰能满足顾客个性化的需求. 本文主要研
究带有线性恶化工件和释放时间的两个代理单机调

度问题, 每个代理有各自的工件集合且所有工件在
一台单机上不可中断地加工, 每个代理都希望最小
化仅依赖于自己工件完工时间的目标函数, 工件具
有与开工时间成比例的加工时间, 工件释放时间可
能相同也可能不同. 我们的问题就是要找到调度最
小化一个代理的目标函数使得另一个代理的目标函

数不超过一个给定的上界.
多代理竞争调度问题首先由 Baker 等[1] 以及

Agnetis 等[2] 提出, 其中工件具有相同的释放时间,
前者研究了单机上两个代理目标函数的线性组合,
后者研究了单机与车间环境下两个代理的有约束优

化与帕累托优化问题. 文献 [3] 研究了单机上最小化
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一个代理的总完工时间, 使得另一个代理的拖期工
件数不超过一个给定的上界. 文献 [4−7] 研究了单
机上多个代理的调度问题. Leung 等[8] 研究了并行

机上两个代理的调度问题, 其中工件有不同的释放
时间并允许中断. 文献 [9] 研究了单机与两台并行机
上具有可控加工时间的两个代理的调度问题. Mor
等[10] 考虑了单机上最小化工件最大提前完工时间

费用与最小化工件总 (加权) 提前完工时间费用和的
两个代理调度问题. 文献 [11−13] 研究了单机批处
理机上两个代理的调度问题. 上述多代理调度问题
并没有考虑工件具有恶化的加工时间, 虽然文献 [8]
考虑了工件具有不同释放时间, 但工件却允许中断,
简化了所研究问题的难度.

工件具有依赖于开工时间的调度问题多年前就

有许多学者研究, 其中 Cheng 等[14] 给出了关于工

件依赖于开工时间调度问题的综述. 本文主要研究
单机上工件与开工时间成比例的简单线性恶化模型,
故这里只对单机上工件具有简单线性恶化作简单介

绍. Mosheiov[15] 最先研究了单机上工件具有简单

线性恶化的调度问题. Ng 等[16] 考虑了单机上工件

具有简单线性恶化且可中断的调度问题.
近年来也有一些关于多代理与工件加工时间依

赖于开工时间集成考虑的文献, 如: Liu 等[17] 考虑

了单机上工件具有简单线性恶化特征的两个代理的

调度问题, 目标函数为: 最小化一个代理的最大拖期
使得另一个代理的最大完工时间不超过一个给定的

上界, 以及最小化一个代理的总完工时间使得另一
个代理的工件最大完工时间费用不超过一个给定的

上界. 文献 [18−21] 也研究了单机上工件具有依赖
于开工时间的两个代理的调度问题. 上述文献虽然
考虑了与开始加工时间相关的两个代理的调度问题,
但工件具有相同的释放时间, 而且大多数所考虑的
目标函数都是多项式时间易于求解的.
尽管多代理竞争调度问题已经有大量文献研究,

但关于具有释放时间的多代理单机调度问题的文献

却不多. 文献 [22−25] 研究了工件加工时间是常数
并且有不同释放时间的两个代理单机调度问题, 上
述文献所考虑的问题均为 NP 难的, 对于小规模问
题作者利用分支定界求得最优解, 对于大规模问题
设计了相应的智能算法求得近优解. 文献 [26−27]
考虑了具有依赖于位置的加工时间并且工件有不同

释放时间的两个代理单机调度问题, 目标函数分别
为最小化一个代理的总加权完工时间使得另一个代

理的最大拖期不超过一个给定的上界, 以及最小化
一个代理的总完工时间, 使得另一个代理的拖期工
件数为零, 作者同样利用分支定界求得小规模的最
优解, 分别利用模拟退火与遗传算法对大规模求得
近优解. 本文考虑了同时具有依赖于开工时间线性

恶化与释放时间的两个代理单机调度问题, 我们的
调度问题较之经典调度问题更能反映部分生产过程,
如钢铁生产企业中对工件的加热存在恶化特征等.
对于相同释放时间模型, 我们延展了文献 [17] 中的
目标函数, 考虑了两个 NP 难的加权目标函数. 具
有加工时间恶化的两个代理调度问题较之加工时间

为常数的两个代理调度问题更为复杂, 难于求解. 因
此, 加工时间为常数的两个代理调度问题中, 现有的
求解方法有时不再适用于我们的问题, 而已有文献
中针对具有恶化工件与相同释放时间的两个代理调

度问题或者给出问题的多项式时间算法或者采用智

能算法求得 NP 难问题的近优解, 本文中我们针对
自己问题的特征对两个 NP 难的问题设计了伪多项
式时间动态规划算法, 同时对一些特殊情况给出最
优算法, 从理论分析的角度扩充了具有恶化工件的
两个代理调度问题的研究. 对于不同释放时间模型,
现有文献很少研究加工时间依赖开工时间恶化的两

个代理调度问题, 虽然也考虑了具有不同释放时间
的两个代理调度问题, 但多是利用分支定界与智能
算法求解, 并没有从理论上对问题加以分析. 因此,
我们从理论上丰富了多代理单机调度问题的研究.

1 问题描述

假设有两个代理 A 和 B, 每个代理都有各
自的工件集, 即 JA = {JA

1 , JA
2 , · · · , JA

nA
}, JB =

{JB
1 , JB

2 , · · · , JB
nB
}. 设 n 表示所有的工件个数, 即

n = nA + nB. 所有工件不可中断地在一台单机
上加工. 我们假设工件 JX

j 的实际加工时间为

pX
j = αX

j t,X ∈ {A,B}, 其中 αX
j > 0 与 t 分别

是工件 JX
j 的恶化率与开始加工时间. 设 dX

j ≥ 0
与 wX

j ≥ 0 分别表示工件 JX
j 的工期与权值. 我们

假设所有的工件或者在时刻 t0 > 0 同时可到达加
工或者每个工件具有一个不同的释放时间 rX

j > 0.
给定一个加工顺序, 我们定义工件 JX

j 的完工时

间为 CX
j , 如果 CX

j > dX
j , 我们称工件 JX

j 是拖

期的, 此时定义 UX
j = 1, 反之定义 UX

j = 0. 利
用 Agnetis 等[2] 提出的表示法, 我们的问题表示
为 1|pA

h = αA
h t; pB

k = αB
k t; rj|γA : γB ≤ QB, 其中

QB ≥ 0 为给定的上界, 当 rj 省略时, 表示所有工件
的释放时间相同. 我们主要考虑的目标函数有总 (加
权) 完工时间

∑
Cj (

∑
wjCj), 总 (加权) 拖期工件

数
∑

Uj (
∑

wjUj), 最大完工时间 Cmax, 以及工件
最大完工时间费用 fmax = max{fj(Cj)}.
2 相同释放时间模型

我们首先考虑所有工件在时刻 t0 > 0 同时可到
达加工. Liu 等[17] 考虑了不加权值时的目标函数是

多项式时间可解的, 这里我们考虑两个加权的目标
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函数以及一些特殊情况. 首先利用文献 [17], 对于问
题 1|pA

h = αA
h t; pB

k = αB
k t|Cmax, 最大完工时间等于

t0
∏nA

h=1(1 + αA
h )

∏nB

k=1(1 + αB
k ), 因此我们有如下的

引理:
引理 1. 对于问题 1|pA

h = αA
h t; pB

k = αB
k t|Cmax,

最大完工时间与工件加工顺序无关.

2.1 1|pA
h =αA

h t; pB
k =αB

k t|∑wA
h CA

h :CB
max≤QBpA

h =αA
h t; pB

k =αB
k t|∑wA

h CA
h :CB

max≤QBpA
h =αA

h t; pB
k =αB

k t|∑wA
h CA

h :CB
max≤QB1|pA

h =αA
h t; pB

k =αB
k t|∑wA

h CA
h :CB

max≤QBpA
h =αA

h t; pB
k =αB

k t|∑wA
h CA

h :CB
max≤QBpA

h =αA
h t; pB

k =αB
k t|∑wA

h CA
h :CB

max≤QB1|pA
h =αA

h t; pB
k =αB

k t|∑wA
h CA

h :CB
max≤QBpA

h =αA
h t; pB

k =αB
k t|∑wA

h CA
h :CB

max≤QBpA
h =αA

h t; pB
k =αB

k t|∑wA
h CA

h :CB
max≤QB

我们首先通过 NP 难的 Subset Product
问题[28] 归结, 证明问题 1|pA

h = αA
h t; pB

k =
αB

k t|∑wA
h CA

h : CB
max ≤ QB 是 NP 难的, 然后我

们给出了一个伪多项式时间算法来求解该问题, 从
而说明该问题是一般意义 NP 难的.

Subset product (SP) problem. 给定一个
有限集合 S = {1, 2, · · · ,m} 与一个正整数 A, 对于

每个元素 i ∈ S 对应一个正整数 ai, 是否存在一个

子集 S′ ⊆ S 满足
∏

i∈S′ ai = A?
设 D =

∏
i∈S ai = AB. 在上面的 SP 问题中,

如果对于每个元素 i ∈ S 有 ai = 1,那么这样的元素

可以从集合 S 中移除, 因为这样的元素将不影响任
何集合的乘积. 因此我们假设对于每一个元素 i ∈ S

有 ai ≥ 2.

定 理 1. 问 题 1|pA
h = αA

h t; pB
k =

αB
k t|∑wA

h CA
h : CB

max ≤ QB 是 NP 难的.
证明. 给定 SP 问题的一个实例, 构造我们问题

的一个实例如下:
代理 A 和 B 的工件数分别为: nA = m; nB =

1.

代理 A 和 B 的工件恶化率分别为: αA
h = ah −

1, h = 1, 2, · · · ,m; αB
1 = A− 1.

代理 A 的工件的权值为: wA
h = (1 −

1/ah)/A, h = 1, 2, · · · ,m.

所有工件的到达时间为: t0 = 1.

阈值分别为: QA = 1+D−A−1/A; QB = A2.

我们可以证明, 存在一个调度目标值满足∑
wA

h CA
h ≤ QA 与 CB

max ≤ QB, 当且仅当 SP 问
题有解.
假设给定一个子集 S′ ⊆ S 满足

∏
i∈S′ ai = A,

我们构造机器上工件的调度如下所示: 在工件 JB
1

之前加工子集 S′ 中代理 A 的工件, 余下的工件
在 JB

1 之后加工. 因此, 工件 JB
1 的完工时间为

CB
max = t0

∏
JA

h ∈S′(1+αA
h )(1+αB

1 ) = A
∏

h∈S′ ah =
A2 ≤ QB, 代理 A 的工件的总加权完工时间为

m∑
h=1

wA
h CA

h =
∑

JA
h ∈S′

wA
h CA

h +
∑

JA
h ∈S\S′

wA
h CA

h =

|S′|∑
h=1

1
A

(
1− 1

a[h]

)
t0

h∏
i=1

(1 + αA
[i])+

m∑

h=|S′|+1

1
A

(
1− 1

a[h]

)
CB

max

h∏

i=|S′|+1

(1 + αA
[i]) =

∏
h∈S′

ah

A
− 1

A
+A

∏
h∈S′

ah


 ∏

h∈S\S′

ah

A
− 1

A


=

1 + D −A− 1
A
≤ QA (1)

其中, |S′|表示子集 S′ 中的工件个数, (1−1/a[h])/A
和 αA

[h] (h = 1, 2, · · · ,m) 分别为在第 h 个位置上加

工工件的权值和恶化率.
因此, 我们得到一个可行调度满足

∑
wA

h CA
h ≤

QA 与 CB
max ≤ QB.

反之, 若存在一个调度实例满足
∑

wA
h CA

h ≤
QA 与 CB

max ≤ QB, 则 Subset product 问题有
解. 假设集合 S′ 是加工在工件 JB

1 之前的代理

A 的工件集, 于是工件 JB
1 的完工时间为 CB

max =
t0

∏
JA

h ∈S′(1+αA
h )(1+αB

1 ) = A
∏

h∈S′ ah ≤ QB.因

此, 我们有
∏

h∈S′ ah ≤ A. 此外, 基于式 (1) 我们有∑m

h=1 wA
h CA

h =
∏

h∈S′ ah/A−1/A+D−∏
h∈S′ ah ≤

QA, 即
∏

h∈S′ ah ≥ A. 因此,
∏

h∈S′ ah = A. 由此可

知, 集合 S′ 为 Subset product 问题提供了解. ¤
现在我们给出一个伪多项式时间动态规划算

法来求解问题 1|pA
h = αA

h t; pB
k = αB

k t|∑wA
h CA

h :
CB

max ≤ QB.

引理 2. 对于问题 1|pA
h = αA

h t; pB
k =

αB
k t|∑wA

h CA
h : CB

max ≤ QB, 如果存在一个最优

调度, 那么所有代理 B 的工件连续加工.
证明. 基于引理 1 中工件的最大完工时间与加

工顺序无关, 将工件交换位置使得代理 B 中除最后

一个工件外其他的工件向右移动到代理 B 中最后一

个工件前与之连续加工, 这样得到的调度中代理 A

中每个工件的完工时间不会增加, 进而总加权完工
时间也不会增加. ¤
基于引理 2, 将所有代理 B 的工件构成一个大

的工件, 记为工件 B.
引理 3. 对于问题 1|pA

h = αA
h t; pB

k =
αB

k t|∑wA
h CA

h : CB
max ≤ QB, 如果存在一个最优

调度, 那么在工件 B 之前生产与之后生产的代理 A

的工件集, 分别按比值 αA
h /(1 + αA

h )wA
h 不减的顺序

加工生产.
证明. 由引理 2 我们知道, 工件 B 将代理 A

中的工件分成前后两部分, 每部分工件集对应于问
题 1|pA

h = αA
h t|∑wA

h CA
h . 利用文献 [15] 中最小化

总加权完工时间的最优调度将所有工件按照比值
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αA
h /(1 + αA

h )wA
h 不减的顺序加工生产, 因此结论得

以证明. ¤
以下我们假设所有的参数均为非负整数. 假设

在工件 B 之前生产的代理 A 的工件集记为集合 S1,
之后生产的代理 A 的工件集记为集合 S2. 由引理 3
假设所有代理 A 的工件按比值 αA

h /(1 + αA
h )wA

h 不

减的顺序排列.
算法 1. 设 f(h, t, s) 是调度一部分工件

JA
1 , JA

2 , · · · , JA
h 时代理 A 的最小总加权完工时间,

其中 t 是集合 S1 中工件的最大完工时间, s 是工件

B 的开始加工时间. 定义 Ah = t0
∏h

i=1(1 + αA
i ). 当

机器加工完工件 JA
h−1 时, 加工工件 JA

h 或者在集合

S1中,此时有 f(h, t, s) = f(h−1, t
1+αA

h

, s)+wA
h t;或

者在集合 S2 中, 此时有 f(h, t, s) = f(h− 1, t, s) +
s
∏nB

k=1(1 + αB
k )wA

h
Ah

t
. 由此我们有如下动态规划:

初始条件: f(0, t0, s) = 0, f(h, t, s) = +∞, 如

果 t < 0或者 t > s, s = t0, t0+1, · · · , b QB∏nB
k=1(1+αB

k )
c.

递归关系: f(h, t, s) =

min





f(h−1, t
1+αA

h

, s) + wA
h t, t0 ≤ t ≤ s,

f(h−1, t, s)+s
nB∏
k=1

(1 + αB
k )wA

h
Ah

t
, t0 ≤ t ≤ s.

最优解值: min{f(nA, t, s) : t0 ≤ t ≤ s, s =
t0, t0 + 1, · · · , b QB∏nB

k=1(1+αB
k )
c}.

显然算法 1 的复杂性是 O(nAQ2
B).

2.2 1|pA
h =αA

h t; pB
k =αB

k t|∑wA
h UA

h : CB
max≤QB1|pA

h =αA
h t; pB

k =αB
k t|∑wA

h UA
h : CB

max≤QB1|pA
h =αA

h t; pB
k =αB

k t|∑wA
h UA

h : CB
max≤QB

我们首先通过 Subset product 问题归结证明问
题 1|pA

h = αA
h t; pB

k = αB
k t|∑wA

h UA
h : CB

max ≤ QB

是 NP 难的, 然后我们针对一些特殊情形给出了求
解方法.

2.2.1 NP难证明

定 理 2. 问 题 1|pA
h = αA

h t; pB
k =

αB
k t|∑wA

h UA
h : CB

max ≤ QB 是 NP 难的.
证明. 给定 SP 问题的一个实例, 构造我们问题

的一个实例如下:
nA = m, nB = 1; αA

h = ah − 1, wA
h = ln ah,

dA
h = A, h = 1, 2, · · · ,m; αB

1 = A − 1; t0 = 1;
QA = ln B, QB = A2.

与定理 1 证明类似, 我们能证明存在一个调度
目标值满足

∑
wA

h UA
h ≤ QA 与 CB

max ≤ QB, 当且仅
当 SP 问题有解, 这里省略详细证明. ¤
注 1. 从定理 2 的证明可以得出如下问题也是

NP 难的:
1|pA

h = αA
h t; pB

k = αB
k t|∑wA

h UA
h : fB

max ≤ QB

1|pA
h = αA

h t; pB
k = αB

k t|∑wA
h UA

h :
∑

UB
k ≤ QB

1|pA
h = αA

h t; pB
k = αB

k t|∑wA
h UA

h :
∑

wB
k UB

k ≤ QB

2.2.2 1|pA
h = αA

h t; pB
k = αB

k t|∑UA
h : fB

max ≤ QB1|pA
h = αA

h t; pB
k = αB

k t|∑UA
h : fB

max ≤ QB1|pA
h = αA

h t; pB
k = αB

k t|∑UA
h : fB

max ≤ QB

由注 1 知道问题 1|pA
h = αA

h t; pB
k = αB

k t|∑
wA

h UA
h : fB

max ≤ QB 是 NP 难的, 本节我们
考虑它的一个特殊情况, 即当代理 A 中所有工

件权值相等时问题是可解的. 首先对每一个工件
JB

k , 定义一个最晚开始加工时间 LSB
k 满足: 当

t ≤ LSB
k 时, fB

k ((1 + αB
k )t) ≤ QB; 当 t > LSB

k

时, fB
k ((1 + αB

k )t) > QB. 将代理 B 的所有工件按

LSB
k 不减的顺序排列, 这时我们重新定义 LSB

k ,

设 LSB
nB

:= LSB
nB

, LSB
k := min{LSB

k ,
LSB

k+1

1+αB
k

},
k = nB − 1, · · · , 1.

我们定义可中断问题 1|pA
h = αA

h t; pB
k = αB

k t,
pmtn|γA : γB ≤ QB, 其中 pmtn 表示工件允许中

断, 如下:
定义 1. 假设 [si, ti], i = 1, 2, · · · , k 是工件 JX

j

的 k 个不相交的加工间隔, 其中 0 < rX
j < s1 <

t1 < s2 < t2 < · · · < sk < tk. 定义工件 JX
j 在间隔

[si, ti], i = 1, 2, · · · , k 内的恶化率为 IX
ji = ti−si

si
, 并

且
∏k

i=1(1 + IX
ji ) = 1 + αX

j (见文献 [16]).
由文献 [2] 中问题 1||∑UA

h : fB
max ≤ QB 的结

论推广, 我们得到如下两个性质:
引理 4. 如果问题 1|pA

h = αA
h t; pB

k =
αB

k t, pmtn|∑UA
h : fB

max ≤ QB 存在一个最优解, 那
么问题 1|pA

h = αA
h t; pB

k = αB
k t|∑UA

h : fB
max ≤ QB

存在一个关于代理 A 工件相同数量拖期工件数的最

优解.
引理 5. 如果问题 1|pA

h = αA
h t; pB

k =
αB

k t, pmtn|∑UA
h : fB

max ≤ QB 存在一个最优解,
那么最优解中所有代理 B 的工件不可中断地在时刻

LSB
k 开始加工.
基于引理 5, 对于问题 1|pA

h = αA
h t; pB

k =
αB

k t, pmtn|∑UA
h : fB

max ≤ QB 的一个最优解,
我们可以先确定代理 B 每个工件的位置, 代理
A 中工件的位置可以通过一个辅助问题来确定.
在辅助问题中, 只包括不可中断的代理 A 中的

工件, 对于工件 JA
h , 它的修正工期 d̄A

h 定义如

下: 如果 dA
h 落在间隔 [LSB

k , (1 + αB
k )LSB

k ] 外
部, 那么 d̄A

h = dA
h − ∑

(1+αB
k )LSB

k ≤dA
h

αB
k LSB

k ; 如
果 dA

h 落在间隔 [LSB
k , (1 + αB

k )LSB
k ] 内部, 那么

d̄A
h = LSB

k −∑
(1+αB

k )LSB
k ≤dA

h
αB

k LSB
k . 最后代理 A

中工件的位置可以通过文献 [15] 中的问题 1|pA
h =

αA
h t|∑UA

h 来确定. 由此基于引理 4, 我们得到解决
问题 1|pA

h = αA
h t; pB

k = αB
k t|∑UA

h : fB
max ≤ QB 的

最优算法如下:
算法 2.
步骤 1. 利用修正的工期, 通过解问题 1|pA

h =
αA

h t|∑UA
h 来确定代理 A 中工件的位置.
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步骤 2. 从左到右在时刻 LSB
k 不可中断地加工

代理 B 中的每个工件, 得到问题 1|pA
h = αA

h t; pB
k =

αB
k t, pmtn|∑UA

h : fB
max ≤ QB 的一个最优调度, 此

时设工件 JA
h 的完工时间为 CA

h .

步骤 3. 在间隔 [ CA
h

1+αA
h

, CA
h ] 内调度完整的工

件 JA
h , 并向后移动所有其他的工件, 最终得到问题

1|pA
h = αA

h t; pB
k = αB

k t|∑UA
h : fB

max ≤ QB 的最优

解.
算法 2中排列代理B 的工件需要O(nB log nB)

时间, 解决辅助问题 1|pA
h = αA

h t|∑UA
h 需要

O(nA log nA) 时间, 故算法 2 的时间复杂性是
O(nA log nA) + O(nB log nB).

2.2.3 1|pA
h =αA

h t; pB
k =αB

k t|∑wA
h UA

h :
∑

wB
k UB

k1|pA
h =αA

h t; pB
k =αB

k t|∑wA
h UA

h :
∑

wB
k UB

k1|pA
h =αA

h t; pB
k =αB

k t|∑wA
h UA

h :
∑

wB
k UB

k

≤ QB≤ QB≤ QB

通过注 1, 我们知道问题 1|pA
h = αA

h t; pB
k =

αB
k t|∑wA

h UA
h :

∑
wB

k UB
k ≤ QB 是 NP 难的. 下面

给出一个伪多项式时间动态规划算法, 进而说明问
题 1|pA

h = αA
h t; pB

k = αB
k t|∑wA

h UA
h :

∑
wB

k UB
k ≤

QB 也是一般意义 NP 难的.
引理 6. 如果问题 1|pA

h = αA
h t; pB

k =
αB

k t|∑wA
h UA

h :
∑

wB
k UB

k ≤ QB 存在一个最优调

度, 那么所有延迟工件在调度末尾连续加工, 所有提
前工件在调度开头按最小工期 (Earliest due date,
EDD) 优先规则连续加工.
证明. 将所有延迟工件移动到调度末尾连续加

工, 那么所有提前工件将在调度开头连续加工, 因此
所有提前工件的完工时间不会增加, 进而加权拖期
工件数也不会增加. 将所有提前工件在调度开头按
EDD 规则连续加工, 这样也不会增加加权拖期工件
数. ¤
算法 3.
由引理 6 我们假设所有的工件按 EDD 规则排

列, 即 d1 ≤ d2 ≤ · · · ≤ dn. 设 C(i, wA, wB) 是调度
一部分工件 J1, J2, · · · , Ji 中最后一个提前工件的最

小完工时间, 其中 wA 与 wB 分别是代理 A 与 B 中

拖期工件的权值和.
初始条件: C(0, 0, 0) = t0, C(i, wA, wB) =

+∞, 如果 i < 0 或者 wA < 0 或者 wB < 0 或
者 wB > QB.

递归关系:
f(i, wA, wB) ={

0, 如果 (1 + αi)C(i− 1, wA, wB) ≤ di

+∞, 否则

C(i, wA, wB) =





min{(1 + αi)C(i− 1, wA, wB) + f(i, wA, wB);

C(i− 1, wA − wi, wB)}, 若 Ji ∈ JA

min{(1 + αi)C(i− 1, wA, wB) + f(i, wA, wB);

C(i− 1, wA, wB − wi)}, 若 Ji ∈ JB

最 优 解 值: w∗
A = min{wA : C(nA +

nB, wA, wB) < +∞, 0 ≤ wA ≤ ∑nA

h=1 wA
h , wB ≤

QB}.
容易证明算法 3 的时间复杂性为 O(nQBWA),

其中WA =
∑nA

h=1 wA
h .

下面针对算法 3, 给出一个具体的数值实例.
例 1.
我们假设 JA = {JA

1 , JA
2 }, 其中 αA

1 = 1, αA
2 =

3, dA
1 = 4, dA

2 = 9, wA
1 = 1, wA

2 = 3; JB = {JB
1 },

其中 αB
1 = 0.5, dB

1 = 6, wB
1 = 4; t0 = 1; QB = 5.

所有工件按照工期不减的顺序排列为 dA
1 < dB

1 <

dA
2 , 我们有下面的结论:

f(1, 0, 0) = 0
C(1, 0, 0) = min{(1 + αA

1 )C(0, 0, 0) + f(1, 0, 0);
C(0,−wA

1 , 0)} = 2
f(1, wA

1 , 0) = +∞
C(1, wA

1 , 0) = min{(1 + αA
1 )C(0, wA

1 , 0)+
f(1, wA

1 , 0);C(0, 0, 0)} = 1
f(2, 0, 0) = 0
C(2, 0, 0) = min{(1 + αB

1 )C(1, 0, 0) + f(2, 0, 0);
C(1, 0,−wB

1 )} = 3
f(2, wA

1 , 0) = 0
C(2, wA

1 , 0) = min{(1 + αB
1 )C(1, wA

1 , 0) + f(2, wA
1 ,

0);C(1, wA
1 ,−wB

1 )} = 1.5
f(2, 0, wB

1 ) = +∞
C(2, 0, wB

1 ) = min{(1 + αB
1 )C(1, 0, wB

1 ) + f(2, 0,

wB
1 );C(1, 0, 0)} = 2

f(2, wA
1 , wB

1 ) = +∞
C(2, wA

1 , wB
1 ) = min{(1 + αB

1 )C(1, wA
1 , wB

1 ) + f(2,

wA
1 , wB

1 );C(1, wA
1 , 0)} = 1

f(3, 0, 0) = +∞
C(3, 0, 0) = min{(1 + αA

2 )C(2, 0, 0) + f(3, 0, 0);
C(2,−wA

2 , 0)} = +∞
f(3, wA

1 , 0) = 0
C(3, wA

1 , 0) = min{(1 + αA
2 )C(2, wA

1 , 0) + f(3, wA
1 ,

0);C(2, wA
1 − wA

2 , 0)} = 6
f(3, 0, wB

1 ) = 0
C(3, 0, wB

1 ) = min{(1 + αA
2 )C(2, 0, wB

1 ) + f(3, 0,

wB
1 );C(2,−wA

2 , wB
1 )} = 8

由于 C(3, 0, wB
1 ) < +∞, 并且 wB

1 < QB, 因此

最优调度是 {JA
1 , JA

2 , JB
1 }, 具有最优值 w∗

A = 0.

由注 1 知道问题 1|pA
h = αA

h t; pB
k =

αB
k t|∑wA

h UA
h :

∑
UB

k ≤ QB 是 NP 难的, 利用
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算法 3 同样可以在伪多项式时间 O(nnBWA) 内
求得最优解, 其中 WA =

∑nA

h=1 wA
h . 因此, 问题

1|pA
h = αA

h t; pB
k = αB

k t|∑wA
h UA

h :
∑

UB
k ≤ QB

也是一般意义 NP 难的.
当代理 A 中工件的权值相等以及代理 B 中

工件的权值也相等时, 即问题 1|pA
h = αA

h t; pB
k =

αB
k t|∑UA

h :
∑

UB
k ≤ QB, 利用算法 3 仍可获得问

题的最优解, 此时算法的时间复杂性为 O(nnAnB),
所以问题 1|pA

h = αA
h t; pB

k = αB
k t|∑UA

h :
∑

UB
k ≤

QB 是多项式时间可解的.

3 不同释放时间模型

由上一节我们知道, 当工件释放时间相同时, 最
小化总加权完工时间和最小化总加权拖期工件数是

NP 难问题, 对于这两个问题的求解是非常难的. 所
以当工件释放时间不同时最小化这两个目标函数也

同样是 NP 难的, 求解方法会更加复杂. 因此, 对于
这两个目标函数我们只考虑上一节中释放时间相同

的特殊情况, 而不再研究释放时间不同的情况. 另外
在上节中我们得到最小化一个代理的拖期工件数使

得另一个代理的拖期工件数不超过一个给定的上界

是多项式时间可解的, 同时由文献 [17] 知道最小化
一个代理的最大完工时间或者最小化这个代理的总

完工时间同时满足另一个代理的最大完工时间不超

过一个给定的上界, 这两个问题也是多项式时间可
解的, 但是当工件的释放时间不同时, 以上三个问题
都是 NP 难的. 因此, 本节我们将对这三个问题给出
NP 难的理论证明, 以及提出它们一些可解的特殊情
况.

3.1 1|pA
h = αA

h t; pB
k = αB

k t; rj|CA
max : CB

max ≤ QB1|pA
h = αA

h t; pB
k = αB

k t; rj|CA
max : CB

max ≤ QB1|pA
h = αA

h t; pB
k = αB

k t; rj|CA
max : CB

max ≤ QB

我们首先证明问题 1|pA
h = αA

h t; pB
k =

αB
k t; rj|CA

max : CB
max ≤ QB 是 NP 难的, 然后针

对一个特殊情况给出了最优算法.
3.1.1 NP难证明

问题 1|nr − a; pj = αjt|C [29]
max. 给定 m 个工件

J1, · · · , Jm 在一台单机上不可中断地加工, 所有工
件在时刻 t0 均可到达. 工件的恶化率为 αj, j =
1, 2, · · · ,m. 机器在时间间隔 (b1, b2), b2 > b1 > t0
内不可利用. 是否存在一个调度满足 Cmax ≤ Q?
定理 3. 问题 1|pA

h = αA
h t; pB

k = αB
k t; rj|CA

max :
CB

max ≤ QB 是 NP 难的.
证明. 我们通过 NP 难问题 1|nr − a; pj =

αjt|Cmax 来证明. 构造我们问题的一个实例如下:
nA = m, nB = 1; αA

h = αh, rA
h = t0, h =

1, 2, · · · ,m; rB
1 = b1; QA = Q, QB = b1(1 + αB

1 ) =
b2.

显然, 构造的实例就是问题 1|nr − a; pj =

αjt|Cmax. 因此我们的问题是 NP 难的. ¤

3.1.2 1|pA
h =αA

h t; pB
k =αB

k t; rA =r; rB = t0|CA
max :1|pA

h =αA
h t; pB

k =αB
k t; rA =r; rB = t0|CA

max :1|pA
h =αA

h t; pB
k =αB

k t; rA =r; rB = t0|CA
max :

CB
max ≤ QBCB
max ≤ QBCB
max ≤ QB

假设代理 A 中工件有共同的释放时间 rA = r,

代理 B 中工件有共同的释放时间 rB = t0, 且 r >

t0. 假设所有参数均为非负整数.
这种情况下不妨假设 t0

∏nB

k=1(1 + αB
k ) > r, 否

则, 如果存在一个可行解, 那么我们能在时刻 r 之前

调度代理 B 的所有工件. 与引理 2 证明相似, 我们
有下面的性质:
引理 7. 对于问题 1|pA

h = αA
h t; pB

k = αB
k t; rA =

r; rB = t0|CA
max : CB

max ≤ QB, 如果存在一个最优

解, 那么代理 A 的所有工件在时刻 r 或者 r 之后连

续加工.
定理 4. 对于问题 1|pA

h = αA
h t; pB

k = αB
k t; rA =

r; rB = t0|CA
max : CB

max ≤ QB, 如果存在一个最优解

满足条件: 1) t0
∏nB

k=1(1+αB
k ) = QB, 那么最优调度

是在时刻 t0 以任意顺序先加工代理 B 中的所有工

件, 再以任意顺序在时刻 QB 加工代理 A 中的所有

工件; 2) QB < CB
OPT (sA = r), 其中 CB

OPT (sA = r)
表示机器具有不可利用间隔 (r, r

∏nA

h=1(1+αA
h )) 时,

最小化代理 B 中所有工件的最大完工时间的最优

值, 这里代理 B 中工件如果在不可利用间隔之前没

有加工完, 那么在遇到不可利用间隔后必须从头开
始加工, 即工件不可中断, sA 表示代理 A 的开始

加工时间, 那么此时的最优调度在 O(nB(QB − r +
1)(QB − t0)) 时间内能获得; 3) QB ≥ CB

OPT (sA =
r), 其中 CB

OPT (sA = r) 的定义如 2) 中所示, 那么
最优调度在 O(nB(r − t0)) 时间内能获得.
证明. 1) 的结论是显然的.
2) 对于每个 sA, sA = r, r +1, · · · , t0

∏nB

k=1(1+
αB

k ), 构造一个对应的新问题 π, 其中机器具有不可
利用间隔 (sA, sA

∏nA

h=1(1 + αA
h )), 且代理 B 中工件

不可中断. 利用问题 1|nr−a; pj = αjt|C [29]
max 的求解

动态规划, 对于每个 sA 我们得到一个最优值 CB
max,

从中选择满足条件 CB
max ≤ QB < CB

OPT (sA = r) 的
最小的 sA, 这个 sA 所对应的调度即为最优调度. 问
题 1|nr − a; pj = αjt|C [29]

max 的求解动态规划时间复

杂度为O(m(b1−t0)),并且 sA 有 t0
∏nB

k=1(1+αB
k )−

r + 1 个取值, t0
∏nB

k=1(1 + αB
k ) ≤ QB, 因此, 最优调

度在 O(nB(QB − r + 1)(QB − t0)) 时间内能获得.
3) 如果 QB ≥ CB

OPT (sA = r), 那么我们能够在
时刻 r 连续地生产代理 A 中的所有工件, 然后利用
问题 1|nr − a; pj = αjt|C [29]

max 的求解动态规划调度

具有不可利用间隔 (r, r
∏nA

h=1(1+αA
h ))时代理B 中

所有工件. 因此, 最优调度在 O(nB(r − t0)) 时间内
能获得. ¤
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3.2 1|pA
h =αA

h t; pB
k =αB

k t; rj|
∑

CA
h : CB

max≤QB1|pA
h =αA

h t; pB
k =αB

k t; rj|
∑

CA
h : CB

max≤QB1|pA
h =αA

h t; pB
k =αB

k t; rj|
∑

CA
h : CB

max≤QB

我们首先证明问题 1|pA
h = αA

h t; pB
k =

αB
k t; rj|

∑
CA

h : CB
max ≤ QB 是 NP 难的, 然后针

对一个特殊情况给出最优算法.

3.2.1 NP难证明

问题1|nr − a; pj = αjt|
∑

C
[29]
j . 给定 m 个工

件 J1, · · · , Jm 在一台单机上不可中断地加工, 所有
工件在时刻 t0 均可到达. 工件的恶化率为 αj, j =
1, 2, · · · ,m. 机器在时间间隔 (b1, b2), b2 > b1 > t0
内不可利用. 是否存在一个调度满足

∑
Cj ≤ Q?

定 理 5. 问 题 1|pA
h = αA

h t; pB
k =

αB
k t; rj|

∑
CA

h : CB
max ≤ QB 是 NP 难的.

证明. 通过NP难问题 1|nr−a; pj = αjt|
∑

Cj

来证明我们的问题. 构造一个实例如下:
nA = m, nB = 1; αA

h = αh, rA
h = t0, h =

1, 2, · · · ,m; rB
1 = b1; QA = Q, QB = b1(1 + αB

1 ) =
b2.

显然, 构造的实例就是问题 1|nr − a; pj =
αjt|

∑
Cj. 因此我们的问题是 NP 难的. ¤

3.2.2 1|pA
h = αA

h t; pB
k = αB

k t; rA = t0; rB =1|pA
h = αA

h t; pB
k = αB

k t; rA = t0; rB =1|pA
h = αA

h t; pB
k = αB

k t; rA = t0; rB =
r|∑CA

h : CB
max ≤ QBr|∑CA

h : CB
max ≤ QBr|∑CA

h : CB
max ≤ QB

假设代理 A 中工件有共同的释放时间 rA = t0,

代理B 中工件有共同的释放时间 rB = r, 且 r > t0.

假设所有参数均为非负整数. 同样类似于引理 2 的
证明, 我们有下面的两个性质:
引理 8. 对于问题 1|pA

h = αA
h t; pB

k = αB
k t; rA =

t0; rB = r|∑CA
h : CB

max ≤ QB, 如果存在一个最优

调度, 那么代理 B 的所有工件在时刻 r 或者 r 之后

连续加工.
由引理 8, 我们假设所有代理 B 中的工件构成

一个大的工件, 记为工件 B.
引理 9. 对于问题 1|pA

h = αA
h t; pB

k = αB
k t; rA =

t0; rB = r|∑CA
h : CB

max ≤ QB, 如果存在一个最

优调度, 那么在工件 B 之前生产与之后生产的代理

A 的工件集分别按最小恶化率 (Smallest deteriora-
tion rate, SDR) 优先规则加工生产.

证明. 由引理 8 我们知道, 工件 B 将代理 A 中

的工件分成前后两部分, 每部分工件集对应于问题
1|pA

h = αA
h t|∑CA

h . 利用文献 [15] 中最小化总完工
时间的最优调度为将所有工件按照 SDR 规则加工
生产, 因此结论得以证明. ¤
由引理 9 假设所有代理 A 的工件按恶化率不减

的顺序排列. 类似于算法 1, 有如下的动态规划:
算法 4.
设 f(h, t, s) 是调度一部分工件 JA

1 , JA
2 , · · · , JA

h

时代理 A 的最小总完工时间, 其中 t 是在工件 B 之

前加工的代理 A 中工件的最大完工时间, s 是工件

B 的开始加工时间. 定义 Ah = t0
∏h

i=1(1 + αA
i ).

初始条件: f(0, t0, s) = 0, f(h, t, s) = +∞, 如

果 t < 0 或者 t > s, s = r, r + 1, · · · , b QB∏nB
k=1(1+αB

k )
c.

递归关系:

f(h, t, s) = min





f(h− 1, t
1+αA

h

, s) + t, t0 ≤ t ≤ s,

s = r, r + 1, · · · , b QB
nB∏
k=1

(1+αB
k )

c

f(h− 1, t, s) + s
nB∏
k=1

(1 + αB
k )Ah

t
,

t0 ≤ t ≤ s,

s = r, r + 1, · · · , b QB
nB∏
k=1

(1+αB
k )

c

最优解值: min{f(nA, t, s) : t0 ≤ t ≤ s, s =
r, r + 1, · · · , b QB∏nB

k=1(1+αB
k )
c}.

容易证明算法 4 的复杂性是 O(nAQ2
B).

3.3 1|pA
h =αA

h t; pB
k =αB

k t; rj|
∑

UA
h :

∑
UB

k ≤QB1|pA
h =αA

h t; pB
k =αB

k t; rj|
∑

UA
h :

∑
UB

k ≤QB1|pA
h =αA

h t; pB
k =αB

k t; rj|
∑

UA
h :

∑
UB

k ≤QB

本节我们将研究问题 1|pA
h = αA

h t; pB
k =

αB
k t; rj|

∑
UA

h :
∑

UB
k ≤ QB 的复杂性. 对于该

问题当代理 B 的工件只有一个释放时间和一个工期

时, 那么问题至少是一般意义 NP 难的; 当代理 B

的工件具有任意数量的释放时间和工期时, 那么问
题是强 NP 难的. 最后针对一个特殊情况提出了多
项式时间算法.

3.3.1 NP难证明

定理 6. 对于问题 1|pA
h = αA

h t; pB
k =

αB
k t; rj|

∑
UA

h :
∑

UB
k ≤ QB, 如果代理 B 的工

件只有一个释放时间和一个工期, 那么问题至少是
一般意义 NP 难的.
证明. 我们通过 Subset product 问题归结来证

明. 给定 SP 问题的一个实例, 构造我们问题的一个
实例如下:

nA = m, nB = 1; αA
h = ah − 1, rA

h = t0 = 1,

dA
h = AD, h = 1, 2, · · · ,m; αB

1 = A − 1, rB
1 = A,

dB
1 = A2; QA = 0, QB = 0.

与定理 3 证明类似, 在此省略详细证明. ¤
定理 7. 对于问题 1|pA

h = αA
h t; pB

k =
αB

k t; rj|
∑

UA
h :

∑
UB

k ≤ QB, 如果代理 B 的工

件具有任意数量的释放时间和工期, 那么问题是强
NP 难的.
证明. 我们通过强 NP 难的 4-Product (4-P)

问题[30] 归结来证明. 4-P 问题描述如下:
4-Product(4-P) problem. 给定正有理数

a1, a2, · · · , a4p 以及 A, 满足 A
1
5 < ai < A

1
3 , i =

1, 2, · · · , 4p, 并且
∏4p

i=1 ai = Ap, 是否存在一个划

分将集合 X = {1, 2, · · · , 4p} 划分成 p 个不相交

的子集 X1, X2, · · · , Xp 满足
∏

i∈Xk
ai = A, k =
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1, 2, · · · , p?
给定 4-P 问题的一个实例, 构造我们问题的一

个实例如下:
nA = 4p, nB = p; αA

h = ah − 1, rA
h = t0 = 1,

dA
h = A2p, h = 1, 2, · · · , 4p; αB

k = A − 1, rB
k =

A2k−1, dB
k = A2k, k = 1, 2, · · · , p; QA = 0, QB = 0.

我们可以证明, 存在一个调度目标值满足∑
UA

h ≤ QA 与
∑

UB
k ≤ QB, 当且仅当 4-P 问

题有解.
假设给定 p 个不相交的子集X1, X2, · · · , Xp 满

足
∏

i∈Xk
ai = A, k = 1, 2, · · · , p. 设 JXk

表示对

应于集合 Xk 中元素的工件集. 我们构造机器上工
件的调度如下所示: 首先调度代理 B 中的工件在它

们各自的释放时间, 即工件 JB
1 在 rB

1 = A 时刻开

始生产, 它的完工时间为 CB
1 = A2 = dB

1 ; 工件 JB
2

在 rB
2 = A3 时刻开始生产, 它的完工时间为 CB

2 =
A4 = dB

2 ; 直到最后一个工件 JB
p 在 rB

p = A2p−1 时

刻开始生产, 它的完工时间为 CB
p = A2p = dB

p . 然

后在时间间隔 [t0A2k−2, t0A
2k−1] 内无空闲时间地调

度集合 JXk
(k = 1, 2, · · · , p) 中的工件. 因此, 我们

得到
∑

UA
h = 0 ≤ QA 与

∑
UB

k = 0 ≤ QB.

假设给定我们问题实例的一个调度满足∑
UA

h ≤ QA 与
∑

UB
k ≤ QB, 其中条件

∑
UB

k ≤
QB = 0能够成立必须有每个工件 JB

k 在各自的释放

时间 rB
k = A2k−1 开始加工, 这是由于 αB

k = A− 1,

rB
k = A2k−1 以及 dB

k = A2k, k = 1, 2, · · · , p 所决

定的. 因此, 所有的工件 JB
k 形成了 p 个不相交的

时间间隔 [t0A2k−2, t0A
2k−1] (k = 1, 2, · · · , p). 由于

CB
p = dA

h = A2p, 所以条件
∑

UA
h ≤ QA = 0 能够

成立必须所有的工件 JA
h (h = 1, 2, · · · , 4p) 在这些

间隔内加工完成. 由于
∏4p

h=1(1 + αA
h ) =

∏4p

h=1 ah =
Ap, 并且每个间隔有 A 时间单位长度, 因此这些间
隔内的工件集就对应于集合 Xk (k = 1, 2, · · · , p).
因此, 这为 4-P 问题提供了解. ¤

3.3.2 1|pA
h = αA

h t; pB
k = αB

k t; agr(rj, dj)|
∑

UA
h :1|pA

h = αA
h t; pB

k = αB
k t; agr(rj, dj)|

∑
UA

h :1|pA
h = αA

h t; pB
k = αB

k t; agr(rj, dj)|
∑

UA
h :∑

UB
k ≤ QB

∑
UB

k ≤ QB

∑
UB

k ≤ QB

我们考虑所有工件释放时间与工期一致的

调度问题, 即如果 ri < rj, 那么 di ≤ dj, 表

示为 agr(rj, dj). 类似于引理 6 的证明, 我们能
证明引理的结论对于问题 1|pA

h = αA
h t; pB

k =
αB

k t; agr(rj, dj)|
∑

UA
h :

∑
UB

k ≤ QB 仍然成立.
类似于算法 3, 有如下的动态规划算法:
算法 5.
假设所有的工件按 r1 ≤ r2 ≤ · · · ≤ rn 以及

d1 ≤ d2 ≤ · · · ≤ dn 顺序排列. 设 C(i, h, k) 是调度
一部分工件 J1, J2, · · · , Ji 中最后一个提前工件的最

小完工时间, 其中 h 与 k 分别是当前调度中代理 A

与 B 至多能拖期的工件数.
初始条件: C(0, 0, 0) = t0, C(i, h, k) = +∞, 若

i < 0 或 h < 0 或 k < 0 或 k > QB.

递归关系: f(i, h, k) ={
0, 如果 max{C(i− 1, h, k), ri}(1 + αi) ≤ di

+∞,否则

C(i, h, k)=





min{max{C(i−1, h, k), ri}(1+αi)+

f(i, h, k);C(i−1, h−1, k)},
若 Ji ∈ JA,

min{max{C(i−1, h, k), ri}(1+αi)+

f(i, h, k);C(i−1, h, k−1)},
若 Ji ∈ JB.

最优解值: h∗ = min{h : C(n, h, k) < +∞, k≤
QB}.
容易证明算法 5 的时间复杂性为 O(nnAnB).

4 结论

本文研究了带有简单线性恶化工件和释放时间

的两个代理单机调度问题, 其中工件释放时间可以
相同也可以不同. 目的是找到一个调度使得满足第
二个代理的目标函数不超过一个给定上界的约束下,
最小化第一个代理的目标函数. 对于一般问题我们
证明了问题的复杂性, 对于难解的问题我们针对原
问题或者原问题的一些特殊情况提出了伪多项式时

间或多项式时间算法. 在本文的研究基础上, 我们以
后将对本文中证明是一般意义 NP 难的问题分析设
计全多项式时间近似算法, 同时对其他的目标函数
或者其他的机器调度环境作进一步的研究.
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