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基于有限时间输出反馈的线性扩张状态观测器

杨 明 1 董 晨 1 王松艳 1 晁 涛 1

摘 要 为快速、准确地观测系统中的未知扰动及状态, 提出一种有限时间线性扩张状态观测器 (Finite-time linear extended

state observer, FT-LESO), 它具有期望的收敛性能且结构简单、易于设计. 假设系统的状态无法量测, 观测器设计问题转化

为扰动下的输出反馈控制问题. 针对该问题, 提出一种扰动下的有限时间线性输出反馈控制方法, 得到控制器参数与闭环系统

状态向量 2-范数间的解析关系. 在此基础上, 提出有限时间线性扩张状态观测器, 得到观测器参数与观测误差收敛速度及稳态

观测误差间的解析关系, 给出一充分条件保证观测误差有限时间有界、且能以不低于指数收敛的速度收敛到给定范围内, 为观

测器参数设计提供理论依据. 通过数值仿真验证提出的观测器, 仿真结果与理论分析相符, 提出的观测器是有效的.
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Linear Extended State Observer Based on Finite-time Output Feedback

YANG Ming1 DONG Chen1 WANG Song-Yan1 CHAO Tao1

Abstract To observe unknown disturbance and states in a system rapidly and exactly, a finite-time linear extended state

observer (FT-LESO) is proposed. The observer is with desired observation performance, simple structure, and is easy to

design. Suppose the states are unmeasurable, the observer design problem is transformed to an output-feedback control

problem of a system with disturbance. To solve the control problem, a linear finite-time output-feedback control method is

presented. An analytic relationship between the controller′s parameter and state vector′s 2-norm of the closed-loop system

is derived. Based on the control method, an FT-LESO is proposed. An analytic relationship between the FT-LESO′s
parameter, observation error′s convergence speed, and steady observation error is obtained. And a sufficient condition

is derived to ensure the observation error is finite-time bounded and can converge to a specified range no slower than

exponential convergence. This sufficient condition provides a theoretical basis for designing an FT-LESO. The FT-LESO

is demonstrated by a numerical simulation. Simulation results are coincident with theoretical analysis. The proposed

FT-LESO is effective.
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vation error
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扩张状态观测器 (Extended state observer,
ESO) 可对系统中的不可测状态以及未知扰动进
行观测, 它是自抗扰控制[1] 等非线性控制技术的重

要组成部分, 在干扰估计[2−4]、故障诊断[5] 中发挥着

重要作用, 被应用到很多工程领域[2−6].
按照结构不同, ESO 可分为线性扩张状态观

测器 (Linear extended state observer, LESO) 与
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非线性扩张状态观测器 (Nonlinear extended state
observer, NESO) 两类. NESO 是最先被提出的
ESO, 通过合理选择观测器中的非线性函数和相关
参数, 观测器对一定范围的不确定系统有很好的扩
张状态跟踪性能[7]. 二阶 NESO 的收敛性能可借
助 Lyapunov 理论进行分析[8]. 对于高阶 NESO,
将观测误差系统转化为带有小扰动的渐近稳定系

统, 并利用高增益消除扰动, 可以分析观测器的收
敛性能[9−10]. 然而, NESO 中非线性函数的选择缺
乏明确的理论依据, 大多数情况下需要依靠设计者
的经验来选择. 为了便于 ESO 的设计与应用, 将
NESO 中的非线性函数替换为线性函数就得到了
LESO[11]. 可以证明, 对严重的模型不确定性及几种
典型的干扰, LESO 的观测误差是有界的[12−13]. 进
一步研究可知, 当系统模型已知时, 观测误差趋于
零; 当系统模型未知时, 观测误差有界[14], 并得到观
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测误差收敛的条件, 给出观测器参数的数值设计方
法[15]. 基于鲁棒控制理论也能得到 LESO 参数设计
方法, 使观测误差满足二次型性能指标[16]. 区别于
前述的时域方法, 可以从频域角度对 LESO 的收敛
性能进行研究, 通过理论与数值方法得到 LESO 参
数和观测效果的关系[17].
收敛性能是 ESO 的重要指标, 良好的收敛性能

可以保证 ESO 快速、准确地估计扰动和状态, 这对
于以 ESO 为基础的自抗扰控制、故障诊断等非常重
要. 收敛性能同样是控制器设计的一个关键指标, 有
限时间控制方法对于保证闭环系统的收敛性能有很

大优势[18]. 但是, 目前少有文献从有限时间控制的
角度对 ESO 的收敛性能进行研究并以此指导 ESO
设计. 借鉴有限时间输出反馈控制[19−20] 及有限时

间观测器[21−22] 的思想,本文提出一种有限时间线性
扩张状态观测器 (Finite-time linear extended state
observer, FT-LESO), 它除了具有 LESO 的结构简
单、参数少、易于设计等优点外, 还具有有限时间特
性. FT-LESO 能保证观测误差有限时间有界, 并得
到时间、观测误差收敛速度、观测误差上界与观测

器参数之间的解析关系式. 基于该关系式, 可以根
据对观测误差收敛速度、稳态观测误差的要求设计

观测器参数, 同时也能计算观测误差上界小于某一
给定阈值的时间. 这对于设计具有期望收敛性能的
ESO 有重要的意义.
本文提出一种有限时间线性扩张状态观测器.

考虑系统状态无法量测的情况, 将 FT-LESO 的设
计问题转化为存在扰动的观测误差系统的输出反馈

控制问题. 针对这一问题, 提出一种扰动下的有限时
间线性输出反馈控制方法, 得到控制器参数与闭环
系统状态向量 2-范数间的解析关系. 在此基础上提
出 FT-LESO, 得到观测器参数与观测误差收敛速度
及稳态观测误差间的解析关系, 给出一充分条件保
证观测误差有限时间有界, 并且能以不低于指数收
敛的速度收敛到给定范围内. 根据这一充分条件, 可
计算 FT-LESO 参数, 保证观测误差的收敛速度和
稳态观测误差满足要求, 使观测器获得期望的收敛
性能. 利用数值仿真验证对提出的 FT-LESO 进行
验证.

1 研究基础及问题描述

1.1 LESO的一般形式

考虑一类存在扰动的 n 阶积分器链系统

ẋxx(t) = Axxx(t) + B[u(t) + w(t)]

y(t) = Cxxx(t) (1)
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其中, t为时间, xxx(t) ∈ Rn 为状态向量, u(t) ∈ R为
输入, y(t) ∈ R 为输出, w(t) ∈ R 为未知的扰动, A

∈ Rn×n, B ∈ Rn×1, C ∈ R1×n 分别为系统矩阵、

输入矩阵和输出矩阵.
将扰动 w(t) 视为一个扩张状态, 在系统 (1) 的

基础上得到状态扩张系统

ẋxxE(t) = A1xxxE(t) + B1u(t) + B2ẇ(t)

y(t) = C1xxxE(t) (2)

其中, xxxE = [xxxT(t) w(t)]T ∈ Rn+1 为扩张的状态向

量, ẇ(t) 为扰动变化率, A1 ∈ R(n+1)×(n+1), B1 ∈
R(n+1)×1, B2 ∈ R(n+1)×1, C1 ∈ R1×(n+1) 分别为

A1 =

[
A B

0 0

]
, B1 =

[
B

0

]
, B2 =

[
0
1

]
,

C1 =
[
C 0

]

式中, 0 为维数恰当的零矩阵.
建立一般的 LESO

żzz(t) = A1zzz(t) + B1u(t) + B2uo(t)

yo(t) = C1zzz(t) (3)

其中, zzz(t) ∈ Rn+1 为观测器状态向量, uo(t) ∈ R
为观测器输入, yo(t) ∈ R 为观测器输出. 记观测误
差为 eee(t) = zzz(t) − xxxE(t), 由系统 (2) 与观测器 (3)
可构造观测误差系统

ėee(t) = A1eee(t) + B2[uo(t)− ẇ(t)]

ye(t) = C1eee(t) (4)

其中, eee(t) ∈ Rn+1, ye(t) ∈ R 为观测误差系统的输
出, ye(t) = yo(t) − y(t). 当 eee(t) 趋于零时, 由 z(t)
即可得到状态 xxx(t) 及扰动 w(t) 的观测值.

1.2 问题描述

考察观测误差系统 (4), 观测器设计的目标是在
存在未知的扰动变化率 ẇ(t) 的情况下, 通过观测器
输入 uo(t) 的控制作用使观测误差 eee(t) 趋于零. 由
于 eee(t) = zzz(t)− xxxE(t), xxxE(t) = [xxxT(t) w(t)]T, xxx(t)
无法测量并且 w(t) 未知, 因此无法获得系统 (4) 的
状态 eee(t), 故只能通过系统 (4) 的输出 ye(t) 构造控
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制律. 在这种情况下, 观测器的设计问题可转化为存
在未知扰动的系统 (4) 的输出反馈控制问题.
假设 1. 观测误差系统 (4) 满足 (A1, B2) 可控

且 (A1, C1) 可观.
假设 2. 未知扰动 w(t) 可微, 即扰动变化率

ẇ(t) 有界, ∀ t ∈ R+ 满足 |ẇ(t)| ≤ d2, 其中 d2 为大

于零的实常数[11].
定义 1 (有限时间有界)[23]. 给定三个正标量

c1, c2, T , c1 < c2, 一个正定矩阵 R 和一类信号W ,
称线性系统 ẋxx(t) = Axxx(t) + Bwww(t), xxx(0) = xxx0 关于

(c1, c2,W, T, R) 有限时间有界, 如果对所有的 www(t)
∈ W 有 xxxT

0 Rxxx0 ≤ c1 ⇒ xxxT(t)RRRxxx(t) ≤ c2, ∀ t ∈
[0, T ].
基于以上的假设与定义, 本文研究的观测器设

计问题可描述为:
问题 1. 设计输出反馈控制器

ξ̇ξξ(t) = Akξξξ(t) + Bkye(t)

uo(t) = Ckξξξ(t) (5)

其中, ξξξ(t) ∈ Rn+1 为输出反馈控制器的状态向量,
Ak ∈ R(n+1)×(n+1), Bk ∈ R(n+1)×1, Ck ∈ R1×(n+1)

分别为待设计的输出反馈控制器参数矩阵.
使观测误差系统 (4) 和输出反馈控制器 (5) 构

成的闭环系统满足:
1) 观测误差有限时间有界;
2) 观测误差的 2-范数以期望的速度收敛到给定

的范围内.

2 有限时间线性扩张状态观测器

针对问题 1, 本节通过引理 1 及定理 1 给出扰
动下的有限时间线性输出反馈控制方法. 在此基础
上, 通过定理 2 给出 FT-LESO 以及基于有限时间
线性输出反馈的 FT-LESO 设计方法.

2.1 扰动下的有限时间线性输出反馈控制

在给出定理 1 前, 首先给出得到定理 1 所需的
引理及其证明.
引理 1 (系统 ẋxx(t) = Jxxx(t) 的性质). 有 n 阶

线性系统 ẋxx(t) = Jxxx(t), 系统矩阵 J ∈ Rn×n 为具

有 n 个重特征值 λ ∈ R 的 Jordan 阵. 设 V (t) =
‖xxx(t)‖2

2, 则 V̇ (t) ≤ 2(1 + λ)V (t). 其中, ‖ · ‖2 代表

向量的 2-范数.
证明. 取 Lyapunov 函数 V (t) = ‖xxx(t)‖2

2 ≥ 0,
则 V (t) 对时间的变化率为

V̇ (t) = 2xxxT(t)Jxxx(t) =

2
[
xxxT(t)λIxxx(t) + xxxT(t)Îxxx(t)

]
=

2

[
λV (t) +

n−1∑
i=1

xixi+1

]
(6)

式中, I 为维数恰当的单位阵, xi 为 xxx(t) 的第 i 个

元素, i = 1, 2, · · · , n, Î 为一上三角矩阵

Î =




0 1 · · · ∅
... 0

. . .
...

...
...

. . . 1
∅ · · · · · · 0




由于

V (t)−
n−1∑
i=1

xixi+1 =
n∑

i=1

x2
i −

n−1∑
i=1

xixi+1 =

1
2

[
x2

1 +
n−1∑
i=1

(xi − xi+1)
2 + x2

n

]
≥ 0

因此, 有
n−1∑
i=1

xixi+1 ≤ V (t)

将上式代入式 (6), 有

V̇ (t) ≤ 2(1 + λ)V (t)

¤
在引理 1 的基础上, 定理 1 给出了扰动下的有

限时间线性输出反馈控制方法.
定理 1 (扰动下的有限时间线性输出反馈控制).

在假设 1 与假设 2 下, 对于存在扰动的线性系统 (4)
以及实数 γ > 1, 若输出反馈控制器 (5) 满足 Ak =
A1 +B2Ck−BkC1, λi(A1 +B2Ck) = −γ, λi(A1 −
BkC1) = −γ, i = 1, 2, · · · , n + 1, λi(·) 代表矩阵的
第 i 个特征值, 则闭环系统:

1) 关于 (c1, c2,W, T, I) 有限时间有界. 记闭
环系统状态向量为 XXX(t), 有 c1 = ‖XXX(0)‖2

2, c2 =
κ2

2(Q)c1, T ∈ R+, W 为符合假设 2 的一类扰动的
集合, I ∈ R2(n+1)×2(n+1) 为单位矩阵. 并且 ∀T ∈
R+, ‖XXX(T )‖ 存在一个上界

‖XXX(T )‖2 ≤− k(γ)d2

1− γ
+

[
κ2(Q)‖XXX(0)‖2 +

k(γ)d2

1− γ

]
e(1−γ)T

式中, k(γ) = ‖Q‖2‖Q−1BX‖2, κ2(Q) = ‖Q‖2 ×
‖Q−1‖2 为 Q 的谱条件数, Q ∈ R2(n+1)×2(n+1) 为可

逆的变换矩阵, Q−1AXQ = J , AX 与 BX 分别为



62 自 动 化 学 报 41卷

AX =

[
A1 B2Ck

BkC1 Ak

]
, BX =

[
−B2

0

]

J ∈ R2(n+1)×2(n+1) 为 Jordan 矩阵.
2) ‖XXX(t)‖ 以不低于 e(1−γ)t 的速度收敛到 [0,

−k(γ)d2/(1− γ)] 内.
证明. 存在扰动的线性系统 (4) 与输出反馈控

制器 (5) 构成的闭环系统为

ẊXX(t) = AXXXX(t) + BXẇ(t)

AX =

[
A1 B2Ck

BkC1 Ak

]
, BX =

[
−B2

0

]
(7)

其中, XXX(t) = [eeeT(t) ξξξT(t)]T ∈ R2(n+1) 为闭环系统

的状态向量, AX ∈ R2(n+1)×2(n+1) 为系统矩阵, BX

∈ R2(n+1)×1 为输入矩阵. 取实数 γ > 0, 根据假设
1, 通过极点配置设计 Bk 与 CX , 使 λi(A1 + B2Ck)
= −γ, λi(A1 − BkC1) = −γ, i = 1, 2, · · · , n + 1,
并设 Ak = A1 + B2Ck −BkC1. 考察 AX 有

AX =

[
A1 B2Ck

BkC1 A1 + B2Ck −BkC1

]
∼

[
A1 + B2Ck B2Ck

0 A1 −BkC1

]
= ĀX

其中, ĀX 为 AX 的相似矩阵. 根据分块矩阵及相似
矩阵的性质可知, λi(AX) = −γ, i = 1, 2, · · · , 2(n+
1). 对 ĀX 进行 Jordan 分解有 ĀX = QJQ−1. 通
过线性变换XXX(t) = QYYY (t), 将闭环系统 (7) 变换为

ẎYY (t) = JYYY (t) + Q−1BXẇ(t)

取 Lyapunov 函数 V (t) = ‖YYY (t)‖2
2 = YYY T(t)YYY (t),

则

V̇ (t) = ẎYY
T
(t)YYY (t) + YYY T(t)ẎYY (t) =

2
[
YYY T(t)JYYY (t) + YYY T(t)Q−1BXẇ(t)

]
(8)

根据引理 1, 对式 (8) 进行整理有

V̇ (t) = 2YYY T(t)JYYY (t) + 2YYY T(t)Q−1BXẇ(t) ≤
2(1− γ)V (t) + 2

∣∣∣YYY T(t)Q−1BXẇ(t)
∣∣∣ ≤

2(1− γ)V (t) + 2 ‖YYY (t)‖2

∥∥Q−1BX

∥∥
2
|ẇ(t)|

(9)

取 v(t) = V 0.5(t) = ‖Y (t)‖2, 将 v(t) 代入式 (9), 可
得

v̇(t) ≤ (1− γ)v(t) +
∥∥Q−1BX

∥∥
2
|ẇ(t)|

根据假设 2 中的 |(ẇ)| ≤ d2, 有

v̇(t) ≤ (1− γ)v(t) +
∥∥Q−1BX

∥∥
2
d2

将上式两端同时对时间积分, 以 ‖YYY (t)‖2 代替 v(t),
整理可得

‖YYY (t)‖2 ≤− d2

1− γ
‖Q−1BX‖2 +

[
‖YYY (0)‖2 +

d2

1− γ

∥∥Q−1BX

∥∥
2

]
e(1−γ)t

(10)

由线性变换XXX(t) = QYYY (t), 根据向量范数与矩阵范
数的相容性, 有

1
‖Q‖2

‖XXX(t)‖2 ≤ ‖YYY (t)‖2 ≤ ‖Q−1‖2‖XXX(t)‖2 (11)

将式 (11) 代入式 (10), 可得

‖XXX(t)‖2

‖Q‖2

≤ ‖YYY (t)‖2 ≤ − d2

1− γ
‖Q−1BBBX‖2 +

[
‖Q−1‖2‖XXX(0)‖2 +

d2

1− γ
‖Q−1BX‖2

]
e(1−γ)t

经整理有

‖XXX(t)‖2 ≤− k(γ)d2

1− γ
+

[
κ2(Q)‖XXX(0)‖2 +

k(γ)d2

1− γ

]
e(1−γ)t

(12)

式中, k(γ) = ‖Q‖2‖Q−1BX‖2, κ2(Q) = ‖Q‖2 ×
‖Q−1‖2. XXX(0) 为闭环系统状态的初值, ‖XXX(0)‖2 有

界. 当取 γ > 1 时:
1) 设单位阵 I ∈ R2(n+1)×2(n+1), 由于XXXT(t) ×

IXXX(t) = ‖X(t)‖2
2, 取三个正标量 c1 = ‖X(0)‖2

2, c2

= κ2
2(Q)c1, T ∈ R+, 记W 为符合假设 2 的所有扰

动的集合, 则根据式 (12) 易知, ∀w(t) ∈ W 和 t ∈
[0, T ], XXXT(0)IXXX(0) ≤ c1 ⇒ XXXT(t)IXXX(t) ≤ c2, 闭
环系统关于 (c1, c2,W, T, I) 有限时间有界. 并且由
式 (12), ∀T ∈ R+, ‖XXX(T )‖2 满足

‖XXX(T )‖2 ≤− k(γ)d2

1− γ
+

[
κ2(Q)‖XXX(0)‖2 +

k(γ)d2

1− γ

]
e(1−γ)T

2) 根据式 (12), 当 t → +∞ 时, ‖XXX(t)‖2 ≤
−k(γ)d2/(1 − γ), 并且在 t → +∞ 的过程中

‖XXX(t)‖2 的收敛速度不低于 e(1−γ)t. 因此, 闭环系统
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状态向量的 2-范数能以不低于 e(1−γ)t 的速度收敛到

给定范围 [0,−k(γ)d2/(1− γ)] 内.
¤

2.2 基于有限时间输出反馈的 FT-LESO

基于定理 1 给出的扰动下的有限时间线性输出
反馈控制方法, 本小节对 FT-LESO 进行研究, 通过
定理 2 给出 FT-LESO 及其设计方法.
定理 2 (FT-LESO设计方法). 对于满足假设

1与假设 2的系统 (1)以及实数 γ > 1,有FT-LESO

żzz(t) = A1zzz(t) + B2Ck(γ)ξξξ(t) + B1u(t)

ξ̇ξξ(t) = Bk(γ)C1zzz(t) + Ak(γ)ξξξ(t)−Bk(γ)y(t)
(13)

若 FT-LESO 的参数矩阵 Ak(γ), Bk(γ), Ck(γ) 满
足 Ak = A1 +B2Ck−BkC1, λi(A1 +B2Ck) = −γ,
λi(A1 − BkC1) = −γ, i = 1, 2, · · · , n + 1, 则 zzz(t)
能够跟踪 xxxE(t) = [x1, x2, · · · , xn, w]T, 并使跟踪误
差 eee(t) = zzz(t)− xxxE(t) 满足:

1) eee(t) 关于 (c1, c2,W, T, I) 有限时间有界. 其
中, T ∈ R+, c1 = ‖eee(0)‖2

2, c2 = [κ2(Q)‖XXX(0)‖2]2,
XXX(0) = [eeeT(0), ξξξT(0)]T, ξξξ(0) 为输出反馈控制器状
态的初值, W 为符合假设 2 的一类扰动的集合, I ∈
R2(n+1)×2(n+1) 为单位阵. 并且 ∀T ∈ R+, ‖eee(T )‖2

存在一个上界

‖eee(T )‖2 ≤− k(γ)d2

1− γ
+

[
κ2(Q)‖XXX(0)‖2 +

k(γ)d2

1− γ

]
e(1−γ)T

2) ‖eee(t)‖2 向给定有界范围内收敛的速度不低

于 e(1−γ)t.
3) 对于给定正实数 δ, 当 t → +∞ 时稳态观测

误差 eee(∞) 满足 ‖eee(∞)‖2 ≤ δ 的充分条件为

γ ≥ d2

δ
+ 1 (14)

称 γ 为 FT-LESO 的观测器参数.
证明. 根据定理 1, 利用有限时间线性输出反馈

控制方法针对一般 LESO (3) 设计控制器, 将得到
的控制器 (5) 代入式 (3), 可得 FT-LESO

żzz(t) = A1zzz(t) + B2Ck(γ)ξξξ(t) + B1u(t)

ξ̇ξξ(t) = Bk(γ)C1zzz(t) + Ak(γ)ξξξ(t)−Bk(γ)y(t)

设计观测器参数矩阵 Ak, Bk, Ck, 使它们满足
Ak = A1 + B2Ck − BkC1, λi(A1 + B2Ck) = −γ,
λi(A1 − BkC1) = −γ, i = 1, 2, · · · , n + 1, 观测器
参数 γ > 1. 根据定理 1, XXX(t) = [eeeT(t) ξξξT(t)]T,

‖XXX(t)‖2 满足式 (12) 且闭环系统是有限时间有界
的. 由于 ‖eee(t)‖2 ≤ ‖XXX(t)‖2, 将其代入式 (12), 有

‖eee(t)‖2 ≤− k(γ)d2

1− γ
+

[
κ2(Q)‖XXX(0)‖2 +

k(γ)d2

1− γ

]
e(1−γ)t (15)

式中, k(γ) = ‖Q‖2‖Q−1BX‖2, XXX(0) = [eeeT(0)
ξξξT(0)]T, ξξξ(0) 为输出反馈控制器初值, ‖ξξξ(0)‖2 与

‖XXX(0)‖2 均是有界的. 当 γ > 1 时:
1) 设单位阵 I ∈ R2(n+1)×2(n+1), 取三个正标量

c1 = ‖eee(0)‖2
2, c2 = [κ2(Q)‖XXX(0)‖2]2, T ∈ R+, 记

W 为符合假设 2 的所有扰动的集合, 则根据式 (15)
易知, ∀w(t) ∈ W 和 t ∈ [0, T ], eeeT(0)Ieee(0) ≤ c1 ⇒
eeeT(t)Ieee(t) ≤ c2, eee(t)关于 (c1, c2,W, T, I)有限时间
有界. 并且根据式 (15), ∀T ∈ R+, ‖eee(T )‖2 满足

‖eee(T )‖2 ≤− k(γ)d2

1− γ
+

[
κ2(Q)‖XXX(0)‖2 +

k(γ)d2

1− γ

]
e(1−γ)T

2) 根据式 (15), 在 t → +∞ 的过程中, 式 (15)
右端第 2 项以 e(1−γ)t 的速度趋于零. 而由式 (15)
右端第 1 项可知, 当 t → +∞, ‖eee(t)‖2 ≤ −k(γ)d2/

(1− γ). 因此, ‖eee(t)‖2 能以不低于 e(1−γ)t 的速度收

敛到 (0,−k(γ)d2/(1− γ)] 内.
3) 称 t → +∞ 时的观测误差为稳态观测误

差, 记为 eee(∞). 根据定理 1, 对于给定正实数 δ, 当
‖XXX(t)‖2 ≤ δ 时, 有 ‖eee(t)‖2 ≤ ‖XXX(t)‖2 ≤ δ. 此时,
由式 (11) 可知

‖YYY (t)‖2 ≤ ‖Q−1‖2‖XXX(t)‖2 ≤ δ‖Q−1‖
根据式 (10) 可知, 当 t → +∞ 时, 有

‖YYY (t)‖2 ≤− d2

1− γ
‖Q−1BX‖2 ≤

− d2

1− γ
‖Q−1‖2‖BX‖2 =

d2

γ − 1
‖Q−1‖2

因此, 若使 ‖YYY (t)‖2 ≤ δ‖Q−1‖2, 则须使 ‖Q−1‖2d2/

(γ−1) ≤ δ‖Q−1‖2,即 1+d2/δ ≤ γ. 因此, ‖eee(∞)‖2

≤ δ 的充分条件为 γ ≥ 1 + d2/δ. ¤
注 1. 根据定理 2 可知, FT-LESO 的观测误差

是有限时间有界的. 由式 (15) 可知, 随观测器参数
γ 的增大, 观测误差 2-范数的收敛速度增快. 稳态观
测误差的 2-范数不超出由 δ 规定的范围, 且该范围
随观测器参数 γ 的增大而减小. 此外, 通过式 (15)
还能计算 ‖eee(t)‖2 上界小于某一给定阈值的时间, 即
对于两个正实数 T > 0、ε > 0, 使 ‖eee(T )‖2 ≤ ε 的

T 满足
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T ≥ ln
[

(1− γ)ε + k(γ)d2

(1− γ)κ2(Q)‖XXX(0)‖2 + k(γ)d2

]

上述性质对于观测器设计以及扰动观测与补偿具有

重要的意义.
注 2. 基于定理 2 给出的 FT-LESO 设计方

法, 能够得到结构简单且仅含一个设计参数的 FT-
LESO. 利用定理 2, 可以根据对观测误差收敛速度
以及稳态观测误差的设计要求计算观测器参数 γ,
使观测器具有期望的收敛性能, 这有利于 FT-LESO
的设计与应用.

3 数例与仿真验证

考虑如下存在扰动的双积分器系统

ẋxx(t) = Ax(t) + B[u(t) + w(t)],xxx(0) = xxx0

y = Cx(t)

A =

[
0 1
0 0

]
, B =

[
0
1

]
, C =

[
1
0

]T

(16)

假设扰动 w(t) = 0.01 sin(t), 设计 FT-LESO 对扰
动进行观测. 系统 (16) 的状态扩张系统如式 (2) 所
示, 其中

A1 =




0 1 0
0 0 1
0 0 0


 , B2 =




0
0
1


 , C1 =




1
0
0




T

A1, B2, C1 符合假设 1. 取观测器参数 γ > 1, 根据
定理 2 给出的方法, 设计观测器参数矩阵为

Bk =




3γ

3γ2

γ3


 , Ck = −




γ3

3γ2

3γ




T

Ak = A1 + B2Ck −BkC1

得到如式 (13) 所示的 FT-LESO. 扰动 w(t) 及其变
化率 ẇ(t) 满足假设 2, d2 = 0.01. 根据定理 2 中的
式 (14), 当 δ = 2.5 × 10−3, 1.0 × 10−3, 5.0 × 10−4

时, 计算可得对应的 γ ≥ 5.0, 11.0, 21.0.
在数值仿真中, 设初始时刻为 0, 系统 (16) 的初

值 xxx(0) = [1 0.1]T, 利用 PD 控制律 u(t) = −(x1 +
2x2) 镇定系统 (16). 作为对比, 引入文献 [11] 中的
LESO

żzz(t) =




0 1 0
0 0 1
0 0 0


zzz(t) +




0
1
0


u(t)−




3γ

3γ2

γ3


 e1(t)

式中, e1(t) = z1(t) − x1(t), γ 为观测器参数. 对
LESO 建立观测误差系统 (4), 可见 γ 的作用也是

将观测误差系统的系统矩阵的全部特征值配置到

−γ. FT-LESO 及 LESO 的初值均设为 zzz(0) =
[1 0.1 0]T, FT-LESO 中输出反馈控制器初值取为
ξξξ(0) = [0 0 0]T. 分别取 γ = 5.0, 11.0, 21.0 对
FT-LESO 与 LESO 同时进行仿真, 考察两种观测
器对扰动的观测效果, 仿真结果如图 1 和图 2 所示.
观测误差的 2-范数随时间的变化曲线如图 1 所

示. 图中, 实线代表 FT-LESO 的观测误差 2-范数,
虚线代表 LESO 的观测误差 2-范数, 长虚线代表稳

(a) 观测器参数 γ = 5.0

(a) Observer parameter γ = 5.0

(b) 观测器参数 γ = 11.0

(b) Observer parameter γ = 11.0

(c) 观测器参数 γ = 21.0

(c) Observer parameter γ = 21.0

图 1 观测误差的 2-范数随时间的变化曲线

(实线: FT-LESO; 虚线: LESO)

Fig. 1 The 2-norm of the observation error vs. time

(solid line: FT-LESO; dash line: LESO)
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(a) 观测器参数 γ = 5.0

(a) Observer parameter γ = 5.0

(b) 观测器参数 γ = 11.0

(b) Observer parameter γ = 11.0

(c) 观测器参数 γ = 21.0

(c) Observer parameter γ = 21.0

图 2 扰动及其观测值随时间的变化曲线 (点划线: 扰动真实

值; 实线: FT-LESO 观测值; 虚线: LESO 观测值)

Fig. 2 The disturbance and its estimations vs. time

(dash dot line: disturbance; solid line: FT-LESO;

dash line: LESO)

态观测误差 2-范数的上限值 δ. 由图 1 可见, FT-
LESO 的观测误差 2-范数有界, 随着观测器参数 γ

的增大, FT-LESO 观测误差 2-范数的衰减速度增
快, 且 FT-LESO 的稳态观测误差 2-范数均小于规
定的上限值. 上述结果与定理 2 给出的结果相符. 同
时, 对比 FT-LESO 与 LESO 的观测误差 2-范数可
见, FT-LESO 观测误差的 2-范数明显小于 LESO
观测误差的 2-范数.
扰动及其观测值随时间的变化曲线如图 2 所

示. 图中, 点划线代表扰动的真实值, 实线代表 FT-

LESO 的扰动观测值, 虚线代表 LESO 的扰动观
测值. 由图可见, 随着观测器参数 γ 的增大, FT-
LESO 与 LESO 均能够更快地对扰动进行跟踪. 但
与 LESO 相比, FT-LESO 对扰动的跟踪效果更好,
该结果与图 1 给出的观测误差的 2-范数随时间的变
化曲线相符.

4 结论

本文在研究扰动下的有限时间线性输出反馈控

制方法的基础上, 提出一种有限时间线性扩张状态
观测器, 保证观测误差有限时间有界, 并且观测误差
的 2-范数能以不低于指数收敛的速度收敛到给定范
围内. 得到观测器参数与观测误差收敛速度、稳态观
测误差间的解析关系式, 为观测器的参数设计提供
了理论依据. 仿真结果表明, 随观测器参数增大, 观
测误差 2-范数的收敛速度增快、稳态观测误差 2-范
数减小, 并且稳态观测误差的 2-范数小于规定的上
限值, 该结果与理论分析相符. 得到的观测器结构简
单、设计参数少、有利于观测器设计与应用. 提出的
有限时间线性扩张状态观测器是有效的.
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