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非最小相位系统的基函数型自适应迭代学习控制

张 黎 1 刘 山 1

摘 要 针对重复运行的未知非最小相位系统的轨迹跟踪问题, 结合时域稳定逆特点, 提出了一种新的基函数型自适应迭代

学习控制 (Basis function based adaptive iterative learning control, BFAILC) 算法. 该算法在迭代控制过程中应用自适应迭

代学习辨识算法估计基函数模型, 采用伪逆型学习律逼近系统的稳定逆, 保证了迭代学习控制的收敛性和鲁棒性. 以傅里叶基

函数为例, 通过在非最小相位系统上的控制仿真, 验证了算法的有效性.
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Abstract Combined with stable inversion, a new basis function based adaptive iterative learning control (BFAILC)

algorithm is proposed to track the desired output trajectory for repetitive non-minimum phase systems. In this method,

an adaptive iterative identification algorithm is designed to estimate the system′s basis function space model, and a

pseudo inverse type learning law is used to approximate the stable inversion of the non-minimum phase system, which

guarantees the convergence and robustness of the control system. Using an extended time-domain Fourier basis function

as an example, the performance and effectiveness of the proposed algorithm are verified through numerical simulations for

the non-minimum phase system.
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迭代学习控制 (Iterative learning control, ILC)
适用于具有重复运行特点的系统. 与常规反馈控制
一般应用误差信号实现对系统期望轨迹的渐近跟踪

不同, 迭代学习控制通过重复对期望轨迹进行控制
尝试, 根据先前的偏差信息修正控制输入, 实现有限
时间区间上期望轨迹的完全跟踪[1−2], 其本质上是
对系统逆的一种逼近[3]. 然而, 针对非最小相位系
统, 由于其不存在稳定的因果逆, 若要求迭代学习控
制的输出轨迹完全跟踪期望轨迹, 则迭代控制输入
必然发散. 迭代学习控制对于非最小相位系统控制
效果差的根本原因, 是非最小相位系统具有不稳定
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的内动态[1].
常规的因果逆无法保证非最小相位系统跟踪问

题的控制输入有界, 为解决这一问题, Devasia 等[4]

和 Chen 等[5] 提出了非因果的稳定逆理论, 将系统
的时间区间 [0,+∞] 放宽为 [−∞,+∞], 使求解逆
的零时刻初值问题放松为在±∞ 上状态为零的边值
问题, 通过对不稳定内动态的反向积分保证了系统
逆的有界. Sogo[6] 证明了线性非最小相位系统在频

域双边 Laplace 变换意义下的逆与时域非因果稳定
逆等价, 从而可以在频域上计算稳定逆. 这两类方法
都将求解空间从 L [0,+∞] 扩展为 L [−∞,+∞], 在
计算中要求知道系统在当前时刻以后的状态, 本质
上是以放弃因果性来保证计算稳定性, 这也使稳定
逆控制难以应用于实际. 为提供可实际运行的稳定
逆控制, Zou[7] 提出了基于预测的稳定逆控制, 将稳
定逆的无穷积分区间用一段有限时间区间代替, 通
过滚动优化的方法计算近似稳定逆, 但该方法对系
统的模型要求很高, 缺乏鲁棒性. 迭代学习控制在运
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行过程中已知以往系统运行的信息, 能够提供系统
非因果的预测信息, 因此稳定逆技术适合在迭代学
习控制中应用. Kinosita 等[8] 提出了一种应用伴随

系统的非因果迭代学习律, 最终的系统输入能够收
敛到系统的稳定逆. 刘山等[9] 提出了一种基于稳定

逆的最优开闭环综合迭代学习控制, 通过将期望轨
迹延拓和平移的方式给出了非因果的学习律应用于

实际中的运行方式. Ghosh 等[10] 基于线性标称模

型设计了伪逆型学习律, 算法对于未建模动态和输
入扰动具有一定的鲁棒性.

然而, 上述基于稳定逆的迭代学习控制都依赖
于系统的精确模型, 限制了方法的应用. 为避免这
个问题, 在迭代计算时采用基函数模型逼近真实模
型是一个可行的思路. 基函数型迭代学习控制的思
路是将输入输出信号投影到由一组正交基函数张成

的有限维空间中, 然后在基函数空间构造迭代学习
律. 基函数模型的复杂度与基函数的个数有关, 与
原系统的阶数无关. 对于难以建模的高阶系统, 采用
基函数模型可以避免传统的机理建模所需大量的先

验知识或基于数据的控制方法所需大量的数据试验.
刘山等[11] 针对存在扰动的未知非线性系统, 利用
小波基函数将系统模型参数化, 采用迭代学习的方
式逼近小波逼近的系数. Phan 等[12] 和 Hamamoto
等[13] 分别针对离散系统和连续系统, 在基函数空间
设计了相应的迭代学习律. Van de Wijdeven 等[14]

指出基函数型迭代学习控制是一种数据驱动的控制

方法, 无需知道系统的模型, 具有较强的鲁棒性. 常
规的基函数迭代学习控制方法的运行空间限定在

L [0, T ] 上, 针对非最小相位系统同样效果较差. 刘
山等[15] 提出了一种针对非最小相位系统的基函数

迭代学习控制, 通过对频域 Laguerre 基函数进行扩
展, 使得基函数张成的空间能够覆盖到稳定逆所在
的空间, 较好地解决了非最小相位系统轨迹跟踪问
题, 但该方法在选取基函数时需要知道系统的相对
阶, 并且需要在迭代学习控制前进行以所有基函数
为输入的辨识实验, 给实际运行带来了不便. 基函数
模型的辨识是基函数型迭代学习控制的关键, 由于
迭代学习控制的重复运行特征, 可以采用在迭代运
行过程中自适应辨识基函数模型的方法.

传统比例、积分、微分 (Proportion, integra-
tion, differentiation, PID) 型迭代学习控制无需知
道系统的模型信息, 但学习律的参数选取也是一个
困难的问题[3]. 基于优化的迭代学习控制能够系统
化地设计迭代学习律, 但却过于依赖于系统的精确
模型[16]. 自适应迭代学习控制则能够兼顾上述两种
方法的优点, 避免两者的缺陷[1]. 自适应迭代学习控
制一般仅需利用模型的不精确的先验知识, 构造参

数化的迭代学习律, 并针对迭代学习控制重复运行
的特点, 利用运行过程中的相关数据, 对学习律的参
数进行自适应优化, 逐渐达到基于优化的迭代学习
控制的效果. Chi 等[17] 针对一类参数时变不确定的

非线性离散系统, 提出了一种自适应迭代学习控制.
Islam 等[18] 提出了一种基于观测器输出的自适应迭

代学习控制架构. Imai 等[19] 提出了一种根据被控

对象的特性变化调整学习律增益的自适应迭代学习

控制.
本文针对非最小相位系统, 采用自适应迭代学

习控制的思想, 从时域稳定逆计算[4] 出发, 将稳定
逆的计算公式进行分解和重新组合, 得出了用时域
基函数级数逼近系统稳定逆的一个充分条件, 提出
了一种新型的基函数型自适应迭代学习控制 (Basis
function based adaptive iterative learning control,
BFAILC) 算法, 克服了常规迭代学习控制对于非最
小相位系统跟踪效果差的缺陷. BFAILC 根据一次
系统在线运行的输入输出数据进行系统基函数模型

辨识, 并在迭代学习过程中对辨识参数进行自适应
调整; 进一步以基函数模型辨识参数为基础, 采用
伪逆型迭代学习控制律使控制输入逼近系统的稳定

逆. BFAILC 算法在选择基函数时, 无需知道系统
的相对阶信息, 避免了所有基函数作为输入的离线
辨识实验[13, 15]. 本文分析了 BFAILC 算法的鲁棒
收敛性; 并以傅里叶基函数为例, 将 BFAILC 与优
化 ILC 和扩展 Laguerre ILC 进行了仿真对比.

1 非最小相位系统的基函数型迭代学习控制

本文的研究对象是未知的单入单出非最小相位

线性时不变系统, 其系统描述为

ẋxx (t) = Axxx (t) + Bu (t)
y (t) = Cxxx (t)

(1)

其中, A ∈ RRRn×n, B ∈ RRRn×1, C ∈ RRR1×n 均为未知

的模型参数, xxx (t), u (t) 和 y (t) 分别为系统的状态、
输入和输出, 系统相对阶为 r. 选取一组时域正交基
函数 ϕϕϕ = [φ1, φ2, · · · , φN ]T, N ∈ NNN+, 其张成的空
间记为

A := span{φ1, φ2, · · · , φN}
第 i 个基函数 φi ∈ L [0, T ], 且在 L [0, T ] 上
满足正交关系 〈φi, φj〉 = ∆ij, 其中 〈u, v〉 =∫ T

0
u (t) v (t) dt 表示 L [0, T ] 上的内积, ∆ij 为Kro-

necker 函数. 将系统 (1) 的输入输出信号 u (t) 和
y (t) 投影到基函数空间:

u (t) = ϕϕϕTααα, y (t) = ϕϕϕTβββ
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其中, ααα = [α1, α2, · · · , αN ]T,βββ = [β1, β2, · · · , βN ]T.
若系统 (1) 的单位脉冲响应为 g (t), 则系统的基函
数空间输入输出模型为

βββ = Hααα (2)

模型矩阵 H 各元素为

hij = 〈φi, g (t) ∗ φj〉 , i, j ≤ N (3)

符号 ∗ 表示卷积运算 u ∗ v =
∫ t

0
u (t− τ) v (τ) dτ .

给定系统的期望输出 yd (t), 其在基函数空间的
投影表示为 βββd ∈ A. 若第 k 次迭代运行的输出误

差为 ek (t) = yd (t) − yk (t), 其基函数空间投影为
ek(t) = ϕϕϕTεεεk. 针对基函数空间模型 (2), 基函数型
迭代学习控制的目标是设计迭代学习律:

αααk+1 = αααk + Γεεεk (4)

使得当 k →∞ 时, ‖εεεk‖ → 0.
针对非最小相位系统, 稳定逆是使得输出轨迹

完全跟踪期望轨迹的唯一能量有界输入[20], 因此基
函数型迭代学习控制要实现完全跟踪, 本质上是对
稳定逆的逼近, 但稳定逆属于 L [−∞,+∞], 而常规
的基函数一般属于 L [0, T ], 无法逼近稳定逆. 本文
在扩展时域的基函数空间上设计基函数型迭代学习

控制, 使系统控制输入逼近稳定逆.

2 时域稳定逆和基函数空间

2.1 时域稳定逆

定义 1[4]. 假设非最小相位线性时不变系统 (1)
的传递函数在虚轴上没有零点. 若给定期望轨迹满
足 y

(i)
d ∈ L1 ∩ L∞, i = 0, 1, · · · , r, 则存在有界的

xxxd (t) 和 ud (t), 满足:

ẋxxd = Axxxd + Bud

yd = Cxxxd

且当 t → ±∞ 时, 有 ud (t) → 0, xxxd (t) → 0. 此时,
称 ud (t) 和 xxxd (t) 为系统针对 yd (t) 的稳定逆.
对于给定的期望轨迹 yd (t), 令:

YYY d (t) =
(
yd, ẏd, · · · , y

(r−1)
d , y

(r)
d

)T

其中, r 为系统的相对阶, 文献 [4] 给出了时域稳定
逆求解公式:

ud =MY YYY d (t)−Mσs

∫ t

−∞
eAs(t−τ)BsYYY d (τ) dτ+

Mσu

∫ +∞

t

e−Au(τ−t)BuYYY d (τ) dτ

(5)

其中, As 为稳定内动态对应的状态矩阵, 具有负特
征值 λsi, Au 为不稳定内动态对应的状态矩阵, 具有
正特征值 λui, MY、Mσs

、Mσu
、Bs、Bu 为适当维

数的系统参数矩阵.
由于非最小相位系统存在不稳定内动态, 若以

xxx (0) = 0 作为初值条件, 不稳定的内动态必然会使
得控制输入发散. 稳定逆本质上是将初值条件以边
界条件 xxx (±∞) = 0 替换, 稳定的内动态在 (−∞, t)
上积分, 不稳定的内动态在 (t, +∞) 上反向积分, 而
t = 0 时的初值是通过计算得到的. 通过这种方法得
到的稳定逆 ud ∈ L [−∞,+∞], 保证了控制输入的
有界. 从稳定逆的计算式 (5) 可以看到, 其求解过程
完全依赖于系统的精确模型, 缺乏鲁棒性. 本文将稳
定逆计算式 (5) 进行分解和重组, 无须知道相关系
数矩阵的具体数值, 而是通过基函数逼近的方式表
达稳定逆, 并采用迭代学习方法求解逼近的参数.

2.2 稳定逆的分解与重组

从式 (5) 可看出, 稳定逆由理想输出及 r 阶导

数、稳定的内动态和不稳定的内动态三部分叠加组

成, 分别记为 uyd
、uσs

和 uσu
, 即:

uyd
= MY YYY d (t)

uσs
= −Mσs

∫ t

−∞
eAs(t−τ)BsYYY d (τ) dτ

uσu
= Mσu

∫ +∞

t

e−Au(τ−t)BuYYY d (τ) dτ

时域稳定逆的三个组成部分和频域双边

Laplace 变换意义下的稳定逆[15] 是相对应的: uyd

对应频域系统逆的非正则部分, uσs
对应频域系统逆

的正则稳定部分, uσu
对应频域系统逆的正则不稳定

部分. 根据稳定逆式 (5) 可选择基函数迭代学习控
制所需的基函数, 为使基函数空间能够覆盖稳定逆,
要求选择合适的基函数个数能够分别覆盖 uyd

、uσs

和 uσu
. 下面定理 1 给出了一种更有利于基函数选

取的稳定逆计算公式.
定理 1. 对于非最小相位线性时不变系统 (1),

对稳定逆式 (5) 进行分解和重新组合, 重组后的稳
定和不稳定的内动态不含参考轨迹的导数项, 形式
如下:

ud =
r∑

i=0

kyiy
(i)
d (t)+

∑
i

ksi

∫ t

−∞
Msi (t− τ) eλsi(t−τ)yd (τ) dτ+



12期 张黎等: 非最小相位系统的基函数型自适应迭代学习控制 2719

∑
i

kui

∫ +∞

t

Mui (t− τ) eλui(t−τ)yd (τ) dτ (6)

其中, Msi (t− τ) 和Mui (t− τ) 为 t− τ 的多项式,
kyi、ksi、kui 为常系数.
证明. 先考虑稳定逆的稳定内动态部分 uσs

, 不
失一般性, 假设 As 可化为等价的约当块形式. 注意
到 uσs

是标量, 则Mσs
eAs(t−τ)BsYYY d (τ) 可以表示成

Pi (t− τ) eλsi(t−τ)y
(j)
d (τ) 的线性组合, 即:

−Mσs
eAs(t−τ)BsYYY d (τ) =

∑
i,j

biPi (t− τ) eλsi(t−τ)y
(j)
d (τ)

其中, bi 为系数且 bi 6= 0, λsi 表示 As 的第 i 个特

征值且 λsi < 0, Pi (t− τ) 表示 t − τ 的多项式, 其
最高次数与 λsi 的几何重数有关, 则:

∫ t

−∞
biPi (t− τ) eλsi(t−τ)y

(j)
d (τ) dτ =

bi

λsi

∫ t

−∞
Pi (t− τ) y

(j)
d deλsi(t−τ) =

bi

λsi

Pi (t− τ) y
(j)
d eλsi(t−τ)|t−∞−

bi

λsi

∫ t

−∞
Ṗi (t− τ) y

(j)
d eλsi(t−τ)dτ−

bi

λsi

∫ t

−∞
Pi (t− τ) y

(j+1)
d eλsi(t−τ)dτ =

ci

λsi

y
(j)
d − bi

λsi

∫ t

−∞
Ṗi (t− τ) y

(j)
d eλsi(t−τ)dτ−

bi

λsi

∫ t

−∞
Pi (t− τ) y

(j+1)
d eλsi(t−τ)dτ

因此:
∫ t

−∞
Pi (t− τ) y

(j+1)
d eλsi(t−τ)dτ =

ci

bi

y
(j)
d −

∫ t

−∞
Ṗi (t− τ) y

(j)
d eλsi(t−τ)dτ−

∫ t

−∞
λsiPi (t− τ) y

(j)
d eλsi(t−τ)dτ

上式表明 uσs
中含有 y

(j+1)
d 的积分项可以分解

为单独的 y
(j)
d 项和 y

(j)
d 的积分项, 且分解后的

Ṗi (t− τ) + λsiPi (t− τ) 仍为 t − τ 的多项式. 因
此, 可以不断地将 yd 的高阶导数积分项用低阶导数

积分项代替, 最终可以将 uσs
分解为两部分:

uσs
= ũσs

+ uyσs

其中,

uyσs
=

r∑
i=0

diy
(i)
d

ũσs
=

∑
i

ksi

∫ t

−∞
Msi (t− τ) eλsi(t−τ)yd (τ) dτ

Msi (t− τ) 表示 t − τ 的多项式. 用同样的方法可
以将不稳定内动态部分 uσu

分解为

uσu
= ũσu

+ uyσu

其中,

uyσu
=

r∑
i=0

duiy
(i)
d

ũσu
=

∑
i

kui

∫ +∞

t

Mui (t− τ) eλui(t−τ)yd (τ) dτ

Mui (t− τ) 为 t− τ 的多项式, 因此:

ud =
r∑

i=0

kyiy
(i)
d (t)+

∑
i

ksi

∫ t

−∞
Msi (t− τ) eλsi(t−τ)yd (τ) dτ+

∑
i

kui

∫ +∞

t

Mui (t− τ) eλui(t−τ)yd (τ) dτ =

ũyd
+ ũσs

+ ũσu

其中, ũyd
为 yd 及其前 r 阶导数的线性组合, 而 ũσs

和 ũσu
只与 yd 有关. ¤

注 1. 定理 1 给出了稳定逆的另一种表示形式,
表明在求解稳定逆时, 可将 uσs

和 uσu
中 yd 的 i 阶

导数项 (i = 1, · · · , r) 合并到 uyd
中, 重组成新的

ũσs
和 ũσu

, 使 ũσs
和 ũσu

与 yd 有关, 与 yd 的前 r

阶导数项无关. 因此在保证覆盖稳定逆所在空间和
逼近精度的前提下, 重组后的计算公式可以减少选
取的基函数的个数. 本文提出的基函数型迭代学习
控制以形式化的式 (6) 计算稳定逆, 但并不需要知
道式中的参数具体值, 而是通过迭代学习的方式获
得参数值.

2.3 稳定逆的基函数逼近

2.3.1 基函数逼近稳定逆的充分条件

由第 2.2 节的分析可知, 稳定逆与期望输出和
内动态密切相关, 基函数的选取应尽可能地覆盖到
稳定逆所在的空间. 然而由于系统未知, 系统的稳定
逆及其范围也是无法直接确定的. 下面给出时域基
函数表示能够逼近系统稳定逆的一个充分条件, 可
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以利用已知的期望轨迹信息来保证选择的基函数空

间能够覆盖稳定逆.
定理 2. 对于线性时不变系统, 如果期望轨迹

在基函数组 φi 张成的空间 A 中, 即 yd ∈ A, 其中
A = span {φ1, φ2, · · · , φN}, φi ∈ L [−∞,+∞], 则
稳定逆 ud ∈ A 的一个充分条件为基函数空间 A 对
如下 3 种线性算子封闭: 1) 微分算子, 记为 D;
2) 与 Ms (τ) eλsτ (λs < 0) 在 (−∞, t) 上的因果
卷积算子, 记为 Cc; 3) 与 Mu (τ) eλuτ (λu > 0)
在 (t,+∞) 上的非因果卷积算子, 记为 Cnc.
其中, Mu (τ) ,Ms (τ) 为 τ 的多项式.
证明. 因为 yd ∈ A, 则 yd 可表示为 φi 的线性

组合, 即 yd =
∑N

i=1 βiφi. 因为基函数空间对上述 3
种算子封闭, 所以 Dyd ∈ A, Ccyd ∈ A, Cncyd ∈ A,
结合式 (6) 并根据线性算子的叠加性可知 ud ∈ A.

¤
注 2. 定理 2 给出了一种通过期望轨迹信息寻

找 L [−∞,+∞] 上合适的基函数的方法. 选取时域
基函数时, 可先寻找包含期望轨迹 yd 的一个基函数

空间, 再验证这个基函数空间是否对定理 2 中的 3
种线性算子封闭. 若满足定理 2 要求, 则保证系统针
对期望轨迹的稳定逆在所选的基函数空间中, 这样
的空间均可作为备选的逼近稳定逆的基函数空间.

注 3. 本文选用 L[t0, tf ] 上的正交三角函数集
作为基函数构成傅里叶基空间. 由于三角函数经过
微分运算和有限次分部积分运算不会改变频率, 可
以验证该基函数空间满足定理 2. 同时, 由于傅里叶
基函数的任何次导数仍然在其张成的空间中, 因此
采用傅里叶基函数作为逼近稳定逆的基函数空间时,
无需知道系统的相对阶.

注 4. 由于式 (5) 和式 (6) 中指数衰减因子的
存在, 稳定逆在趋于 ±∞ 时将迅速衰减到 0, 并且
实际系统总是在有限的时间段内运行, 因此在基函
数迭代学习的实际运行中, 可将运行区间 L [0, T ] 扩
展为 L [t0, tf ], 其中 t0 < 0, tf > T , 而不必扩展到
L [−∞,+∞].

2.3.2 基函数参数选取

基函数参数的选取包括基函数自身参数和基函

数个数的选取, 基函数自身参数的选取方法由具体
的基函数形式决定, 而基函数的个数的选取由跟踪
误差限决定. 在实际应用中, 需选取有限个基函数用
于逼近系统稳定逆, 用有限项的部分和代替无穷级
数. 基函数个数的选取应是计算复杂度和跟踪精度
的折中. 本文以傅里叶级数为例, 给出傅里叶级数个
数选取的方案. 考虑 L1 [t0, tf ] 上的函数 f , 其有限
项傅里叶级数部分和为

SN = a0 +
N∑

n=1

(an cos nωnt + bn sinnωnt)

截断误差记为 εN (t), 下述引理 1 给出了傅里叶系
数的上界值.

引理 1[21]. 如果 f ∈ Cp, 那么
∣∣∣∣
1
2

√
a2

n + b2
n

∣∣∣∣ ≤
∥∥f (p)

∥∥
L1

|n|p

其中,
∥∥f (p)

∥∥
L1

=
∫ tf

t0

∣∣f (p) (t)
∣∣ dt.

定理 3. 对于轨迹跟踪问题, 若给定轨迹跟踪误
差 e (t) 的方均根 (Root mean square, RMS) 上界
ε, 即 RMS (e (t)) < ε, 则傅里叶基函数个数 N + 1
可根据下式得到:

N >

(
2
∥∥f (p)

∥∥2

(2p− 1) ε2

) 1
2p−1

(7)

证明. 由定理 2 可知, 系统的跟踪误差等价于
傅里叶级数对期望轨迹的逼近误差. 截断误差的方
均根为

RMS (εN (t)) =

√
1
T

∫ tf

t0

ε2
N (t)dt =

√√√√2
∞∑

n=N+1

(
1
2

√
a2

n + b2
n

)2

由引理 1 可知:

RMS (εN (t)) ≤
√√√√2 ‖f (p)‖2

L1

∞∑
n=N+1

1
n2p

=

√
2

∥∥f (p)
∥∥

L1

√√√√
∞∑

n=N+1

1
n2p

≤

√
2

∥∥f (p)
∥∥

L1

√√√√
∞∑

n=N+1

∫ n

n−1

1
x2p

dx =

√
2

∥∥f (p)
∥∥

L1

√∫ ∞

N

1
x2p

dx ≤

√
2

∥∥f (p)
∥∥

L1

√
1

(2p− 1) N 2p−1

因此, 定理 3 成立. ¤
注 5. 根据给出的跟踪误差上限, 由式 (7) 可计

算出傅里叶基函数的个数 N + 1, 选取 N + 1 个基
函数使得 RMS (εN (t)) < ε, 就能保证跟踪误差满
足 RMS (e (t)) < ε.
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注 6. 定理 3 给出的是一种保守估计, 一般实际
需要傅里叶基函数的个数更少.

3 自适应学习律

3.1 模型辨识

鉴于稳定逆的计算过于依赖于系统的模型, 文
献 [10] 放弃了精确的系统逆的计算, 采用线性化系
统的伪逆算子作为学习律, 通过迭代的方式去逼近
系统的稳定逆. 该算法能保证跟踪误差在有界的干
扰下收敛到 0 的一个邻域内. 伪逆型学习律如下:

Γ = (ρI + H∗H)−1
H∗ (8)

其中, H 为系统线性化模型的算子, H∗ 为 H 的相

伴算子, ρ 为学习律参数. 伪逆型学习律采用系统的
近似伪逆 Γ, 具有良好的收敛速度和鲁棒性, 但是需
要对基函数模型进行辨识估计. 一般辩识估计方法
是在迭代学习控制运行前, 分别进行以所有基函数
为输入的辨识实验[15], 若基函数个数多或系统对输
入有限制要求, 都会使辨识实验难以进行. 本文的基
函数模型辨识方法仅需采用迭代控制的第一次运行

数据, 在迭代学习控制的同时完成模型辨识, 并可通
过自适应辨识算法在迭代过程中在线辨识, 应用较
方便.
选定基函数组 ϕϕϕ = (φ1, φ2, · · · , φN)T, 假设系

统一次运行的输入 u (t) 和输出 y (t) 投影到 ϕϕϕ 所张

成的基函数空间的表达为 ααα = [α1, α2, · · · , αN ]T

和 βββ = [β1, β2, · · · , βN ]T, 同时系统脉冲响应
投影到 ϕϕϕ 所张成的基函数空间的表达为 γγγ =
(γ1, γ2, · · · , γN)T, 即:

g (t) = ϕϕϕTγγγ =
N∑

k=1

γkφk

那么由式 (3), 系统的基函数模型 H 中各元素为

hij = 〈φi, g (t) ∗ φj〉 =
N∑

k=1

∫ tf

t0

φi (t)

∫ t

t0

γkφk (t− τ) φj (τ)dτdt :=
N∑

k=1

γkwijk

其中,

wijk =
∫ tf

t0

φi (t)
∫ t

t0

φk (t− τ) φj (τ)dτdt

由于 ϕϕϕ 为选定的基函数组, wijk 可直接计算, 因此:

βi =
N∑

j=1

hijαj =
N∑

j=1

N∑
k=1

wijkγkαj := uuuT
i ααα

其中,

uuui =

(
N∑

k=1

wi1kγk,
N∑

k=1

wi2kγk, · · · ,
N∑

k=1

wiNkγk

)T

:=

(
uuuT

i1γγγ,uuuT
i2γγγ, · · · ,uuuT

iNγγγ
)T

uuuij = (wij1, wij2, · · · , wijN)T

则基函数模型 H = (uuuT
1 ,uuuT

2 , · · · ,uuuT
N), 即 βββ =

H (γγγ)ααα. 若系统的脉冲响应未知, 则基函数模型
H 具有 N 个待辨识参数 γγγ = (γ1, γ2, · · · , γN)T. 另
外由 βi 表达式中 γk 和 αj 的对称性, βi 还可以表

示为

βi =
N∑

j=1

N∑
k=1

wijkγkαj =
N∑

k=1

N∑
j=1

wijkαjγk := vvvT
i γγγ

其中,

vvvi =

(
N∑

j=1

wij1αj,

N∑
j=1

wij2αj, · · · ,

N∑
j=1

wijNαj

)T

:=

(
vvvT

i1ααα,vvvT
i2ααα, · · · , vvvT

iNααα
)T

记 V = (vvvT
1 , vvvT

2 , · · · , vvvT
N), 那么 βββ = V (ααα)γγγ, 因此

βββ = H (γγγ)ααα = V (ααα)γγγ.
若系统一次运行的输入和输出已经得到, 则 ααα

和 βββ 已知, 采用最小二乘法, 本文的基函数模型辨识
算法可表示为

γγγ =
(
V T (ααα) V (ααα)

)−1
V T (ααα)βββ (9)

基函数模型为

H = H (γγγ) (10)

注 7. 上述辨识算法可根据第一次迭代运行的
输入和输出数据进行, 避免了基函数模型的离线辨
识实验. 并且在迭代过程中, 可以根据上一次的输入
和输出信号自适应地更新模型信息.

3.2 自适应学习律

根据第 3.1 节的辨识算法, 第 k 次运行时可以

根据第 k − 1 次运行时的数据辨识得到 γγγk−1, 由此
得到第 k 次运行时的估计模型 Hk, 再用 Hk 设计伪

逆型学习律, 选取适当的学习参数可保证学习律的
收敛速度和鲁棒性.
基函数型自适应迭代学习控制的步骤如下:
步骤 1. 令迭代次数 k = 1, 选择适当的初始输

入信号 u1 (t), 测量输出信号 y1 (t), 计算误差信号
e1 (t) = yd (t) − y1 (t), 并投影到基函数空间, 得到
ααα1、βββ1、εεε1. 令迭代次数 k = k + 1.
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步骤 2. 第 k 次运行时, 由 αααk−1、βββk−1 根据下

式计算得到 γγγk−1, 将 γγγk−1 通过式 (12) 的线性映射
得到 Hk, 更新模型信息:

γγγk−1 =
(
V T (αααk−1) V (αααk−1)

)−1×
V T (αααk−1)βββk−1 (11)

Hk = H
(
γγγk−1

)
(12)

步骤 3. 根据 Hk, 由式 (13) 设计伪逆型学习律
Γk, 采用式 (4) 作为输入.

Γk =
(
ρI + HT

k Hk

)−1
HT

k (13)

步骤 4. 若迭代次数小于预设值 k < K 或轨迹

误差小于预设值 ‖ek‖ < ε, 则 k = k + 1, 返回步骤
2; 否则, 结束.

4 学习律鲁棒收敛性

假设辨识模型存在一定的误差∆Hk = Hk−Ĥ,
本文设计的学习律为 Γk = (ρI + HT

k Hk)−1HT
k , 误

差传递方程为

εεεk+1 = (I − ĤΓk)εεεk (14)

则其收敛的充分条件为∥∥∥I − ĤΓk

∥∥∥ < 1 (15)

其中, ‖·‖ 表示某一种导出矩阵范数. 文献 [10] 从线
性算子的角度, 分析了伪逆型学习律的收敛性, 从式
(14) 也可以看出, 只要 I − ĤΓk 的范数小于 1, 误差
就能收敛, 因此这种学习律允许一定的模型失配. 定
理 4 给出了模型失配时的收敛条件.
引理 2. 若矩阵 A ∈ CN×N , C ∈ CM×M 均

为非奇异矩阵, 矩阵 B ∈ CN×M , D ∈ CM×N 则

矩阵 A + BCD 具有逆矩阵, 且 (A + BCD)−1 =
A−1 −A−1B(DA−1B + C−1)−1

DA−1.
引理 3. 设 A 为基函数空间, A 中存在内积

〈·, ·〉µ 和范数 ‖·‖2

µ = 〈·, ·〉µ, 范数 ‖·‖µ 的导出矩

阵范数记为 ‖·‖υ, 若 ker (H) = 0, 则 ∀ρ > 0, 有
‖(I + ρ−1HHT)−1‖υ < 1.

证明. 假设 ‖(I + ρ−1HHT)−1‖υ ≥ 1, 则由导
出矩阵范数的定义∥∥∥

(
I + ρ−1HHT

)−1
∥∥∥

υ
=

max
‖ααα‖µ=1

∥∥∥
(
I + ρ−1HHT

)−1
ααα

∥∥∥
µ

可知, 存在 ααα0 ∈ A, 且 ‖ααα0‖µ = 1, 使得
∥∥∥
(
I + ρ−1HHT

)−1
ααα0

∥∥∥
µ
≥ 1

能够成立, 记 βββ = (I + ρ−1HHT)−1
ααα0, 则上式为

‖βββ‖µ ≥ 1. 另外, ααα0 = (I + ρ−1HHT)βββ, 则:
∥∥∥ααα0

∥∥∥
2

µ
=

∥∥∥
(
I + ρ−1HHT

)
βββ
∥∥∥

2

µ
=

〈(
I + ρ−1HHT

)
βββ,

(
I + ρ−1HHT

)
βββ
〉

µ
=

∥∥∥βββ
∥∥∥

2

µ
+

1
ρ2

∥∥∥HHTβββ
∥∥∥

2

µ
+

2
ρ

〈
βββ, HHTB

〉
µ

=
∥∥∥βββ

∥∥∥
2

µ
+

1
ρ2

∥∥∥HHTβββ
∥∥∥

2

µ
+

2
ρ

∥∥∥HTβββ
∥∥∥

2

µ

因此
∥∥∥βββ

∥∥∥
2

µ
+

1
ρ2

∥∥∥HHTβββ
∥∥∥

2

µ
+

2
ρ

∥∥∥HTβββ
∥∥∥

2

µ
= 1

由
∥∥∥βββ

∥∥∥
µ
≥ 1 可知, 当且仅当

∥∥∥βββ
∥∥∥

µ
= 1 且HTβββ = 0

时, 上式能够成立, 这与假设 ker (H) = 0 相矛盾,
因此 ‖(I + ρ−1HHT)−1‖υ < 1. ¤

定理 4. 对于辨识得到的基函数模型 Hk, 若满
足 ker (Hk) = 0, 据此模型设计伪逆型学习律 Γk, 那
么学习律鲁棒收敛的充分条件为模型误差 ∆Hk 满

足下述不等式:

‖∆Hk‖
(∥∥∆HT

k

∥∥ +
∥∥∥Ĥ

∥∥∥
)

< ρ (1− ε) (16)

其中, ε = ‖I −Hk(ρI + HT
k Hk)

−1
HT

k ‖ < 1.
证明. 将学习律 Γk 代入式 (15) 可得 εεεk+1 =

(I − Ĥ(ρI + HT
k Hk)

−1
HT

k )εεεk, 那么学习律鲁棒收
敛的充分条件为∥∥∥I − Ĥ

(
ρI + HT

k Hk

)−1
HT

k

∥∥∥ < 1 (17)

由于 ∆Hk = Hk − Ĥ, 因此:
∥∥∥I −Hk

(
ρI + HT

k Hk

)−1
HT

k +

∆Hk

(
ρI + HT

k Hk

)−1
(
∆HT

k + ĤT
)∥∥∥ < 1

上式成立的一个充分条件为∥∥∥I −Hk

(
ρI + HT

k Hk

)−1
HT

k

∥∥∥+
∥∥∥∆Hk

∥∥∥
∣∣∣
(
ρI + HT

k Hk

)−1
∥∥∥×

(∥∥∥∆HT
k

∥∥∥ +
∥∥∥ĤT

∥∥∥
)

< 1 (18)

由引理 3 可知, ‖(ρI + HT
k Hk)

−1‖ < 1/ρ, 因此式
(18) 成立的一个充分条件为

∥∥∥I −Hk

(
ρI + HT

k Hk

)−1
HT

k

∥∥∥+

1
ρ
‖∆Hk‖

(∥∥∆HT
k

∥∥ +
∥∥∥ĤT

∥∥∥
)

< 1 (19)
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又由引理 2 和引理 3 可知:
∥∥∥I −Hk

(
ρI + HT

k Hk

)−1
HT

k

∥∥∥ =
∥∥∥
(
I + ρ−1HkH

T
k

)−1
∥∥∥ := ε < 1

所以式 (16) 是式 (19) 成立的一个充分条件. 反之,
如果模型误差∆Hk 满足式 (16), 则式 (17) 成立, 即
学习律收敛. ¤
注 8. 学习律参数 ρ 和误差收敛速度 ε 密切相

关. 由式 (16) 可知, 选取适当的 ρ 可允许模型辨识

误差最大, 鲁棒性最强.
注 9. 定理 4 是学习律鲁棒收敛的一个充分条

件.

5 仿真实例

仿真中, 考虑未知的非最小相位系统, 其模型未
知, 传递函数为[15]

G (s) =
(s + 3) (s− 2)

(s + 0.2948) (s2 + 9.75s + 27.14)

给定 t ∈ [0, 6] 上的期望轨迹为

yd (t) = 0.1t2 (6− t) sin (0.5πt)

而稳定逆 ud (t) ∈ L [−∞,+∞], 因此把 yd (t) 扩展
为

yr =

{
yd, t ∈ [0, 6]
0, t ∈ [−2, 0) ∪ (6, 8]

针对上述系统及给定的期望轨迹, 分别采用优
化 ILC 算法[16]、扩展 Laguerre ILC 算法[15] 和本

文给出的傅里叶 BFAILC 算法进行仿真实验. 优化
ILC 需要知道系统的精确模型, 迭代 25 次后的输出
轨迹如图 1 所示. 扩展 Laguerre ILC 需要知道系
统的相对阶, 且要在前期进行以基函数为输入的离
线辨识实验, 选取基函数参数 p = 1, 采用 24 个基
函数, 迭代 25 次后的输出轨迹如图 2 所示. 傅里叶
BFAILC 在迭代过程中在线辨识系统模型, 采用 31
个基函数, 迭代 25 次后的输出轨迹如图 3 所示. 图
4 是这三种算法的跟踪误差, 其中误差范数为无穷
范数.
从图 1∼ 3 可以看出, 优化 ILC 在轨迹跟踪的

初始和终止时间内存在余差, 而扩展 Laguerre ILC
和傅里叶 BFAILC 都实现了给定区间上的精确跟
踪. 从图 4 可以看出, 优化 ILC 在迭代 12 次后误
差几乎停止减小, 最终收敛到一个非 0 常值 0.22, 扩
展 Laguerre ILC 和傅里叶 BFAILC 分别在迭代 18
次和 15 次后基本消除了余差, 跟踪误差最终收敛到

0.021和 0.016. 与优化 ILC算法[16] 相比,本文算法
无需知道模型的信息, 能够精确跟踪期望轨迹, 克服
了优化 ILC 需要精确模型的弱点, 并且避免了对于
非最小相位系统存在较大的跟踪误差的缺陷. 与特
别针对非最小相位的扩展 Laguerre ILC 算法[15] 相

比, 本文算法不需要知道系统相对阶, 也不需要在迭
代学习控制运行前进行离线辨识实验, 通过在线自
适应辨识基函数模型, 取得了与扩展 Laguerre ILC
算法相当的轨迹跟踪效果.

图 1 优化 ILC 的轨迹输出

Fig. 1 Trajectory output by norm-optimal ILC

图 2 扩展 Laguerre ILC 的轨迹输出

Fig. 2 Trajectory output by extended Laguerre ILC

6 结论

本文针对非最小相位系统的轨迹跟踪问题, 从
稳定逆的时域计算公式出发, 用形式化的推导方式,
得出了时域基函数逼近能够精确逼近系统稳定逆的

一个充分条件; 在此基础上, 给出了基函数选择的方
法, 该方法无需知道系统的相对阶等信息; 接着, 根
据基函数模型的特点, 给出了一种估计基函数空间
模型的迭代学习辨识算法, 该辨识算法只需系统一
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次运行的输入输出数据, 可在迭代学习控制过程中
进行, 避免了前期的离线辨识实验; 最后, 以在线自
适应辨识为基础, 设计了具有一定鲁棒性的伪逆型
迭代学习控制律, 并分析了算法的收敛性和鲁棒性.
本文算法无需知道模型的任何信息, 也无需在前期
进行辨识实验, 是一种基于数据驱动的控制算法.

图 3 傅里叶 BFAILC 的轨迹输出

Fig. 3 Trajectory output by Fourier BFAILC

图 4 三种算法的迭代误差

Fig. 4 Error norm of the three algorithms
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