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基于输出反馈滑模控制的分数阶超混沌系统同步

邓立为 1 宋申民 1

摘 要 以具有更大秘钥空间的分数阶超混沌系统为驱动系统和响应系统, 利用具有实际应用意义的输出反馈滑模控制实现

两个系统的同步. 通过对同步误差系统方程进行结构分解, 在辅助系统的基础上设计具有输出反馈特性的滑模控制律. 在分数

阶系统稳定性理论基础上利用MATLAB YALMIP 工具箱对滑模参数进行整定, 并利用分数阶 Lyapunov 稳定性定理证明了

滑模控制律和自适应滑模控制律的稳定性. 最后, 数值仿真表明了本文方法的有效性和可行性.
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Synchronization of Fractional Order Hyperchaotic Systems Based on

Output Feedback Sliding Mode Control
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Abstract Regarding the fractional order hyperchaotic system with a larger key space as the drive system and response

system, an output feedback sliding mode controller with practical application significance is designed to implement their

synchronization. Through decomposing the equations of the synchronization error system, a sliding control law with

output feedback characteristic is developed on the basis of the auxiliary system. Based on the stability theory of the

fractional system, the sliding parameters are tuned by using the YALMIP toolbox in MATLAB, and then the stabilities

of the sliding control law and adaptive sliding control law are proved by the fractional order Lyapunov stability theorem.

Simulation results show that the synchronization scheme proposed in this paper is effective and feasible.
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伴随着分数阶系统研究的不断深入, 分数阶混
沌及分数阶超混沌系统因具有更大的秘钥空间在保

密通信等领域的应用得到了广泛的研究与关注. 针
对分数阶混沌系统的同步控制问题, 大量学者进行
了一系列的研究, 如文献 [1] 研究了两个具有不确
定性的分数阶混沌系统的自适应模糊滑模控制问题;
文献 [2] 研究了整数阶混沌系统与分数阶混沌系统
的同步控制问题; 文献 [3] 利用反步滑模控制研究了
具有不确定性的分数阶混沌系统的同步问题; 文献
[4] 利用分数阶终端滑模研究了具有扰动的分数阶混
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沌系统的同步问题; 文献 [5] 利用等阶次系统的方法
研究了阶次不等的分数阶混沌系统的同步问题; 文
献 [6] 利用自适应滑模控制研究了不同维分数阶混
沌系统的同步问题. 与此同时, 针对分数阶超混沌系
统, 文献 [7] 利用滑模控制律研究了分数阶超混沌系
统与整数阶超混沌系统的同步问题; 文献 [8] 利用分
数阶非奇异终端滑模研究了分数阶非自治混沌及超

混沌系统的有限时间控制与同步问题; 文献 [9] 针对
具有不匹配分数阶微分的混沌及超混沌系统, 设计
了滑模同步控制律; 文献 [10] 研究了分数阶超混沌
Chen 系统和分数阶超混沌系统的异结构同步; 文献
[11] 利用有限时间稳定性理论研究了分数阶超混沌
Lorenz 系统有限时间同步. 但是, 上述文献都是在
假设系统状态完全可得的情况下设计的控制律. 在
许多工程实际应用或者保密通信中, 仅仅部分状态
变量是可知的, 因此在输出反馈的基础上研究混沌
及超混沌系统的同步控制问题更具有实际应用意义.
针对输出反馈混沌同步问题, 文献 [12] 利用输出反
馈控制研究了一类混沌系统的 H∞ 同步问题; 文献
[13] 利用自适应滑模输出反馈控制律研究了一类主
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从式混沌系统的同步控制问题. 但是, 上述文献均是
以整数阶混沌系统为对象进行的研究.

到目前为止, 查阅文献数据库可知, 国内外针对
分数阶超混沌系统的静态输出同步问题的相关研究

成果鲜有报道. 因此, 本文在上述研究成果基础上,
以具有一般形式的分数阶非线性系统为研究对象,
利用分数阶系统理论、滑模控制理论及系统结构分

解理论设计输出反馈滑模控制律, 并以分数阶超混
沌系统为例, 利用 MATLAB 数值仿真的形式验证
了本文方法的有效性和可行性. 本文提出的静态输
出反馈滑模控制方法, 具有通用性强、工程实际应用
性广泛等特点, 能够为利用输出反馈研究分数阶混
沌系统的稳定及同步问题提供新的途径.

1 系统模型和问题描述

考虑分数阶超混沌系统, 设驱动系统为
{

Dαxxxm = Axxxm + g(xxxm)
yyym = Cxxxm

(1)

响应系统为
{

Dαxxxs = Axxxs + g(xxxs) + Buuu

yyys = Cxxxs

(2)

其中, xxxm = [xm1, · · ·, xmn]T, xxxs = [xs1, · · ·, xsn]T ∈
Rn 为系统的状态变量, Dα(·) 表示分数阶微分
算子[14−15], 0 < α < 1 表示系统的微分阶次,
g(·) = Bf(·) 为连续的非线性项并满足系统的匹
配条件, uuu ∈ Rm 为控制输入, yyym(yyys) ∈ Rp 为系统

的输出量, A、B 和C 是具有合适维数的常数矩阵.
为方便下文输出滑模控制律的设计, 引入如下的假
设条件:
假设 1. 矩阵对 (A,B, C) 是可控制和可观测

的, 且系统维数满足m ≤ p < n;
假设 2. 输入矩阵A 和输出矩阵C 都是满秩

的, 即: rank(B) = m, 且有 rank(CB) = m 成立;
假设 3. 对于任意 xxxm,xxxs ∈ Rn 的两个向量, 存

在常数 δ1 使函数 f(·) : Rn → Rn 满足 Lipschitz条
件, 即满足不等式 ‖f(xxxm)− f(xxxs)‖ ≤ δ1 ‖xxxm − xxxs‖
成立.
定义误差向量eee = xxxm − xxxs = [e1, · · · , en]T, 利

用式 (1) 和式 (2) 得到同步误差动力学方程为
{

Dαeee = Aeee + B(f(xxxm)− f(xxxs))−Buuu

yyye = Ceee
(3)

其中, yyye ∈ Rp 是分数阶超混沌系统的同步输出误

差向量.

同步问题描述. 以超混沌系统 (1) 作为驱动
系统, 以超混沌系统 (2) 作为响应系统, 在同步
误差系统 (3) 的基础上设计控制律 uuu 使从不同初

值 xxxm(0) 和 xxxs(0) 出发的系统满足 limt→∞ ‖eee‖ =
limt→∞ ‖xxxm − xxxs‖ = 0, 从而得到响应系统与驱动
系统的同步.

在滑模控制律设计之前, 给出如下引理:
引理 1[3−4]. 假设 xxx = 0 是分数阶非自治系统

式 (4) 的平衡点,

Dαxxx(t) = f(xxx, t) (4)

其中, f(xxx, t) 满足 Lipschitz 条件. 假设存在一个
Lyapunov 函数 V (t,xxx(t)) 满足如下条件:

{
a1‖xxx‖ ≤ V (t,xxx) ≤ a2 ‖xxx‖
V̇ (t,xxx) ≤ −a3 ‖xxx‖

(5)

其中, a1, a2 和 a3 是正常数, 则有系统 (4) 是渐近稳
定的.
引理 2[16−17]. 假设 A ∈ Rn×n 和 0 < α < 1,

分数阶系统 Dαxxx = Axxx 是渐近稳定的, 当且仅当存
在 2 个正定实对称矩阵 Pk1 ∈ Rn×n, k = 1, 2 和 2
个反对称矩阵 Pk2 ∈ Rn×n, k = 1, 2 使得如下条件
成立:

2∑
i=1

2∑
j=1

sym{Ξij ⊗ (APij)} < 0 (6)

[
P11 P12

−P12 P11

]
> 0 (7)

[
P21 P22

−P22 P21

]
> 0 (8)

其中
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2 输出反馈滑模控制律设计

为了便于下文输出反馈滑模控制律设计, 首先
对系统 (3) 的矩阵进行结构分解, 文献 [18] 以定理
形式给出了存在矩阵 Ta, 进行状态变换 eee′ = Taeee =
[eeeT

1 eeeT
2 ]T, 从而得到下式成立,




Dαeee1 = A11eee1 + A12eee2

Dαeee2 = A21eee1 + A22eee2+
B1(f(xxxm)− f(xxxs))−B1uuu

yyye = Ceee = Cceee
′

(9)

其中, eee1 ∈ Rn−m, eee2 ∈ Rm, Ac = TaAT−1
a =[

A11 A12

A21 A22

]
, Cc = CT−1

a =
[

0 C1

]
, Bc =

TaB =

[
0

B1

]
, A11 ∈ R(n−m)×(n−m), A12 ∈

R(n−m)×m, A21 ∈ Rm×(n−m), A22 ∈ Rm×m, B1 ∈
Rm×m, C1 ∈ Rp×p 为正交矩阵.

2.1 输出反馈滑模面设计及滑模面参数整定

定义滑模面切换函数为

sss = Fyyye = FCeee (10)

其中, F ∈ Rm×p 是满秩的常数矩阵, 从式 (10) 可
以看出设计位于输出向量空间中的滑模面, 使得位
于此滑模面上的滑模运动是渐近稳定的, 但由于矩
阵 C 的存在致使基于输出向量空间的滑模面不能

遍历所有可能的 m 维状态空间. 为了保证滑模运动
的渐近稳定性, 选择矩阵 F = F2 [K Im]CT

1 , 其中,
K ∈ Rm×(p−m), F2 ∈ Rm×m 是非奇异常数矩阵.
定义 C2 =

[
0(p−m)×(n−p) I(p−m)

]
, 则得:

sss = FCeee = F2 [K Im]CT
1

[
0 C1

] [
eee1

eee2

]
=

F2KC2eee1 + F2eee2

(11)

当 sss = 0 时, 由于 F2 ∈ Rm×m 是非奇异常数

矩阵则得 eee2 = −KC2eee1, 代入式 (9) 中, 得到滑模
运动动力学方程为

Dαeee1 = (A11 −A12KC2)eee1 = Aseee1 (12)

由文献 [7, 9] 可知, 形如式 (12) 所示的分数阶
系统稳定的条件是

min
i

|arg(λi(As))| =
min

i
|arg(λi(A11 −A12KC2))| > απ

2
(13)

其中, i = 1, · · ·, n −m. 因此, 未知参数矩阵 K 的

选取应保证矩阵 As 的特征值满足式 (13) 成立. 由
于分数阶微分方程阶数参数 α 的引入, 参数矩阵 K

的选取并不简单, 为了能够合适地选取参数矩阵 K,
当 α = 1 时, 一般利用MATLAB LMI 工具箱进行
求解. 而当 0 < α < 1 时, 利用引理 2 进行构造求
解方程, 由于 Kronecker 积的引入致使所求不等式
不是标准的 LMI 形式, 不能够直接利用 LMI 工具
箱进行求解. 文献 [19] 所给的 YALMIP 工具箱是
在 MATLAB 符号工具箱以及 LMI 工具箱基础上
开发的解决优化问题的有效工具箱, 并在文献中给
出了工具箱的源码. 本文利用 YALMIP 工具箱可
以很方便地求解得到增益参数矩阵 K 的值.

2.2 滑模控制律设计

在得到滑模面切换函数之后, 应设计相应的滑
模控制律以确保系统是稳定的, 能够在有限时间内
到达滑模面. 由式 (11) 可得:

eee2 = F−1
2 sss−KC2eee1 (14)

将其代入到式 (9) 进一步得到:

Dαeee1 = (A11 −A12KC2)eee1 + A12F
−1
2 sss =

Aseee1 + A12F
−1
2 sss

(15)

Dαeee2 = (A21 −A22KC2)eee1 + A12F
−1
2 sss+

B1(f(xxxm)− f(xxxs))−B1uuu
(16)

在完成控制律设计之前, 先给出如下引理:
引理 3. 针对类似由式 (15) 构成的系统, 如

果 λm 表示的是 −λ(As) 的特征值的最小正实部,
则有如下结论成立:

1) 存在正常数 k, 使得 ‖eAst
α ‖ ≤ ke−λmt

α 成立;
2) w(t) 是 方 程 Dαw(t) = −λmw(t) +

k
∥∥A12F

−1
2

∥∥ ‖sss‖ 的解, eee1 的范数始终受到不等

式 ‖eee1‖ ≤ w(t) 的约束.
证明. 1) 当 α = 1 时, 文献 [20] 给出了形

如 ‖eAst‖ ≤ ke−λmt 的整数阶系统的不等式约束证

明过程. 当 0 < α < 1 时, eAst
α 称为分数阶系统

(15) 的分数阶状态转移矩阵, 定义为

eAst
α = tα−1

∞∑
k=0

Ak
s

tkα

Γ((k + 1)α)
(17)

其中, Γ (q) =
∫∞
0

xq−1e−xdx, Re(q) > 0. 定义
Λ = diag{λ1, · · ·, λn−m}, 利用矩阵 As 的 Jordan
分解可得:

∥∥eAst
α

∥∥ =
∥∥ξeΛt

α ξ−1
∥∥ ≤ ke

−λmt

α (18)
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其中, ξ 是特征值 λi 对应的特征向量构成的变换

矩阵, k ∈ R+ 是正实数. 由于分数阶状态转移矩
阵 eAst

α 的复杂性, 参数 k 的选取可以参考文献 [21].
2) 形如分数阶系统 (15) 的解为[22]

eee1 = eAst
α eee1(0) +

∫ t

0

eAs(t−τ)
α A12F

−1
2 sss(τ)dτ (19)

对式 (19) 两边求取范数可得:

‖eee1‖ =
∥∥eAst

α

∥∥ ‖eee1(0)‖+
∫ t

0

∥∥eAs(t−τ)
α

∥∥∥∥A12F
−1
2

∥∥ ‖sss(τ)‖dτ =
∥∥ξeΛt

α ξ−1
∥∥ ‖eee1(0)‖+

∫ t

0

∥∥ξeΛ(t−τ)
α ξ−1

∥∥∥∥A12F
−1
2

∥∥ ‖sss(τ)‖dτ ≤

ke−λmt
α ‖eee1(0)‖+

∫ t

0

ke−λm(t−τ)
α

∥∥A12F
−1
2

∥∥ ‖sss(τ)‖dτ ≤

e−λmt
α w(0)+
∫ t

0

ke−λm(t−τ)
α

∥∥A12F
−1
2

∥∥ ‖sss(τ)‖dτ = w(t)

(20)

如果选取 0 ≤ k ‖eee1(0)‖ < w(0), 则可得 ‖eee1‖ ≤
w(t). ¤
定理 1. 分数阶超混沌同步误差系统 (3), 选取

滑模面切换函数 (10), 在输出反馈滑模控制律

uuu1 =
B−1

1 F−1
2 sss

‖sssT‖2 [
∥∥sssTM

∥∥w(t) + sssTNsss+
∥∥sssTF2B1

∥∥ δ2(t) + δ3 ‖sss‖+ sssTsgn(sss)] (21)

作用下, 系统在有限时间 tr ≤
[

(sssT(0)sss(0))
α−1

2δ4Γ(α)

] 1
1−α

内

收敛到滑模面. 其中, δ2(t) = δ1((1+‖KC2‖)w(t)+∥∥F−1
2

∥∥ ‖sss‖), M = F2KC2A11 − F2KC2A12KC2 +
F2A21 − F2A22KC2, δ3 ∈ R+ 是正实数, δ4 ≤
D−α ‖sss‖1 是正实数.
证明. 受文献 [17, 23] 的启发, 利用引理 1 的分

数阶 Lyapunov 稳定性定理证明系统的稳定性, 选
取 Lyapunov 函数为

V1 = sssTsss (22)

对上式求取分数 α 阶导数可得:

DαV1 = (Dαsss)Tsss + sssT(Dαsss) + 2Ψ (23)

其中, Ψ =
∑∞

k=1
Γ(1+α)(Dksss)

T
(Dα−ksss)

Γ(1+k)Γ(1−k+α)
≤ δ3 ‖sss‖,

δ3 = Γ(1+α)MKmaxH

Lmin
, 存在正实数 M, Kmax,H, Lmin

使得 ‖Dαsss‖ ≤ M ,
∥∥Dα−ksss

∥∥ ≤ Kmax ‖sss‖, 0 <∑∞
k=1

1
Γ(1+k)

< H, 0 < Lmin ≤ |Γ(1− α + k)|,
k = 1, 2, 3, · · · 成立[17, 23].
将式 (11)、式 (15) 和式 (16) 代入上式可得:

DαV1 = (Dαsss)Tsss + sssT(Dαsss) + 2Ψ =

[F2KC2D
αeee1 + F2D

αeee2]
T
sss +

sssT [F2KC2D
αeee1 + F2D

αeee2] + 2Ψ =

[Meee1 + Nsss + F2B1(f(xxxm)− f(xxxs))−
F2B1uuu]Tsss + sssT[Meee1 + Nsss+

F2B1(f(xxxm)− f(xxxs))− F2B1uuu] + 2Ψ ≤
[Meee1 + Nsss + ‖F2B1‖ (‖f(xxxm)− f(xxxs)‖)−
F2B1uuu]Tsss + sssT[Meee1 + Nsss+

‖F2B1‖ (‖f(xxxm)− f(xxxs)‖)− F2B1uuu]+

2δ3 ‖sss‖ (24)

又因为

‖f(xxxm)− f(xxxs)‖ ≤
δ1 ‖xxxm − xxxs‖ = δ1 ‖eee‖ ≤
δ1(‖eee1‖+ ‖eee2‖) =

δ1(‖eee1‖+
∥∥F−1

2

∥∥ ‖sss‖+ ‖KC2‖ ‖eee1‖) =

δ1((1 + ‖KC2‖) ‖eee1‖+
∥∥F−1

2

∥∥ ‖sss‖) ≤
δ1((1 + ‖KC2‖)w(t) +

∥∥F−1
2

∥∥ ‖sss‖) = δ2(t)
(25)

将控制律 (21) 和式 (25) 代入式 (24), 则得:

DαV1 ≤ [Meee1 + Nsss + F2B1δ2(t)−
F2B1uuu]Tsss + sssT[Meee1 + Nsss+
F2B1δ2(t)− F2B1uuu] + 2δ3 ‖sss‖ ≤
−2sssTsgn(sss) = −2‖sss‖1

(26)

利用文献 [23] 的方法对上式两边求取分数 α 阶积

分则得:

V1 − V α−1
1 (0)

(tr)α−1

Γ(α)
≤ −2D−α ‖sss‖1 (27)

因为不等式 δ4 ≤ D−α ‖sss‖1 成立
[23],并且有 sss(tr) =

0, 则可以推导得到:

tr ≤
[

(sssT(0)sss(0))α−1

2δ4Γ(α)

] 1
1−α

(28)

利用引理 1 的分数阶 Lyapunov 稳定性定理可知系
统是稳定的, 并在有限时间内收敛到滑模面上. ¤
注 1. 从输出反馈滑模控制律 (21) 可以看出,

当 sss = 0 时, 式 (21) 分母中的 ‖sssT‖2
会使控制律发
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生奇异现象, 为避免此现象的发生, 将 ‖sssT‖2
修正

为 ‖sssT‖2 + ε1, 控制律变成如下形式:

ûuu1 =
B−1

1 F−1
2 sss

‖sssT‖2 + ε1

[‖sssTM‖w(t) + sssTNsss+

‖sssTF2B1‖ δ2(t) + δ3 ‖sss‖+ sssTsgn(sss)]
(29)

其中, ε1 是一个很小的正数.
注 2. 当输入维数 m 和输出维数 p 相等时, 降

低了系统结构分解矩阵的复杂程度, 本文方法同样
适用.

2.3 自适应滑模控制律设计

在定理 1 中控制律设计中利用了假设条件 3 的
常数 δ1, 而由于非线性项 f(·) 的引入使得 δ1 不易

找到, 为解决此问题, 借鉴文献 [13] 的思想给出如下
假设:

假设 4. 根据混沌吸引子的有界性, 假设

‖f(xxxm)− f(xxxs)‖ ≤ δ5 (30)

其中, δ5 是未知常数不能直接用于控制律设计中.
定理 2. 选取滑模面切换函数 (10), 选取自适应

反馈滑模控制律

uuu2 =
B−1

1 F−1
2 Dα−1sss∥∥∥(Dα−1sss)T

∥∥∥
[‖M‖w(t) + (Dα−1sss)TNsss+

∥∥∥(Dα−1sss)TF2B1

∥∥∥ δ̂5 + η]

(31)

其中, δ̂5 是未知参数 δ5 的估计值, 并取自适
应更新律为

˙̂
δ5 = ζ−1

∥∥∥(Dα−1sss)TF2B1

∥∥∥, M =
F2KC2A11−F2KC2A12KC2+F2A21−F2A22KC2,
N = F2KC2A12F

−1
2 +F2A22F

−1
2 是正实数, ζ ∈ R+

是正实数. 分数阶超混沌同步误差系统 (3), 在控制
律 (31) 作用下, 闭环系统是渐近稳定的.

证明. 选取 Lyapunov 函数为

V2 =
1
2
(
Dα−1sss

)T
Dα−1sss +

1
2
ζδ̃2

5 (32)

其中, δ̃5 = δ̂5 − δ5. 对式 (32) 进行求导可以得到:

V̇2 = (Dα−1sss)TDαsss + ζδ̃5
˙̃
δ5 =

(Dα−1sss)T[Meee1 + F2B1(f(xxxm)−
f(xxxs)) + Nsss− F2B1uuu] + ζδ̃5

˙̃
δ5 =

(Dα−1sss)TMeee1 + (Dα−1sss)TNsss+
(Dα−1sss)TF2B1(f(xxxm)− f(xxxs))−
(Dα−1sss)TF2B1uuu + ζδ̃5

˙̂
δ5 ≤

−
∥∥∥(Dα−1sss)TF2B1

∥∥∥ δ̃5 + ζδ̃5
˙̂
δ5−

η
∥∥∥(Dα−1sss)T

∥∥∥ = −η
∥∥∥(Dα−1sss)T

∥∥∥ ≤ 0

(33)

由 Lyapunov 稳定性定理可知, 闭环系统是渐近稳
定的. 对式 (33) 进行积分可以得到:

∫ t

0

∥∥Dα−1sss
∥∥dt ≤ V2(0)− V2(t)

η
(34)

又因为 V2(t) ≥ 0, 可以进一步得到:
∫ t

0

∥∥Dα−1sss
∥∥dt ≤ V2(0)

η
(35)

也就是, 当 t → ∞ 时, limt→∞
∫ t

0
‖Dα−1sss‖dt 存

在并且有限, 利用 Barbalat 引理[13] 可以得到

limt→∞ ‖Dα−1sss‖ = 0, 即 limt→∞ sss = 0. ¤
注 3. 从输出反馈滑模控制律 (31) 可以看出,

当 sss = 0 时, 式 (21) 分母中的 ‖sssT‖2
会使控制律发

生奇异现象, 为避免此现象的发生, 将
∥∥∥(Dα−1sss)T

∥∥∥
修正为

∥∥∥(Dα−1sss)T
∥∥∥ + ε2, 控制律变成如下形式:

ûuu2 =
B−1

1 F−1
2 Dα−1sss∥∥∥(Dα−1sss)T

∥∥∥ + ε2

[‖M‖w(t) + (Dα−1sss)TNsss+

∥∥∥(Dα−1sss)TF2B1

∥∥∥ δ̂5 + η]

(36)

其中, ε2 是一个很小的正数.

3 系统仿真研究

3.1 系统仿真参数设定

为了验证本文理论研究的正确性以及输出滑模

控制律方法的有效性, 本节利用 MATLAB 数值仿
真的形式进行验证[23−24]. 分数阶超混沌系统选取如
下:



Dαxm1 = w(xm2 − xm1) + xm1xm3 − xm1xm2

Dαxm2 = dxm1 − xm1xm3 + cxm2 − xm4

Dαxm3 = xm1xm2 − bxm3

Dαxm4 = xm1 + l

.
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其中, α = 0.98, w = 36, b = 3, c = 28, d = −16,
l = 0.5.
转换成形如式 (1) 和式 (2) 形式可得参数为

A =




−36 36 0 0
−16 28 0 −1
0 0 −3 0
1 0 0 0




, B =




1 −1
−1 0
0 1
0 0




C =




0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


 , f(xxxs) =

[
xm1xm3

xm1xm2

]

系统状态的初始值为

xxxm = [5 4 3 6]T, xxxs = [4 5 6 3]T

利用文献 [18] 的方法求取变换矩阵

Ta =




1 1 1 0
0 0 0 −1
0 −1 0 0
0 0 1 0




代入到式 (9) 中, 得到:

Ac =




−52 1 −116 49
−1 0 −1 1
16 −1 44 −16
0 0 0 −3




Bc =




0 0
0 0
1 0
0 1




, Cc =




0 0 −1 0
0 0 0 1
0 −1 0 0




A11 =

[
−52 1
−1 0

]
, A12 =

[
−116 49
−1 1

]

A21 =

[
16 −1
0 0

]
, A22 =

[
44 −16
0 −3

]

B1 =

[
1 0
0 1

]
, C1 =




0 −1 0
0 0 1
−1 0 0




选取 P11 = P21 =




1 0 0
0 1 0
0 0 1


, P12 = P22 =




0 0 0
0 0 0
0 0 0


, C2 =

[
0 1

]
, F2 =

[
1 0
0 1

]
.

利用 YALMIP 优化工具箱求解得到增益矩

阵 K =

[
38.212
90.461

]
, F =

[
−1 0 −38.212
0 1 −90.461

]
.

输出反馈滑模控制律其他参数选取为: k = 4.2,
δ1 = 2, δ3 = 1, ε1 = 0.001.

自适应输出反馈滑模控制律 ûuu2 的控制效果与

控制律 ûuu1 的控制效果相似, 由于篇幅的限制, 本文
仅给出控制律 ûuu1 作用下的仿真曲线.

3.2 仿真结果分析

利用第 3.1 节设定的仿真参数进行 MATLAB
仿真, 为了能够清晰看到各曲线的变化在 t = 2 s 时
施加控制律 (29), 得到如下仿真结果: 图 1 是分数
阶超混沌系统, 图 2 是状态误差曲线, 图 3 是滑模
切换函数曲线, 图 4 是控制律变化曲线, 图中的小图
是部分时间段的局部放大图, 图 5 是辅助系统 w(t)
和 ‖eee1‖, 图中的小图是部分时间段的局部放大图.

图 1 分数阶超混沌系统

Fig. 1 Fractional order hyperchaotic system

从图 2 状态误差变化曲线可以看出, 在前 2 s 内
误差一直在变, 当 t = 2 s 时, 施加控制之后, 在很短
的时间内误差收敛到 0, 从而实现了响应系统与驱动
系统的同步. 从图 3 可知, 输出反馈滑模面在控制律
作用之后很短时间内收敛到 0. 从图 4 控制量曲线
可知, 当 t = 2 s 时, 控制律开始起作用时, 为了能够
快速使误差趋向于 0, 控制律具有较大的值, 而当误
差趋于 0 之后, 则需要一个较小的控制值, 具有较好
的综合控制品质. 从图 5 辅助系统 w(t) 和 ‖eee1‖ 的
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变化曲线可知, 与理论推导结果一致, eee1 的范数始终

受到 ‖eee1‖ ≤ w(t) 的约束.

图 2 状态误差eee = [e1 e2 e3 e4]
T

Fig. 2 The state error eee = [e1 e2 e3 e4]
T

图 3 输出反馈滑模面

Fig. 3 The output feedback sliding surface

图 4 输出反馈滑模控制律

Fig. 4 The output feedback sliding mode control law

图 5 辅助系统w(t) 和 ‖eee1‖
Fig. 5 The auxiliary function w(t) and‖eee1‖

4 结论

本文针对具有更大秘钥空间的分数阶超混沌系

统, 设计了具有实际工程应用意义的输出反馈滑模
控制律. 通过设计具有特定结构的滑模面增益矩阵,
并利用 YALMIP 优化工具箱求取满足分数阶稳定
性的增益矩阵, 实现滑模面系统的稳定性. 利用辅助
分数阶微分系统实现对系统状态范数界的限制, 在
此基础上设计了滑模控制律实现有限时间内收敛到

滑模面. 进一步针对参数未知时, 设计了自适应滑模
控制律. 本文方法具有通用性强, 广泛工程实际应用
性好的特点, 可以进一步推广应用到其他分数阶超
混沌系统, 从而为混沌控制与同步问题的研究提供
新的途径. 研究具有不确定性和扰动的分数阶超混
沌系统控制与同步问题是下一步研究工作的重点.
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