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周期时变系统的鲁棒自适应重复控制

朱 胜 1 王雪洁 1 刘 玮 1

摘 要 针对周期时变系统, 提出一种鲁棒自适应重复控制方法. 该方法利用周期学习律估计周期时变参数, 并结合鲁棒自适

应方法处理非周期不确定性. 与现有重复控制不同的是, 在控制器设计中引入了新变量—周期数, 利用周期系统的重复特性,

使界的逼近误差随周期数的增加而逐渐减少, 保证了系统的全局渐近稳定性. 同时将该方法应用于一类非线性参数化系统, 使

系统在非参数化扰动的情形下, 输出误差仍能收敛于 0, 倒立摆模型的仿真验证了此结果. 该设计方法适用于消除神经网络逼

近误差对重复控制系统的影响, 理论证明了基于神经网络的鲁棒自适应重复控制系统中所有变量的有界性和输出误差的渐近

收敛性, 关于机械臂模型的仿真结果验证了受控系统具有良好的跟踪性能.
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Robust Adaptive Repetitive Control for Periodically Time-varying Systems
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Abstract In this paper, a robust adaptive repetitive control algorithm is presented for periodically time-varying systems.

The periodically time-varying parameters are estimated by periodic learning algorithms, and the non-periodic uncertainties

are treated by robust adaptive approaches. Different from the existing repetitive control, a new variable periodic number

is introduced to the control design. When this number increases, the convergence error will gradually decrease due to

the repetition character of the periodic system, so that the global asymptotic stability is ensured. Further, this method

is applied to a class of nonlinearly parameterized systems with non-parametric disturbances, and the tracking error

converges asymptotically. This result is verified by a simulation of an invert pendulum model. Moreover, it is proven that

the proposed design method is appropriate for the elimination of influence of approximation error of neural network. A

theoretical analysis shows that the system output is convergent to the desired one and all signals in the network based

robust adaptive repetitive control system are bounded. The simulation result of robotic manipulators shows a good

tracking performance of the controlled system.
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周期运动现象在控制系统中十分普遍, 如硬盘、
光盘驱动系统、电力电子行业中的脉宽调制逆变器

及不间断电源系统、直线电机系统等. 这些系统的
动态特性中往往含有周期时变系数, 本文将此类系
统称为周期时变系统. 目前已有多种分析方法来处
理周期时变系统. 文献 [1] 用 Hill 方程来描述具周
期系数的微分方程, 并分析其稳定性, 文献 [2−3] 通
过 Floquet-Lyapunov变换,将连续时间和离散时间
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周期系统应用定常系统的稳定性理论, 分别转换为
定常参数的微分方程和差分方程的形式, 文献 [4−5]
采用傅里叶级数对周期函数本身进行逼近, 傅里叶
系数采用微分自适应律进行估计, 此种定常参数化
方法也被用于周期系统的反推设计[6]. 对于一些含
周期干扰的系统, 文献 [7] 采用自适应前馈抵消技术
消除以正弦函数表达的干扰信号, 这种方法被证明
与重复控制是等价的, 文献 [8] 引入半周期积分算子
和延迟算子解决了半周期对称干扰信号的估计问题,
文献 [9] 通过设计非线性控制器解决了一类线性系
统的三角波干扰的完全抑制. 与上述 Floquet 理论
和定常参数化等间接方法不同, 本文采用较为直接
的重复控制方法, 即采用周期修正律对周期信号进
行直接估计.
重复控制[10] 是实现周期信号跟踪、周期干扰抑

制以及周期参数逼近的精确控制技术. 经典的重复
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控制理论要求系统内部包含同样周期信号的实现机

制, 即基于内模原理的分析与设计. 随着现代控制理
论的发展, 基于 Lyapunov-like 方法的重复控制系
统的分析理论[11−16] 逐渐增多, 重复控制器的设计
也由频域转向了更为直观的时域, 不仅为设计人员
提供了方便, 也为结合其他先进控制技术提供了可
能. 文献 [17] 将重复控制和滑模控制相结合, 在系统
不确定性具有上界的条件下, 设计变结构重复控制
器, 得到了系统的渐近稳定性; 进一步地, 当上界未
知时, 引入遗忘因子, 设计自适应重复控制器, 证明
了系统各变量的一致有界性. 文献 [18] 提出一种部
分饱和学习算法, 得到了系统的全局稳定性, 并将该
方法应用于机器人系统, 实现了系统输出对期望轨
迹的跟踪. 文献 [19] 和文献 [20] 都对系统的不确定
项进行了参数化处理, 不同的是: 前者属于线性参数
化, 而后者还进行了非线性参数化. 参数化后的周期
时变参数通过周期学习律进行估计. 文献 [21] 针对
机械臂系统, 提出一种自适应重复学习算法, 该方法
结合了重复控制和迭代学习控制的优点. 文献 [22]
拓宽了鲁棒方法关于非参数化不确定项小于特定界

的假设, 在重复控制律中添加投影和阻尼两种鲁棒
修正法, 分别得到渐近稳定性和一致有界性的结果.
综上所述, 重复控制可有效处理周期时变系数,

而对于周期系统中含有的非周期不确定性, 还需结
合其他控制方法, 如自适应控制处理可参数化不确
定性. 文献 [23] 针对线性参数化系统, 设计鲁棒自
适应控制器. 文献 [24] 则针对非线性参数化系统设
计自适应鲁棒控制器, 得到系统的一致有界性. 鲁棒
自适应控制在 20 世纪 80 年代是研究的热点, 该方
法主要针对存在有界干扰的系统, 在参数自适应律
中加入修正项, 以避免系统发散. 这种简单、灵巧的
处理方式促进了该方法的普遍应用. 现有的修正法
包括死区修正[25]、投影算法、σ 修正[26]、开关 σ 修

正[27] 和 ε 修正[28] 等. 鲁棒自适应控制方法的另一
种形式是在控制律中加入对干扰的界补偿项, 在系
统干扰界未知情形下, 增加界的自适应估计律, 保证
系统稳定[29],但由于控制器中加入了符号函数,系统
出现颤振现象. 文献 [23] 使用双曲函数替代符号函
数, 避免了颤振, 但只能得到系统变量的有界性. 本
文针对周期时变系统, 提出一种鲁棒自适应重复控
制方法, 该方法利用周期学习律直接估计周期时变
参数, 并结合鲁棒自适应方法处理非周期不确定性,
在控制器设计中, 使用双曲函数替代符号函数, 以避
免颤振. 与文献 [23] 不同的是, 在双曲函数中引入
级数收敛序列, 该序列的分母为周期数的乘方, 与现
有重复控制不同的是, 在控制器设计中使用了周期
数, 使得界的逼近误差随着周期数的增加而逐渐减
少, 从理论上得到系统的全局渐近稳定性. 进一步

地, 将该方法应用于一类非线性参数化系统, 使系统
在非参数化扰动情形下, 输出误差仍然收敛于 0. 最
后, 将该方法用于消除神经网络逼近误差对重复控
制系统的影响, 证明了系统所有变量的有界性和输
出误差的渐近收敛性. 仿真实例采用倒立摆模型和
机械臂模型, 验证了该方法能有效处理周期时变系
统, 使系统具有良好的跟踪性能.

1 问题提出

首先, 给出一种自适应界估计方法, 考虑常规一
阶非线性系统:

ẋ = f(x) + g(x)u + θ∗ξ(x) + η(x, t) (1)

其中, x ∈ R 是系统状态; f(x): R → R, g(x):
R → R, ξ(x): R → R 是已知的光滑函数, 且
g(x) 6= 0,∀x ∈ R; θ∗ 是未知常参数; η(x, t) 是未知
光滑函数. 假设标称系统:

ẋN = fN(xN , u, θ) ≡ f(xN) + g(xN)u + θ∗ξ(xN)
(2)

在原点处有孤立的平衡点, 且不受 θ∗ 的影响, 即
f(0) = ξ(0) = 0.
系统 (1) 同时具有参数化不确定性 θ∗ξ(x) 和非

参数化不确定性 η(x, t), 此类不确定性可能由多种
因素引起, 如量测噪声、模型误差、外部扰动等. 假
设:

|η(x, t)| ≤ α∗ρ(x),∀x ∈ R,∀t ∈ R+ (3)

其中, ρ : R → R+ 是已知光滑函数, α∗ ≥ 0 是未知
常参数. α∗ 不是唯一的, 因为任何大于 α∗ 的常数都
满足式 (3), 为分析方便, 假定 α∗ 对于式 (3) 是最小
的常数.
对于此类全局鲁棒稳定性问题, 设计反馈控制

律, 使系统在原点处是全局渐近稳定的, 如控制律:

u = − 1
g(x)

[k1x + f(x) + θξ(x) + η̂(x, α)] (4)

其中, k1 > 0 是设计参数, θ(t) 和 α(t) 是未知常参
数 θ∗ 和 α∗ 的估计, η̂(x, α) 是不确定性 η(x, t) 的
估计. 传统自适应控制方法[30] 给出如下的设计:

η̂(x, α) = αρ(x)sgn(x) (5)

θ̇(t) = γ1xξ(x), γ1 > 0 (6)

α̇(t) = γ2|x|ρ(x), γ2 > 0 (7)

此类控制器的缺陷有: 1) 式 (5) 中的符号函数会给
系统带来颤振; 2) 由于实际运行时, 系统的稳态误
差不可能精确为 0, 式 (7) 等号右边项恒大于 0, 则
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α 会一直累加而越来越大; 3) 函数 η̂(x, α) 是不连续
的, 无法求导, 不适用于严格反馈非线性系统的反推
设计. 鉴于此, 文献 [23] 给出了一种光滑的界估计方
法, 设计如下:

η̂(x, α) = αω(x) (8)

θ̇(t) = γ1[xξ(x)− σ1(θ − θ0)] (9)

α̇(t) = γ2[xω(x)− σ2(α− α0)] (10)

ω(x) = ρ(x) tanh
(

xρ(x)
ε

)
(11)

其中, σ1, σ2, ε > 0, θ0, α0 ≥ 0 是设计参数. 该方
法融入了鲁棒自适应控制里的 σ 修正法[24], 因此 α

不会一直累加, 参数估计的有界性得到保证. 式中双
曲函数替代符号函数, 保证了控制器的连续性, 适合
反推设计, 同时也能避免颤振.
上述设计方法适合系统 (1) 中的被估参数 θ∗ 是

常数的情形; 如果 θ∗ 是时变的, 记作 θ(t), 自适应律
(9) 便不再适用. 当然, 同样可采取界估计方法处理
该参数, 但如果我们再假设 θ(t) 是周期的, 新的系
统模型如下:

ẋ = f(x) + g(x)u + θ(t)ξ(x) + η(x, t) (12)

其中, θ(t) = θ(t − T ), T > 0. 此时, 再用界估计
法处理时变参数 θ(t), 则显得过于保守. 鉴于重复
控制能有效处理周期时变参数, 我们采用周期学习
律估计 θ(t), 并在界的处理中引入新变量—周期数
j = [t/T ], [·] 表示取整, 以确保重复控制高精度的
控制性能. 为后面控制器设计和收敛性分析的需要,
先给出两个定义和一个引理.
定义 1. 级数收敛序列:

εj =
q

jl
(13)

其中, j = 1, 2, 3, · · · , q 和 l 是给定常参数, 要求
q ≥ 0 ∈ R, l ≥ 2 ∈ N. 显然, 序列 εj 具有以下两

条性质:

lim
j→∞

εj = 0 (14)

lim
j→∞

j∑
i=0

εi < ∞ (15)

定义 2. 对于标量 a, 限幅函数 satā(·) 定义为

satā(a) =





ā1, a < ā1

a, ā1 ≤ a ≤ ā2

ā2, a > ā2

(16)

其中, ā1 和 ā2 分别是上下限幅值.
引理 1. 对标量 a1、a2, 如果 a1 = satā(a1), a1

和 a2 的限幅值一样, 则:

(a1 − satā(a2))2 ≤ (a1 − a2)2 (17)

(a1 − satā(a2))(a2 − satā(a2)) ≤ 0 (18)

文献 [23] 的控制器设计虽然避免了符号函数带
来的缺陷, 但也牺牲了系统的渐近稳定性; 文献 [31]
在控制器的设计中使用反正切函数, 但也只能做到
有界收敛. 控制目标是寻找合适的控制器, 使系统
(12) 是全局渐近稳定的.

2 控制器设计及稳定性分析

针对系统 (12), 设计反馈控制器:

u =− 1
g(x)

(
k2x + f(x) + θ̂ξ(x)+

α̂ρ(x) tanh
(

xρ(x)
εj

))
(19)

界的自适应估计器:

˙̂α = −γ3ε
jα̂ + γ3xρ(x)tanh

(
xρ(x)

εj

)
(20)

1) 部分限幅学习律:

θ̂(t) ={
satθ̄(θ̂(t− T )) + γ4xξ(x), t ∈ [0,∞)
0, t ∈ [−T, 0)

(21)

2) 全限幅学习律:

θ̂∗(t) =

{
θ̂(t− T ) + γ4xξ(x), t ∈ [0,∞)
0, t ∈ [−T, 0)

θ̂(t) = satθ̄(θ̂∗(t)) (22)

其中, k2、γ3、γ4 > 0 是设计参数, θ̂(t) 是 θ(t) 的估
计. α̂(t) 是 α∗ 的估计. εj 由定义 1 给出, satθ̄(·) 由
定义 2 给出. 给定 satθ̄(θ̂(t)) 的上下限幅值分别是
θ̄1 和 θ̄2, 这里假设 θ̄1 < θ(t) < θ̄2.
注 1. 上述控制器中的 εj 的作用是: 1) 使误差

界随周期数的增加而递减; 2) 式 (20) 等号右边第一
项使界的估计值不至于过大, 类似于 σ 修正的作用,
故本文方法保证了系统的全局渐近稳定性. 但由于
性质式 (14), 当周期数趋于无穷时, tanh(·) 会趋于
符号函数, 因此在无穷远处会出现颤振; 但在实际运
行时, 时间不可能趋于无穷, 只要适当调整参数 q 和

l, 即可避免颤振.
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注 2. 文献 [20] 已证明采用部分限幅学习律和
全限幅学习律均能使系统稳定, 这里的周期学习律
(21) 和 (22) 可保证参数估计有界, 进而保证系统的
稳定性.
定理 1. 系统 (12) 中 η(x, t) 满足式 (3), 在反

馈控制律 (19) 和参数自适应律 (20) 的作用下, 分别
采用部分限幅学习律 (21) 或全限幅学习律 (22), 均
能保证系统全局渐近稳定.
证明. 将控制器 (19) 代入系统 (1), 得

ẋ =− k2x + θ̃(t)ξ(x)−

α̂ρ(x) tanh
(

xρ(x)
εj

)
+ η(x, t) (23)

其中, θ̃(t) = θ(t)− θ̂(t). 定义 Lyapunov-like 函数:

V (t) = V1 + V2 + V3 (24)

其中

V1 =
1
2
x2 (25)

V2 =
1

2γ3

α̃2 (26)

V3 =
1

2γ4

∫ t

t−T

θ̃2dτ (27)

其中, α̃(t) = α∗ − α̂(t), 对 V1 求导, 并将式 (23) 代
入, 得:

V̇1 = x
(
− k2x + θ̃(t)ξ(x)− α̂ρ(x) tanh

(
xρ(x)

εj

)
+

η(x, t)
)

= −k2x
2 + θ̃(t)ξ(x)x−

α̂xρ(x) tanh
(

xρ(x)
εj

)
+ xη(x, t) (28)

对 V2 求导, 并将式 (20) 代入, 得:

V̇2 =
1
γ3

α̃

(
γ3ε

jα̂− γ3xρ(x) tanh
(

xρ(x)
εj

))
=

α̃εjα̂− α̃xρ(x) tanh
(

xρ(x)
εj

)
(29)

对 V3 求差分, 并将式 (21) 代入, 应用引理 1,
得:

∆V3 =
1

2γ4

∫ t

t−T

(θ̃2(τ)− θ̃2(τ − T ))dτ ≤
∫ t

t−T

−xξ(x)θ̃(τ)dτ (30)

对 V3 求差分, 并将式 (22) 代入, 应用引理 1,
得:

∆V3 =
1

2γ4

∫ t

t−T

(θ̃2(τ)− θ̃2(τ − T ))dτ ≤

1
γ4

∫ t

t−T

(θ̂(τ − T )− θ̂(τ))θ̃(τ)dτ ≤

1
γ4

∫ t

t−T

(θ̂∗ − satθ̄(θ∗))(θ − satθ̄(θ∗))dτ−
∫ t

t−T

xξ(x)θ̃dτ (31)

因此, 采用部分限幅学习律 (21) 或全限幅学习律
(22) 均能得到相同的结果, 即:

∆V3 = V3(t)− V3(t− T ) ≤
∫ t

t−T

−xξ(x)θ̃(τ)dτ

(32)

对式 (24) 求差分, 并将式 (28)、式 (29) 和式
(32) 代入, 得:

∆V (t) = V (t)− V (t− T ) =
∫ t

t−T

(V̇1 + V̇2)dτ + ∆V3(t) ≤
∫ t

t−T

(
−k2x

2 − α∗xρ(x) tanh
(

xρ(x)
εj

)
+

α̃εjα̂ + α∗|x|ρ(x)
)
dτ ≤

∫ t

t−T

(
−k2x

2 +
(

α∗δ +
1
4
α∗2

)
εj

)
dτ

(33)

其中, δ > 0 是常数, 满足 δ = e−(δ+1)[23]. 对任意
t ∈ [iT, (i + 1)T ], i ∈ Z+, t0 ∈ [0, T ], 有:

V (t) = V (t0) +
i−1∑
j=0

∆V (t− jT ) (34)

将式 (33) 代入上式, 得:

V (t) =V (t0) +
i−1∑
j=0

∆V (t− jT ) =

V (t0)− k2

i−1∑
j=0

∫ t−jT

t−(j+1)T

x2dτ+

(
α∗δ +

1
4
α∗2

)
T

i−1∑
j=0

εi−j (35)
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需要证明 V (t0) 的有界性. ∀t ∈ [0, T ], 对 V (t) 求
导, 并将式 (28)、式 (29)、式 (32) 代入, 得:

V̇ (t) ≤ −k2x
2 +

(
α∗δ +

1
4
α∗2

)
ε (36)

在区间 [0, t0] 上对上式两边取积分, 得:

V (t0) ≤ V ′(0)− k2

∫ t0

0

x2dτ (37)

其中, V ′(0) = V (0) + t0(α∗δ + (1/4)α∗2)ε. 因为
V (0) 有界, t0 ∈ [0, T ], 所以 V ′(0) 有界, 又因为
V (t0) − V ′(0) ≤ −k2

∫ t0

0
x2dτ ≤ 0, 所以有 0 <

V (t0) ≤ V ′(t), 即 V (t0) 有界. 对式 (35) 两边取极
限, 得:

lim
t→∞

V (t) ≤ max
t0∈[0,T )

V (t0)+

(α∗δ +
1
4
α∗2)T lim

i→∞

i−1∑
j=0

εi−j−

k2 lim
i→∞

i−1∑
j=0

∫ t−jT

t−(j+1)T

x2dτ (38)

因为 −k2 limi→∞
∑i−1

j=0

∫ t−jT

t−(j+1)T
x2dτ ≤ 0, V (t0)

有界, 而 V (t) > 0, 结合式 (15) 可知 V (t) 有界,
即 x(t) 和 α̂(t) 有界, θ̂(t) 积分有界. 进一步地, 在
式 (21) 或式 (22) 的限幅作用下, θ̂(t) 有界, 根据式
(19), 控制器 u(t) 有界, 至此, 闭环系统内所有信号
有界. 进而根据式 (23) 可知 ẋ 有界, 所以 x 一致连

续. 由式 (38) 得:

lim
t→∞

∫ t

t−T

x2dτ = 0 (39)

因为 x(t) 一致连续, 有 limt→∞ |x(t)| = 0. ¤

3 一类非线性参数化系统

上述控制器设计方法不仅适用于线性参数化系

统 (12), 同样也适用于非线性参数化系统, 考虑一类
n 阶非线性参数化系统[20]:

ẋi = xi+1

ẋn =
1

β(XXX,ϕϕϕβ)
(f(XXX,ϕϕϕf ) + g(XXX,θθθ(t)) + u+

η(XXX, t))

y = x1 (40)

其中, XXX = [x1, x2, · · · , xn]T = [y, ẏ, · · · , y(n−1)]T ∈
Rn 是状态变量, u ∈ R 是系统输入, y ∈ R 是系统
输出, ϕϕϕf ∈ Rnf 和 ϕϕϕβ ∈ Rnβ 是未知常参数向量,

θθθ(t) ∈ Rng 是未知时变函数, β(XXX,ϕϕϕβ), f(XXX,ϕϕϕf )
和 g(XXX,θθθ(t)) 是具有未知参数的非线性函数. 定义
XXXd(t) = [yd(t), ẏd(t), · · · , y

(n−1)
d (t)]T, 其中理想轨

迹 yd(t) 具有 n 阶有界导数.
假设 1. β(XXX,ϕϕϕβ) 的符号已知, 存在常数

βmin 和有界函数 β̄(XXX) > 0 使得 0 < βmin ≤
|β(XXX,θθθβ)| ≤ β̄(XXX) < ∞,∀XXX ∈ Rn, θθθβ ∈ Rnβ .
假设 2. θθθ(t) 是连续的时变函数, 且满足 θθθ(t) =

θθθ(t− T ), T 是已知常数.
假设 3. 非线性函数 β(XXX,ϕϕϕβ), f(XXX, ϕϕϕf ) 和

g(XXX,θθθ) 满足

β(XXX,ϕϕϕβ) = ϕϕϕT
βωωωβ(XXX) + β0(XXX)

f(XXX,ϕϕϕf ) = ϕϕϕT
f ωωωf (XXX) + f0(XXX)

g(XXX,θθθ(t)) = θθθT(t)υυυ(XXX) (41)

其中, ωωωf (XXX) ∈ Rnf、υυυ(XXX) ∈ Rng、f0(XXX) ∈ R 是
已知连续函数, ωωωβ(XXX) ∈ Rnβ 和 βββ0(XXX) ∈ R 是已
知的连续可微函数.
假设 4. 非参数化扰动 |η(XXX, t)| ≤ αρ(XXX), ∀XXX

∈ Rn, t ∈ R+. 其中 α 是未知常参数, ρ(XXX) 是已知
函数.
注 3. 假设 1 避免系统出现奇异性, 假设 2 保

证 θθθ(t) 是有界的, 假设 3 对非线性函数进行了参数
化, 假设 4 要求非参数化扰动具有上界函数, 比具有
上界的假设[18, 29] 要宽松, 均要求非参数化扰动具有
上界函数, 比扰动具有上界的假设[18,29] 要宽松.
由于 θθθ(t) 是向量, 将定义 2 拓展成向

量形式, 即对向量 aaa ∈ Rm, 有 satā(a) =
[satā1(a1), satā2(a2), · · · , satām

(am)]T, 其中 āaa =
{ā1, ā2, · · · , ām}. 将引理 1 拓展成向量形式[16], 重
写如下:
引理 2. ∀aaa,bbb ∈ Rm, 如果 aaa 满足 b̄1

i ≤ ai ≤ b̄2
i ,

i = 1, 2, · · · ,m, 那么

[(γ + 1)aaa− (γbbb + satb̄(bbb))]TΛ[bbb− satb̄(bbb)] ≤ 0
(42)

证明过程详见文献 [20].
定义 eee = [e1, e2, · · · , en]T = XXX −XXXd 为实现

系统输出对理想轨迹的跟踪, 定义滤波误差 ef =
[cccT 1]eee, 其中 ccc = [c1, c2, · · · , cn−1]T 使得 sn−1 +
cn−1s

n−2 + · · ·+ c1 是 Hurwitz 多项式. 定义 ν1 =
yn−1

d − [cccT, 0]eee 和 ν = −yn
d + [0, cccT]eee, 因此有 ν̇1 =

−ν, 对 ef 求导, 得:

ėf =
1

β(XXX,ϕϕϕβ)
(f(XXX,ϕϕϕf ) + g(XXX,θθθ(t)) + u+

η(XXX, t)) + ν (43)
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设计控制器如下:

u = −k3ef − ϕ̂ϕϕTωωω(zzz)− h(zzz)− θ̂θθ
T
(t)υυυ(X)−

α̂ρ(XXX) tanh
(

efρ(XXX)
εj

)
(44)

其中, k3 > 0 是正常数, zzz = [XXXT,XXXT
d , y

(n)
d ]T,

ωωω(zzz) =

[
ωωωf ,

1
ef

∫ ef

0

(
σ

n−1∑
i=1

∂ωωωT
β

∂xi

xi+1 + νωωωβ

)
dσ

]

h(z) = f0 +
1
ef

∫ ef

0

(
σ

n−1∑
i=1

∂β0

∂xi

xi+1 + νβ0

)
dσ

α̂ 和 ϕ̂ϕϕ = [ϕ̂ϕϕT
βββ , ϕ̂ϕϕT

f ]T 分别为 α 和 ϕϕϕ = [ϕϕϕT
β ,ϕϕϕT

f ]T 的
估计, 给出 α 和 ϕ 的自适应律:

˙̂α = −γ5ε
jα̂ + γ5efρ(x) tanh

(
efρ(x)

εj

)
(45)

˙̂ϕϕϕ = Φωωω(zzz)ef (46)

其中, γ5 > 0, 对角阵 Φ > 0. θ̂θθ(t) 是参数 θθθ(t) 的估
计, 其学习律同样采用部分限幅和全限幅形式:

1) 部分限幅学习律:

θ̂θθ(t) =

{
satθ̄(θ̂θθ(t− T )) + Γυυυ(XXX)ef , t ∈ [0,∞)
0, t ∈ [−T, 0)

(47)

2) 全限幅学习律:

θ̂θθ
∗
(t) =

{
θ̂θθ(t− T ) + Γυυυ(XXX)ef , t ∈ [0,∞)
0, t ∈ [−T, 0)

θ̂θθ(t) = satθ̄(θθθ
∗(t)) (48)

其中, 对角阵 Γ > 0, θ̄ 表示 θ̂θθ(t) 的上下限幅, 假设
θθθ(t) 也在 θ̄ 内.

定理 2. 系统 (40) 满足假设 1∼ 4, 在控制器
(44)和参数自适应律 (45)、(46)的作用下,分别采用
部分限幅学习律 (47) 或全限幅学习律 (48), 均能保
证系统输出误差渐近收敛于 0, 即 limt→∞ e(t) = 0.

证明. 选择 Lyapunov-like 函数: V (t) =
Vf (t) + Vα(t) + Vϕ(t) + Vθ(t), 其中:

Vf =
1
2

∫ ef

0

β(x̄n−1, σ + ν1, θβ)dσ2

Vα =
1

2γ5

α̃2, α̃ = α− α̂

Vϕ =
1
2
ϕ̃ϕϕT(τ)Φ−1ϕ̃ϕϕ, ϕ̃ϕϕ(t) = ϕϕϕ(t)− ϕ̂ϕϕ(t)

Vθ =
1
2

∫ t

t−T

θ̃θθ
T
(τ)Γ−1θ̃θθ(τ)dτ, θ̃θθ(t) = θθθ(t)− θ̂θθ(t)

对 Vf (t) 求导, 得:

V̇f = β(XXX,ϕϕϕβ)ef ėf+∫ ef

0

σ

(
∂β

∂x̄n−1

˙̄xn−1 +
∂β

∂ν1

ν̇1

)
dσ (49)

将式 (43) 代入上式等号右边第 1 项, 有:

β(XXX,ϕϕϕβ)ef ėf = ef (f + g + u + η) + befν (50)

根据假设 3, 式 (49) 等号右边第 2 项和第 3 项分别
为:

∫ ef

0

σ
∂β

∂x̄xxn−1

˙̄xn−1dσ =

∫ ef

0

(
σ

∂θθθT
βωωωβ(x̄xxn−1, σ + ν1)

∂x̄n−1

˙̄xxxn−1+

σ
∂β0(x̄xxn−1, σ + ν1)

∂x̄xxn−1

˙̄xxxn−1

)
dσ (51)

和

∫ ef

0

σ
∂β

∂ν1

ν̇1dσ = −βefν+

ν

∫ ef

0

(θθθT
βωωωβ + β0)dσ (52)

其中, x̄xxn−1 = [x1, x2, · · · , xn−1]T, 将式 (50)∼ (52)
和控制器 (44) 代入式 (49), 得:

V̇f = ef [ϕϕϕTωωω(zzz) + θθθT(t)υυυ(XXX) + h(zzz) + u+

η(XXX, t)] = ef

[
ϕ̃ϕϕTωωω(zzz) + θ̃θθ

T
(t)υυυ(XXX)−

k3ef + η(XXX, t)− α̂ρ(XXX) tanh
(

efρ(XXX)
εj

)]

(53)

对 Vα(t) 求导, 并将自适应律 (45) 代入, 化简得:

V̇α = −εj

(
α̂− 1

2
α

)2

−

αefρ(XXX) tanh
(

efρ(XXX)
εj

)
+

1
4
εjα2 + α̂efρ(XXX) tanh

(
efρ(XXX)

εj

)
(54)

对 Vϕ(t) 求导, 并将自适应律 (46) 代入, 化简得:

V̇ϕ = −ϕ̃ϕϕTωωω(zzz)ef (55)

对 Vθ 求差分, 分别将部分限幅学习律或全限幅学习
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律代入, 并应用引理 2, 化简得:

∆Vθ = Vθ(t)− Vθ(t− T ) ≤

−
∫ t

t−T

efυυυ
Tθ̃θθdτ − 1

2

∫ t

t−T

e2
fυυυ

TΓνννdτ

(56)

或

∆Vθ = Vθ(t)− Vθ(t− T ) ≤

−
∫ t

t−T

efυυυ
Tθ̃θθdτ − 1

2

∫ t

t−T

(θ̂θθ(τ)−

θ̂θθ(τ − T ))TΓ−1(θ̂θθ(τ)− θ̂θθ(τ − T ))dτ

(57)

因此, 有:

∆Vθ ≤ −
∫ t

t−T

efυυυ
Tθ̃θθdτ (58)

对 V (t) 求差分, 并将式 (53)∼ (55) 和式 (58) 代入
上式, 有:

∆V (t) = V (t)− V (t− T ) =
∫ t

t−T

(V̇f + V̇α + V̇ϕ)dτ + ∆Vθ(t) ≤
∫ t

t−T

(
(ef θ̃θθ

T
υυυ − k3e

2
f + efη) +

1
4
εjα2−

εj

(
α̂− 1

2
α

)2

− αefρ tanh
(efρ

εj

))
dτ−

∫ t

t−T

efυυυ
Tθ̃θθdτ ≤

∫ t

t−T

(
− k3e

2
f + efη+

1
4
εjα2 − αefρ tanh

(efρ

εj

))
dτ (59)

根据假设 4, |η(X, t)| ≤ αρ(X) 代入上式, 得:

∆V (t) ≤
∫ t

t−T

(
− k3e

2
f +

1
4
εjα2+

|ef |αρ− αefρ tanh
(efρ

εj

))
dτ ≤

∫ t

t−T

−k3e
2
fdτ +

(
1
4
α2 + αδ

)
εjT

(60)

其中, δ > 0 是常数, 满足 δ = e−(δ+1). 由此, 得到
了类似式 (33) 的结果, ∀t ∈ [iT, (i + 1)T ], i ∈ Z+,
t0 ∈ [0, T ], 有:

V (t) = V (t0) +
i−1∑
j=0

∆V (t− jT ) (61)

将式 (60) 代入上式, 得:

V (t) = V (t0) +
i−1∑
j=0

∆V (t− jT ) =

V (t0)− k3

i−1∑
j=0

∫ t−jT

t−(j+1)T

e2
fdτ+

(αδ +
1
4
α2)T

i−1∑
j=0

∆i−j (62)

同样需要证明 V (t0) 的有界性. ∀t ∈ [0, T ], 对 V (t)
求导, 并将式 (53)∼ (55) 和式 (58)) 代入上式, 得:

V̇ (t) ≤ −k3e
2
f +

(
αδ +

1
4
α2

)
∆ (63)

在区间 [0, t0] 上对上式两边取积分, 得

V (t0) ≤ V ′(0)− k3

∫ t0

0

e2
fdτ (64)

其中, V ′(0) = V (0) + t0(αδ + (1/4)α2)∆. 因为
V (0) 有界, t0 ∈ [0, T ], 所以 V ′(0) 有界; 又因为
V (t0) − V ′(0) ≤ −k3

∫ t0

0
e2

fdτ ≤ 0, 所以有 0 <

V (t0) ≤ V ′(t), 即 V (t0) 有界. 对式 (62) 两边取极
限, 得:

lim
t→∞

V (t) ≤ max
t0∈[0,T )

V (t0)+

(
αδ +

1
4
α2

)
T lim

i→∞

i−1∑
j=0

εi−j−

k3 lim
i→∞

i−1∑
j=0

∫ t−jT

t−(j+1)T

e2
fdτ (65)

因为 −k3 limi→∞
∑i−1

j=0

∫ t−jT

t−(j+1)T
e2

fdτ ≤ 0, V (t0)
有界, 而 V (t) > 0, 结合式 (15) 可知 V (t) 有界, 即
ef (t)、α̂(t)、ϕ̂(t) 有界, θ̂(t) 积分有界; 进一步地,
在 (47) 或式 (48) 的限幅作用下, θ̂(t) 有界, 根据式
(44) 控制器 u(t) 有界, 则闭环系统内所有信号有界.
进而根据式 (43) 可知 ėf 有界, 所以 ef 一致连续.
由式 (65) 得:

lim
t→∞

∫ t

t−T

e2
fdτ = 0 (66)

因为 ef (t) 一致连续, 所以有 limt→∞ |ef (t)| = 0. 因
此 limt→∞ e(t) = 0. ¤
与文献 [20] 相比, 系统多了非参数化扰动, 利用

鲁棒自适应方法予以消除.
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4 神经网络自适应鲁棒重复控制

系统 (12)中的非线性项 f(x)和 g(x)是已知的,
而系统 (40) 中的非线性项 f(XXX, ϕf ) 和 g(XXX, θ(t))
是可参数化的. 当 f(x) 和 g(x) 是未知且不可参数
化时, 利用基于神经网络的自适应控制方法[32], 系
统模型重写如下:

ẋi = xi+1, i = 1, 2, · · · , n− 1

ẋn = f(XXX) + g(XXX)u

y = x1 (67)

其中, XXX = [x1, x2, · · · , xn]T ∈ Rn 是系统状态,
u ∈ R 是控制输入, y ∈ R 是系统输出, f(XXX) 和
g(XXX) 是未知的光滑函数.
针对上述系统设计控制器 u = −k(t)es −

ŴWW
T
SSS(zzz)[32], 其中 es 是滤波误差, 下文有明确定

义; ŴWW 是对神经网络权值的估计, 相应有一个自适
应估计律; SSS(zzz) 是已知的基函数. 通过这种基于神
经网络的自适应控制方法, 使系统输出有界, 且收敛
于理想轨迹, 这个界的大小与神经网络的逼近误差
有关. 如果系统中含有周期时变的不确定性, 记为
θ(t) = θ(t− T ), 系统重新描述如下:

ẋi = xi+1, i = 1, 2, · · · , n− 1

ẋn = f(XXX) + g(XXX)(u + θ(t))

y = x1 (68)

式中, θ(t) 可采用重复控制方法进行估计, f(XXX) 和
g(XXX) 仍然使用神经网络进行逼近, 但同时注意到一
个新的问题, 即逼近误差的存在会随着参数的重复
估计而不断累加, 最终导致输出发散. 应用本文提出
的自适应鲁棒控制方法, 使逼近误差随着周期数的
增加而逐渐减少, 使系统输出误差最终趋于 0. 下面
进行具体的控制器设计和收敛性分析.
假设 5. g(XXX) 的符号已知, 存在常数 gmin 和

有界函数 ḡ(XXX) > 0 使得 0 < gmin ≤ |g(XXX)| ≤
ḡ(XXX) < ∞,∀XXX ∈ Rn.

上述假设说明光滑函数 g(XXX) 是严格正的或
负的, 不失一般性, 假设 g(XXX) ≥ gmin > 0,∀XXX ∈
Rn. 定义XXXd(t) = [yd(t), ẏd(t), · · · , y

(n−1)
d (t)]T, 其

中理想轨迹 yd(t) 具有 n 阶有界导数. 定义 eee =
[e1, e2, · · · , en]T = XXX −XXXd, 为实现系统输出对理想
轨迹的跟踪, 定义滤波误差 ef = [cT 1]e, 其中 c =
[c1, c2, · · · , cn−1]T 使得 sn−1 + cn−1s

n−2 + · · · + c1

是 Hurwitz 多项式. 定义 ν1 = yn−1
d − [cT, 0]e 和

ν = −yn
d + [0, cT]e, 因此有 ν̇1 = −ν, 对 ef 求导,

得:

ėf = f(XXX) + g(XXX)(u + θ(t)) + ν (69)

设计理想反馈控制器如下:

u∗ = −k4ef − f(XXX)
g(XXX)

− h′(zzz)− θ(t) (70)

其中, k4 > 0是设计参数; zzz = [XXXT, ef , ν, ν1]T, h′(zzz)
表示如下:

h′(zzz) =
1
ef

∫ ef

0

(
σ

n−1∑
i=1

∂g−1(x̄n−1, σ + ν1)
∂xi

xi+1+

ν

g(x̄n−1, σ + ν1)

)
dσ (71)

其中, x̄xxn−1 = [x1, x2, · · · , xn−1]T. 由于 f(XXX) 和
g(XXX) 未知, 设计理想神经网络如下:

WWW ∗TSSS(zzz) + µl =
f(XXX)
g(XXX)

+ h′(zzz) (72)

其中, 逼近误差 |µl| < ρ̄, ρ̄ 未知. WWW ∗T
是理想网络

权值定义如下:

WWW ∗ := arg min
WWW∈Ωw

{
sup
zzz∈Ωz

∣∣∣∣WWWTSSS(zzz)− f(XXX)
g(XXX)

− g(zzz)
∣∣∣∣
}

其中, Ωw、Ωz 是紧集. 设计实际控制器:

u = −k4ef − ŴWW
T
SSS(z)− θ̂(t)− ρ̂ tanh

(ef

εj

)
(73)

其中, ŴWW、ρ̂、θ̂(t) 分别为WWW ∗
、ρ̄、θ 的估计, 设计如

下:

˙̂
WWW = γ6SSS(z)ef (74)

˙̂ρ = −γ7ε
j ρ̂ + γ7ef tanh

(ef

εj

)
(75)

1) 部分限幅学习律:

θ̂(t) =

{
satθ̄(θ̂(t− T )) + γ8ef , t ∈ [0,∞)
0, t ∈ [−T, 0)

(76)

2) 全限幅学习律:

θ̂∗(t) =

{
θ̂(t− T ) + γ8ef , t ∈ [0,∞)
0, t ∈ [−T, 0)

θ̂(t) = satθ̄(θ̂∗(t)) (77)

其中, γ6、γ7、γ8 > 0 是设计参数, satθ̄(·) 由定义 2
给出.
定理 3. 系统 (68) 满足假设 5, 在控制器 (73)

和参数自适应律 (74) 和 (75) 的作用下, 分别采用部
分限幅学习律 (76) 或全限幅学习律 (77), 均能保证
系统输出误差渐近收敛于 0, 即 limt→∞ e(t) = 0.
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证明. 将控制器 (73) 代入式 (69), 得:

ėf = f(XXX) + g(XXX)(u + θ(t)) + ν =

f(XXX) + g(XXX)
(
−k4ef − ŴWW

T
SSS(zzz) + θ̃(t)−

ρ̂ tanh
(ef

εj

))
+ ν (78)

选取 Lyapunov-like函数 V = Vef
+VW̃WW +Vρ̃ +

Vθ̃, 其中:

Vef
=

∫ ef

0

σ

g(x̄n−1, σ + ν1)
dσ

VW̃WW =
1

2γ6

W̃WW
T
W̃WW

Vρ̃ =
1

2γ7

ρ̃2

Vθ̃ =
1

2γ8

∫ t

t−T

θ̃2dτ

其中, W̃WW = WWW ∗ − ŴWW , ρ̃ = ρ̄− ρ̂, θ̃ = θ − θ̂. 对 Vef

求导, 并将式 (78) 代入, 得:

V̇ef
=

∂Vef

∂ef

ėf +
∂Vef

∂x̄n−1

˙̄xn−1 +
∂Vef

∂ν1

ν̇1 =

ef ėf

g(XXX)
+ ν̇1

∫ ef

0

σ
∂g−1

∂ν1

dσ+
∫ ef

0

σ

(
∂g−1(x̄n−1, σ + ν1)

∂x̄n−1

˙̄xn−1

)
dσ =

− k4e
2
f + efW̃WW

T
SSS(zzz) + ef θ̃θθ(t) + efµl−

ef ρ̂ tanh
(ef

εj

)
(79)

对 VW̃WW 求导, 并将式 (74) 代入, 得:

V̇W̃WW = −γ−1
6 W̃WW

T ˙̂
WWW = −W̃WW

T
SSS(zzz)ef (80)

对 Vρ̃ 求导, 并将式 (75) 代入, 得:

V̇ρ̃ =
1
γ7

(ρ̃)
(
−γ7ε

j ρ̂ + γ7ef tanh
(ef

εj

))
=

− εj

(
ρ̂− 1

2
ρ̄

)2

+
1
4
εj ρ̄2 − ρ̄ef tanh

(ef

εj

)
+

ρ̂ef tanh
(ef

εj

)
(81)

对 Vθ̃ 求差分, 分别将式 (76) 和式 (77) 代入上式,
应用引理 1, 得:

∆Vθ(t) = Vθ(t)− Vθ(t− T ) ≤
∫ t

t−T

−ef θ̃(τ)dτ

(82)

对 V (t) 求差分, 并将式 (79)∼ (82) 代入上式, 得:

∆V =
∫ t

t−T

(V̇ef
+ V̇W̃WW + V̇ρ̃)dτ+

Vθ(t)− Vθ(t− T ) ≤
∫ t

t−T

(
− k4e

2
f + |ef |ρ̄ +

1
4
εj ρ̄2−

ρ̄ef tanh
(ef

εj

))
dτ ≤ −k4

∫ t

t−T

e2
fdτ+

(
δρ̄ +

1
4
ρ̄2

)
Tεj (83)

其中, δ > 0是常数,满足 δ = e−(δ+1). ∀t ∈ [iT, (i+
1)T ], i ∈ Z+, t0 ∈ [0, T ], 有:

V (t) = V (t0) +
i−1∑
j=0

∆V (t− jT ) (84)

将式 (83) 代入上式, 得:

V (t) = V (t0) +
i−1∑
j=0

∆V (t− jT ) =

V (t0)− k4

i−1∑
j=0

∫ t−jT

t−(j+1)T

e2
fdτ+

(δρ̄ +
1
4
ρ̄2)T

i−1∑
j=0

εi−j (85)

需证 V (t0) 的有界性. ∀t ∈ [0, T ], 对 V (t) 求导, 并
将式 (79)∼ (82) 代入, 得:

V̇ (t) ≤ −k4e
2
f +

(
δρ̄ +

1
4
ρ̄2

)
ε (86)

在区间 [0, t0] 上对上式两边取积分, 得:

V (t0) ≤ V ′(0)− k4

∫ t0

0

e2
fdτ (87)

其中, V ′(0) = V (0) + t0(δρ̄ + 1
4
ρ̄2)ε. 因为 V (0) 有

界, t0 ∈ [0, T ], 所以 V ′(0) 有界, 又因为 V (t0) −
V ′(0) ≤ −k4

∫ t0

0
e2

fdτ ≤ 0, 所以有 0 < V (t0) ≤
V ′(t), 即 V (t0) 有界. 对式 (85) 两边取极限, 得:

lim
t→∞

V (t) ≤ max
t0∈[0,T )

V (t0)+

(δρ̄ +
1
4
ρ̄2)T lim

i→∞

i−1∑
j=0

εi−j−

k4 lim
i→∞

i−1∑
j=0

∫ t−jT

t−(j+1)T

e2
fdτ (88)
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因为 −k4 limi→∞
∑i−1

j=0

∫ t−jT

t−(j+1)T
e2

fdτ ≤ 0, V (t0)
有界, 而 V (t) > 0, 结合式 (15) 可知 V (t) 有界, 即
ef (t)、ŴWW (t)、ρ̂(t) 有界, θ̂(t) 积分有界. 进一步地,
在式 (76) 或式 (77) 的限幅作用下, θ̂(t) 有界, 根据
式 (73), 则控制器 u(t) 有界, 则闭环系统内所有信
号有界. 进而根据式 (69) 可知 ėf 有界, 所以 ef 一

致连续. 由式 (88) 得:

lim
t→∞

∫ t

t−T

e2
fdτ = 0 (89)

因 ef (t) 一致连续, 有 limt→∞ |ef (t)| = 0. 因此
limt→∞ e(t) = 0. ¤

5 仿真

例 1. 采用倒立摆模型[33]:

ẋ1 = x2

ẋ2 =
g sinx1 − mLx2

2 sinx1 cos x1

M + m

L

(
4
3
− m cos2 x1

M + m

) +

cos x1

M + m

L

(
4
3
− m cos2 x1

M + m

)u

y = x1 (90)

其中, x1 和 x2 分别是倒立摆系统的角位移和角

速度, g = 9.8m/s2
是重力加速度, M 和 m 分别

是车和杆子的质量, L 是杆子一半的长度, u 是控

制力. 模型的真实值为 M = 0.1 kg, m = 0.2 kg,
L = 0.5m, 初始状态 x1(0) = 0, x2(0) = π2/3, 理
想跟踪轨迹设为 yd(t) = π/6 sin(t).
为应用控制器 (44), 将上述模型转化为式 (40)

的形式, 其中:

f(XXX, ϕf ) = (M + m)
sinx1

cos x1

g, ϕf = M + m

ωf (XXX) =
sinx1

cos x1

g, f0(XXX) = 0

g(XXX, θ(t)) = −mLx2
2 sinxd, θ(t) = −mL sinxd

υ(XXX) = x2
2

η(XXX, t) = mL(sinxd − sinx1)x2
2

α = mL, ρ(XXX) = x2
2

β(XXX,ϕϕϕβ) =
4
3
L(M + m)

1
cos x1

−mL cos x1

ϕϕϕβ =
[
4
3
L(M + m),−mL

]T

ωωωβ(XXX) =
[

1
cos x1

, cos x1

]T

采用控制器 (44)、(45)、(46) 和 (48), 其中:

ωωω(zzz) =
[ sinx1

cos x1

g
sinx1

cos2 x1

x2 + υ
1

cos x1

−x2 sinx1 + υ cos x1

]T

, h(zzz) = 0

控制器参数选择如下:

k3 = 90, γ5 = 5,Γ = 0.01

Φ =




0.3 0 0
0 0.2 0
0 0 0.1




θ̄ = [−5 5], εj =
8
j2

仿真结果如图 1∼ 5 所示. 图 1 中实线表示系
统实际输出, 虚线表示理想轨迹, 经过 1 秒左右, 系
统输出渐近跟踪上理想轨迹. 较文献 [33] 收敛速度
有了明显提高. 图 2 给出了误差的具体收敛过程, 随
着周期数的增加, 误差在不断降低, 经过大约 5 个
周期的学习, 收敛精度稳定在 10−5 附近, 证明了所
设计的控制器适用于非线性参数化系统的跟踪控制.
图 3 和图 4 表示参数估计的变化, 随时间的推移, 估
计值逐步趋于稳定, 并略带周期性, 但始终在一定范
围内波动, 体现了加饱和的学习律对保证参数估计
有界的作用. 图 5 是呈周期变化的控制输入.

图 1 系统输出和理想轨迹

Fig. 1 System output and ideal trajectories

例 2. 采用机械臂模型验证神经网络自适应鲁
棒重复控制算法[21], 其动力学方程为:

Jẍ1 + νẋ1 +
(

1
2
m + M

)
gl sin x1 = u(t) + θ(t)

(91)
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图 2 系统误差

Fig. 2 System error

图 3 参数估计

Fig. 3 Parameter estimations

图 4 参数估计

Fig. 4 Parameter estimations

图 5 控制输入

Fig. 5 Control input

其中, x1 是机械臂转动的角坐标, u 是驱动转矩,
m,M, l, ν 分别是机械臂的质量、长度以及阻尼系

数. g 为重力加速度. J = Ml2 + 1/3ml2 为转

动惯量, 假设 θ(t) = 2 sin 6t 为控制扰动. 各参数
真值如下: m = 1 kg, M = 2 kg, l = 0.5m, ν =
1 (kg ·m2)/s, g = 9.8m/s2.
将模型 (91) 写成系统 (68) 的形式, 即:

f(XXX) = − ν

J
x2 −

(
1
2J

m +
M

J

)
gl sinx1

g(XXX) =
1
J

采用控制律 (73)、(74)、(75) 和 (78), 其中神经网
络采用具有 7 个节点的径向基神经网络, 网络输入
zzz = [x1, x2, ef , ν, ν1]T, 基函数采用高斯函数:

si(zzz) = e
− ‖z−ci‖2

2b2
i , i = 1, · · · , 7

选取中心点矩阵为:

C =




−50 −30 −10 0 10 30 50
−50 −30 −10 0 10 30 50
−50 −30 −10 0 10 30 50
−50 −30 −10 0 10 30 50
−50 −30 −10 0 10 30 50




网络基宽 bi = 100/
√

14, 控制器参数选择如下:
k4 = 10, γ6 = 2, γ7 = 3, γ8 = 500, εj = 10/j6.
仿真结果如图 6∼ 10 所示. 图 6 表示系统输出

和理想轨迹, 在初始误差比较大的情形下, 系统输出
经过 1.5 秒左右, 收敛于理想轨迹; 图 7 给出了误
差精度随时间的变化情况, 经过 4 个周期的参数学
习, 大约 3 秒左右, 收敛精度稳定在 10−3 附近, 文
献 [21] 需要经过 40 次左右的迭代学习误差收敛精
度也能达到 10−3, 所以本文方法在收敛时间上有所
提升. 从图 7 可以看出, 本文的控制器设计方法能有
效消除神经网络逼近误差的影响, 从而达到控制目
标. 图 8 是网络逼近误差的估计 ρ̂ 和周期参数的估

计 θ̂(t) 均呈周期性变化, 并能保持在一定区域内而
未发散, 说明了饱和学习律能在系统状态收敛的同
时, 保证参数估计的有界性. 图 9 是神经网络权值
的估计 ŵ1, · · · , ŵ7. 图 10 是呈周期性变化的控制输
入, 通过调节函数 εj 的参数, 避免了颤振.

6 总结

本文解决了周期时变系统的重复控制问题. 在
系统具有非周期不确定性的情形下, 设计鲁棒自适
应重复控制器. 针对非线性参数化系统, 在跟踪周期
轨迹的前提下, 利用部分限幅或全限幅学习律逼近
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周期时变函数, 与现有重复控制不同的是将周期学
习的重复特性充分融入到控制器的鲁棒项中, 使由
不确定性扰动引起的误差随着周期数的增加而递减,
最终实现系统输出跟踪周期轨迹, 并将此方法用于
消除神经网络逼近误差对重复控制系统的影响. 理
论上, 当周期数趋于无穷时, 双曲函数趋于符号函
数, 系统会出现颤振现象, 因此在实际设计中, 需通
过参数调节来避免该现象的出现.

图 6 系统输出和理想轨迹

Fig. 6 System output and ideal trajectories

图 7 系统误差

Fig. 7 System error

图 8 参数估计

Fig. 8 Parameter estimations

图 9 神经网络权值 ŵi, i = 1, · · · , 7

Fig. 9 The weights of neural network ŵi, i = 1, · · · , 7

图 10 控制输入

Fig. 10 Control input
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