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模型误差变化率有界的空间连接系统鲁棒性能分析

刘华波 1, 2 周 彤 1, 3

摘 要 针对具有时空不变名义模型的空间连接系统, 讨论其存在有界、线性、时空变化和有结构性约束的模型误差时, 取得

鲁棒性能的条件. 对于时间轴和空间轴, 分别定义了算子的时间变化率和空间变化率, 给出了系统取得鲁棒性能时该变化率的

上界和下界. 研究表明, 对于时间轴和空间轴上变化率满足一定条件、具有结构约束的有界模型误差, 系统取得鲁棒性能的充

分必要条件是存在频率域上的缩放矩阵 (D 标度), 使得系统名义模型范数小于 1.
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Rate-of-variation Bounded Time-varying and Space-varying Uncertainties
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Abstract This paper investigates robust performance for a kind of spatially interconnected dynamic systems under

bounded, linear, time-varying, space-varying, structured uncertainties. Both temporal rate-of-variation and spatial rate-

of-variation are introduced to a linear time-varying and space-varying operator. On the premise of guaranteeing robust

performances, both upper and lower bounds are obtained for the maximal rate-of-variation of uncertainties. It is proved

that the existence of a temporal and spatial frequency dependent D-scale matrix that can render the norm of the nominal

model less than one is necessary and sufficient for robust performances against time-varying and space-varying structured

bounded uncertainties with appropriate rate-of-variations.
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现实生活中有许多大规模系统[1], 如自动高速
公路系统[2]、飞机器编队[3]、卫星星座群体控制[4]、

基因调控网络[5] 等都可以认为是由多个特性近乎

相同的子系统互相连接而成, 每个子系统的结构和
彼此之间的互连都比较简单, 但是它们组成的整体
却可能具有复杂而丰富的特性. 文献 [6] 将此类系
统称为 “空间连接系统” 并给出了线性矩阵不等式
(Linear matrix inequity, LMI) 形式的时空不变连
接系统同时满足适定性、稳定性和收缩性的充分条
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件; 文献 [7] 基于矩阵多项式零空间的几何结构得到
了比文献 [6] 更不保守的时空不变连接系统稳定性
的充分条件; 文献 [8] 考虑空间特性不变的分布参数
系统, 引入空间傅里叶变换将无穷维状态空间模型
变换为带参数的有限维状态空间模型, 得到系统指
数稳定的充分必要条件; 文献 [9] 考虑了存在时间不
变和空间不变不确定性而名义模型时空不变的空间

连接系统的鲁棒 l2 稳定性并给出了类似 µ (结构奇
异值) 的条件; 文献 [10] 给出了子系统名义模型一
致, 而存在时间上和空间上任意变化的不确定性时
空间连接系统取得 l∞ 和 l2 鲁棒稳定性的充分必要

条件; 文献 [11] 同样探讨了时空变化不确定性情形
下, 空间连接系统鲁棒 l2 稳定的充分必要条件, 给
出了等价于小增益条件形式的结论.
实际工程中, 由于材料特性变化以及建模条件

所限, 所得系统模型必存在不确定性, 通常该不确定
性随时间不会发生剧烈的变化, 文献 [12−13] 考虑
了时间轴上不确定性变化率满足一定约束条件的情

形下, 系统鲁棒性能的分析问题. 同样, 对于空间连
接系统, 不同空间位置的子系统都存在着不确定性.
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通常有直接作用子系统的空间位置都比较接近, 这
意味着其工作环境大体相同, 从而其动态特性差异
不会太大, 故子系统的不确定性随空间位置一般不
会发生剧烈的变化, 本文定义了不确定性算子在空
间轴上的变化率.
本文按照文献 [13] 的处理思路结合文献 [8] 引

入的空间频率的概念考虑现实生活中空间连接系统

名义模型时空不变而不确定性随时间和空间的变化

率满足一定约束条件情形下, 系统取得鲁棒性能的
充分条件和必要条件. 本文其余部分结构如下: 第 1
节首先介绍了本文涉及的基础知识; 第 2 节推导了
本文的主要结论; 第 3 节通过一个应用实例对本文
结论进行了验证; 最后给出了本文的总结.

1 准备知识

Z, R 和 C 分别表示整数、实数和复数集, Z+

表示非负整数集合. lm2e(−∞,+∞) 表示双边序列
集合, 即 lm2e(−∞,+∞) = {uuu = (· · · ,uuu(−1),uuu(0),
uuu(1), · · · ) : uuu(p) ∈ Rm (Cm), p ∈ Z}. lm2e(0,
+∞) 表示单边序列集合, 即 lm2e(0,+∞) = {uuu =
(uuu(0),uuu(1), · · · ) : uuu(t) ∈ Rm (Cm), t ∈ Z+}.
lm2e 表示双重序列, 即 lm2e = {uuu = (· · · ,uuu(0,−1),
uuu(0, 0), uuu(0, 1), · · · ; · · · , uuu(1,−1), uuu(1, 0), uuu(1, 1),
· · · ; · · · ): uuu(t, p) ∈ Rm (Cm), t ∈ Z+, p ∈ Z}.
lm2 表示为 lm2e 中定义了有界范数的子集, 即 ‖uuu‖2 =
(
∑+∞

t=0

∑+∞
p=−∞ |uuu(t, p)|2) 1

2 < +∞. | · | 表示向量或
矩阵的 2 范数. lm2 (−∞,+∞) 和 lm2 (0,+∞) 类似
的含义. 在不引起歧义和模糊的情况下, 有时为了简
洁, 略去维数上标.
定义 l2e 空间上的时间轴右移算子和空间轴右

移算子分别如下:

z−1 (uuu) = z−1 (uuu (0, p);uuu (1, p);uuu (2, p); · · ·) =

(0;uuu(0, p);uuu(1, p); · · ·)
λ−1 (xxx) = λ−1 (· · · ,xxx(t,−1),xxx(t, 0),xxx(t, 1), · · ·) =

(xxx(t, p− 1)) =

(· · · ,xxx(t,−2),xxx(t,−1),xxx(t, 0), · · ·)

空间 l2e (−∞,+∞) 和 l2e (0,+∞) 上的右移算子是
类同的.

定义 l2e 空间上的时间截取算子和空间截取算

子分别如下:

πt (uuu) = πt (uuu(0, p);uuu(1, p);uuu(2, p); · · ·) =

(uuu(0, p);uuu(1, p); · · · ;uuu(t− 1, p); 0, · · ·)
πp (uuu) = πp (· · · ,uuu(t,−1),uuu(t, 0),uuu(t, 1), · · ·) =

(· · · , 0,uuu(t,−p), · · · ,uuu(t, 0), · · · ,

uuu(t, p− 1), 0, · · ·)
空间 l2e (−∞,+∞) 和 l2e (0,+∞) 上的截取算子是
类同的.

一个 m 维输入 n 维输出线性时空不变系统就

是一个线性算子 H : lm2e → ln2e. 该系统称为时间因
果的, 如果对 ∀vvv1, vvv2 ∈ lm2e, t ∈ Z+, πtvvv1 = πtvvv2 有

πtH(vvv1) = πtH(vvv2).
系统 H 称为时不变的, 如果 H 与时间轴右

移算子可交换, 即 z−1H = Hz−1; 系统 H 称为

空不变的, 如果 H 与空间轴右移算子可交换, 即
λ−1H = Hλ−1. 若系统H 时空不变, 则有 z−1H =
Hz−1, λ−1H = Hλ−1. 本文后续章节, 用 H(z)、
H(λ) 和 H(z, λ) 等分别表示系统 H 是时不变、空

不变和时空不变的.
如果 ‖H‖2 = supuuu 6=0,uuu∈l2

‖Huuu‖2
‖uuu‖2

< ∞, 系统 H

称为 l2 稳定的. 如果 ‖H‖2 ≤ 1, 称 H 为收缩的;
如果 ‖H‖2 < 1, 称 H 为严格收缩的. 本文后续章
节中, 如无特殊说明, 算子范数 ‖H‖ 指 l2 导出范数

‖H‖2.
对于一个稳定的线性算子∆ : l2e → l2e, 定义时

间轴变化率 ν1 和空间轴变化率 ν2 分别为 ν1(∆) =
‖z−1∆ − ∆z−1‖, ν2(∆) = ‖λ−1∆−∆λ−1‖. 容易
看出, 如果 ∆ 是时间不变的, 则 ν1 = 0; 如果 ∆ 是
空间不变的, 则 ν2 = 0. 集合 F(ν1, ν2) 表示一类线
性算子为

F (ν1, ν2) = {∆ : l2e → l2e, ‖∆‖ ≤ 1,∥∥z−1∆−∆z−1
∥∥ ≤ ν1,∥∥λ−1∆−∆λ−1
∥∥ ≤ ν2

}

注意: 当 ν1 = 2 时表示有界的且时间变化任意快的
时变线性算子; 当 ν2 = 2 时表示有界的且空间变化
任意快的空变线性算子.
同理, 可以记两种算子集合 F(ν1) 和 F(ν2) 分

别为

F (ν1) = {∆ : l2e(0,+∞) → l2e(0,+∞),

‖∆‖ ≤ 1,
∥∥z−1∆−∆z−1

∥∥ ≤ ν1

}

F (ν2) = {∆ : l2e(−∞,+∞) → l2e(−∞,+∞),

‖∆‖ ≤ 1,
∥∥λ−1∆−∆λ−1

∥∥ ≤ ν2

}

本文讨论图 1 所示标准反馈系统, 系统M(z, λ)
是实有理的, 稳定的, 时间上严格正则的多输入多
输出线性时空不变系统. 向量值输入 uuu = www0 和 www1,
· · · , wwwn 分别称为性能输入和不确定性输入, 而输出
yyy = zzz0 和 zzz1, · · · , zzzn 分别称为性能输出和不确定性

输出. 按照输入输出的分块将M(z, λ) 记为
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M(z, λ) =

[
M11(z, λ) M12(z, λ)
M21(z, λ) M22(z, λ)

]

图 1 所示反馈系统中, 设 S 为一类线性有

界且时空变化的算子, 算子 ∆ 具有块对角结构

∆ = diag(∆1, · · · ,∆n),∆i ∈ S, i = 1, · · · , n. 有时
为了简洁, 也称 ∆ ∈ S.

图 1 标准反馈系统示意图

Fig. 1 Standard feedback system

称系统 M(z, λ) 对模型不确定性 S 取得一

致鲁棒性能, 若对任意的 ∆ ∈ S, 图 1 系统是
一致稳定的, 即时间因果的 (I − M22∆)−1 存在,
‖(I − M22∆)−1‖ < + ∞, 且取得一致性能, 即
sup∆∈S ‖Tyu(∆)‖ < 1. 其中, Tyu 是输入 uuu 到输

出 yyy 的闭环性能算子. 为了简洁, 在不引起歧义时
也称一致鲁棒性能为鲁棒性能.

定义基于系统M(z, λ) 的输入输出分块的集合
D = {diag(I, d1I, · · · , dnI) : 0 < di ∈ R}, 可以将
集合D 中的元素视为集合Rn 中向量 (d1, · · · , dn)′

的自然嵌入.
称系统M(z, λ) 存在基于时间频率和空间频率

的D标度,如果对于任意ω ∈ [−π, π]和 θ ∈ [−π, π]
存在矩阵 D(ejω, ejθ) ∈ D, 使得

σ̄
(
D(ejω, ejθ)M

(
ejω, ejθ

)
D−1(ejω, ejθ)

)
< 1

称系统M(z, λ) 存在基于时间频率的 D 标度,
如果对于任意 ω ∈ [−π, π] 存在矩阵 D(ejω) ∈ D 使
得 ‖D (ejω) M (ejω, λ) D−1 (ejω)‖ < 1.
称系统M(z, λ) 存在基于空间频率的 D 标度,

如果对于任意 θ ∈ [−π, π] 存在矩阵 D(ejθ) ∈ D 使
得

∥∥D
(
ejθ

)
M

(
z, ejθ

)
D−1

(
ejθ

)∥∥ < 1.
称系统M(z, λ) 存在常数 D 标度, 如果存在矩

阵 D ∈ D 使得 ‖DM (z, λ) D−1‖ < 1.

2 主要结论

本文需要多次用到文献 [13] 引理 7.1 给出的结
论, 它作为矩阵值 Loewner 型插值的一个特例描述
如下.

引理 1 (文献 [13]引理 7.1). 对于任意给定两
两不同的频率的集合 {ωk, ωk ∈ (−π, π], k = 1, · · · ,
R}, 存在一个稳定的、有限维的线性时不变系统
F (z) = [F1(z) F2(z) · · · FR(z)], 使得 ‖F (z)‖ ≤ 1
且

Fk

(
ejω

)
=

{
I, ω = ωk

0, 其他

文献 [13−14] 给出的功率分配定理描述的是给
定时间轴上的信号序列 zzz◦,www◦ ∈ l2e(0,+∞), 存在
一个时变的线性算子 ∆ 使得从 zzz◦ 到 www◦ 的插值
成立, 即 ∆(zzz◦) = www◦ + www†, www† ∈ l2(0,+∞). 下
面将其推广到 l2e(−∞,+∞) 和 l2e 空间. 对信号
www ∈ l2e(−∞, +∞), 定义其功率为 Power(www) =
limP→∞

‖πP www‖2
2P

; 对信号 www ∈ l2e, 定义其功率为
Power(www) = limP→∞,T→∞

‖πT πP www‖2
2PT

. 易知, 上述插
值成立的充分必要条件为 Power(www◦) ≤ Power(zzz◦).
对于空间轴上的信号序列 zzz◦,www◦ ∈ l2e(−∞,

+∞), 存在一个空变的线性算子 ∆ 使得从 zzz◦ 到www◦

的插值成立, 即 ∆(zzz◦) = www◦ + www†, www† ∈ l2(−∞,
+∞). 此时, ∆ 不必要求为因果的. 由下面定理 1
可知, 对于多频谱信号间的任意非因果的线性插值
算子在模 l2 信号意义下等价于一个因果的线性算

子.
定理 1. 给定频率 −π < ω1 < ω2 < · · · <

ωr ≤ π, aaak ∈ Cm, bbbk ∈ Cn, k = 1, · · · , r, p ∈ Z,
对输入信号序列 uuu◦ =

{∑r

k=1

(
aaakejωkp

)}
和输出信

号序列 yyy◦ =
{∑r

k=1

(
bbbkejωkp

)}
, uuu◦ ∈ lm2e(−∞,∞),

yyy◦ ∈ ln2e(−∞,+∞), 存在非因果的线性算子 ∆N :
lm2e(−∞,+∞) → ln2e(−∞,+∞), 使得下列插值成
立:

∆N (uuu◦) = yyy◦ + yyy†, yyy† ∈ ln2 (−∞,+∞)

其在模 l2 信号意义下等价于存在因果的线性算子

∆C : lm2e(−∞,+∞) → ln2e(−∞,+∞), 使得下列插
值成立:

∆C (uuu◦) = yyy◦ + yyy††, yyy†† ∈ ln2 (−∞,+∞)

记 ∆N = (∆ (i, j))
∣∣+∞
i,j=−∞ , ∆(i, j) ∈ Cm×n,

∆C = diag(∆C(p)
∣∣+∞
p=−∞) , ∆C(p) ∈ Cm×n, 且∆N

与 ∆C 的关系如下:

∆C (p) =

F (λ) diagk

(
+∞∑

τ=−∞
∆(p, τ)ejωk(τ−p)

)
FT (λ)

其中, diagk(A(ωk)) = diag(A(ωk)|rk=1).
证明. 当 uuu◦ =

{∑r

k=1

(
aaakejωkp

)
: p ∈ Z

}
时,
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记 ∆N (uuu◦) = {xxx1 (p)}, 则有

xxx1 (p) =
+∞∑

τ=−∞
∆(p, τ)

(
r∑

k=1

aaakejωkτ

)
=

r∑
k=1

(
+∞∑

τ=−∞
∆(p, τ)aaakejωkτ

)
=

r∑
k=1

(
+∞∑

τ=−∞
∆(p, τ)aaakejωk(τ−p)

)
ejωkp

由引理 1 知, 存在一个因果滤波器 F (λ) 使得

xxx1 (p) =
r∑

k=1

(
+∞∑

τ=−∞
∆(p, τ)ejωk(τ−p)aaak

)
ejωkp =

(
F (λ) diagk

(
+∞∑

τ=−∞
∆(p, τ)ejωk(τ−p)

)
FT (λ)

)
×

(
r∑

k=1

aaakejωkp

)
+ xxx† (p) (1)

其中, xxx† =
{
xxx†(p), p ∈ Z

} ∈ ln2 (−∞,+∞), F (λ) =
[F1(λ) · · · Fr(λ)] 且有 ‖F (λ)‖ ≤ 1 及

Fk

(
ejθ

)
=

{
I, θ = θk

0, 其他

当 uuu◦ =
{∑r

k=1

(
aaakejωkp

)
: p ∈ Z

}
时, 记

∆C (uuu◦) = {xxx2 (p)}, 则

xxx2 (p) = ∆C (p)

(
r∑

k=1

aaakejωkp

)
=

r∑
k=1

∆C (p)aaakejωkp (2)

对比式 (1) 和式 (2), 可得

∆C (p) =(
F (λ) diagk

(
+∞∑

τ=−∞
∆(p, τ)ejωk(τ−p)

)
FT (λ)

)

yyy† = yyy†† + xxx†

¤
下面考虑 l2e 空间实现上述插值的时空变化算

子在时间轴上和空间轴上的最小变化率.

定理 2. 给定信号序列 zzz◦ ∈ lm2e, www◦ ∈ ln2e, 记

zzz◦ =

{
r∑

k1=1

l∑
k2=1

(
aaak1k2ejωk1 tejθk2p +

āaak1k2ejωk1 te−jθk2p + aaak1k2e−jωk1 tejθk2p +

āaak1k2e−jωk1 te−jθk2p
)}

www◦ =

{
r∑

k1=1

l∑
k2=1

(
bbbk1k2ejωk1 tejθk2p +

b̄bb
k1k2ejωk1 te−jθk2p + bbbk1k2e−jωk1 tejθk2p +

b̄bb
k1k2e−jωk1 te−jθk2p

)}

其中, 0 ≤ ω1 < ω2 < · · · < ωr ≤ π, 0 ≤ θ1 < θ2

< · · · < θl ≤ π 及幅值 aaak1k2 ∈ Cm 和 bbbk1k2 ∈ Cn,
k1 = 1, · · · , r, k2 = 1, · · · , l. 假定 Power(www◦) ≤
Power(zzz◦), 则可以找到一个时间上因果、变化的空
间上 (非) 因果且变化的线性算子, 使得从 zzz◦ 到 www◦

的插值成立, 即 ∆(zzz◦) = www◦ + www†, www† ∈ ln2 , ∆ ∈
F(ν1, ν2), ν1 = sin(ωr−ω1

2
), ν2 = sin( θl−θ1

2
).

证明. 思路如图 2 所示. ∆ 算子由五部分构
成, 时间频谱滤波器 FT

T (zzz) 分解输入信号 zzz◦ 为其各
部分时间频谱, 空间频谱滤波器 FT

S (λ) 分解输入信
号 zzz◦ 为其各部分空间频谱, 时空变化算子 Q 调制

输出信号 www◦ 各空间频谱和时间频谱再由 FS(λ) 和
FT (z) 组合产生输出信号www◦.

时间滤波器的构造由引理 1 知, 对于不同的时
间频率集合 {ωk1 , ω−k1 , k1 = 1, · · · , r}, 存在一个因
果的、稳定的、有限维时不变系统

FT (z) =
[

FT1(z) FT2(z) · · · FTr(z) FT1(z)

FT2(z) · · · FTr(z) F−T1(z) · · · F−Tr(z)

F−T1(z) · · · F−Tr(z)
]

使得 ‖FT (z)‖ ≤ 1 且

FTk1(e
jω) =

{
I, ω = ωk1

0, 其他

F−Tk1(e
jω) =

{
I, ω = −ωk1

0, 其他

对于空间滤波器 FS(λ), 空间信号允许非因果
插值, 可以采用理想滤波器; 或者同样由引理 1, 对
于不同的空间频率集合 {θk2 , θ−k2 , k2 = 1, · · · , l},
存在一个因果的、稳定的、有限维时不变系统
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图 2 ∆ 算子结构示意图

Fig. 2 Structure of the ∆ operator

FS(λ) =
[

FS1(λ) FS2(λ) · · · FSl(λ) F−S1(λ)

F−S2(λ) · · · F−Sl(λ) FS1(λ) · · · FSl(λ)

F−S1(λ) F−S2(λ) · · · F−Sl(λ)
]

使得 ‖FS(λ)‖ ≤ 1 且

FSk2(e
jθ) =

{
I, θ = θk2

0, 其他

F−Sk2(e
jθ) =

{
I, θ = −θk2

0, 其他

对于 Q 的构造, 定义向量 aaa, bbb 和酉矩阵 UT (t),
US(p) 如下:

aaa = col
(
aaa11, · · · , aaa1l, aaa21, · · · , aaarl

)

bbb = col
(
bbb11, · · · , bbb1l, bbb21, · · · , bbbrl

)

UT (t) = diag
(
ejω1tIml, · · · , ejωrtIml

)

US(p) = diag
(
diag(ejθ1pIm, · · · , ejθlpIm), · · · ,

diag(ejθ1pIm, · · · , ejθlpIm)
)

由 Power(www◦) ≤ Power(zzz◦), 可得 ‖aaa‖ ≥ ‖bbb‖,
故存在一个矩阵 M , 使得 σ̄ (M) ≤ 1 且 Maaa = bbb.
定义无记忆线性时变算子和空变算子 UT , US 如下:

(UTxxx)(t) = UT (t)xxx(t)

(USxxx)(p) = US(p)xxx(p)

构造线性时变空变算子
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Q = diag
(
UT , UT , UH

T , UH
T

)×
diag

(
US, UH

S , US, UH
S

)× diag
(
M, M̄,M, M̄

)×
diag

(
UH

S , US, UH
S , US

)× diag
(
UH

T , UH
T , UT , UT

)

为了简洁, 记为: Q = VT VSNV H
S V H

T .
容易看出, Q 是收缩的且无记忆的. 下面证明

构造的∆ = FT (z)FS(λ)QFT
S (λ)FT

T (z) 能够满足要
求的插值及变化率的界.

∆ (zzz◦) = FT (z)FS (λ) QFT
S (λ) FT

T (z) (zzz◦) =

FT (z)FS(λ)Q({col(ejθk2pejωk1 t×
aaak1k2 |k1=r,k2=l

k1=1,k2=1)}+ zzz†) =

FT (z)FS(λ)VT VSNV H
S V H

T ×
{col(ejθk2pejωk1 taaak1k2 |k1=r,k2=l

k1=1,k2=1)}+ zzz†† =

FT (z)FS(λ)VT VSNV H
S V H

T ×
{col(ejθk2pejωk1 taaak1k2 |k1=r,k2=l

k1=1,k2=1)}+ zzz†† =

FT (z)FS(λ)diag{UT , UT , UH
T , UH

T }×
diag{US, UH

S , US, UH
S }×

col(bbb, b̄bb, bbb, b̄bb) + zzz†† =

www◦ + www†† + zzz†† =

www◦ + www†

可以看出, 构造的 ∆ 满足要求的插值关系, 下
面来讨论其变化率.
∥∥λ−1∆−∆λ−1

∥∥ ≤
∥∥λ−1Q−Qλ−1

∥∥ =

sup
t,p

σ̄ (Q (t, p)−Q (t, p− 1)) =

sup
t,p

σ̄
(
VT (t)VS (p) NV H

S (p) V H
T (t) −

VT (t)VS (p− 1) NV H
S (p− 1) V H

T (t)
)

=

sup
p

σ̄
(
V H

S (p− 1) VS (p) NV H
S (p) VS (p) −

V H
S (p− 1) VS (p− 1) NV H

S (p− 1) VS (p)
)

=

sup
p

σ̄ (VS (1)N −NVS (1)) =

σ̄ (VS (1)N −NVS (1))

由于 VS(1) 和 N 的对角特性及对角元素或相

同或共轭的特性, 可简化为
∥∥λ−1∆−∆λ−1

∥∥ ≤ σ̄(US(1)M −MUS(1)) (3)

进一步, 式 (3) 等价于对任意的 α, 有 ‖λ−1∆ −
∆λ−1‖ ≤ σ̄(US(1)M − αM + αM − MUS(1))
≤ 2σ̄(M)σ̄(US(1) − αI), 即 ‖λ−1∆ − ∆λ−1‖ ≤
2minα∈C maxk2 |ejθk2 − α| = 2 sin( θl−θ1

2
) = ν2.

同理可得: ‖z−1∆−∆z−1‖ ≤ σ̄(UT (1)M −
MUT (1)) ≤ 2 sin(ωr−ω1

2
) = ν1. ¤

由文献 [12−13] 知道, 对于一个多频谱输入信
号由性能通道到多频谱输出信号功率增益小于等于

1 的线性系统, 如果存在一个由输出信号通过不确
定性通道到输入信号的时空变化的算子, 则系统无
法取得鲁棒性能, 描述如下.
引理 2 (文献 [13]定理 3.2). 一个实稳定的严

格正则的系统M(z), 假定对于不同频率 0 ≤ ω1 <

ω2 < · · · < ωr ≤ π 系统M(ejω) 不存在公共的 D

标度矩阵, 即不存在 D ∈ D 使得 σ̄(DM(ejωk)D−1)
< 1, k = 1, 2, · · · , r 同时成立, 则M(z) 对 F(ν1),
ν1 = 2 sin ωr−ω1

2
无法取得鲁棒性能.

引理 2 中讨论的系统其输入输出信号都属于
l2e (0,+∞) 空间, 对于输入输出信号属于 l2e 空间,
引理 2 同样成立, 即下面定理 3, 其证明可由文献
[13] 中的证明过程稍加修改完成, 其繁琐过程, 不再
详述. 定理 3 给出了存在时变空变不确定性的空间
连接系统取得鲁棒性能时不确定性时间变化率和空

间变化率的一个上界.
定理 3. 一个实的、稳定的、时间上严格正则的

系统M(z, λ), 假设存在不同的时间频率 0 ≤ ω1 <

ω2 < · · · < ωr ≤ π 和空间频率 0 ≤ θ1 < θ2 < · · ·
< θl ≤ π, 使得M(z, λ) 不存在一个公共的 D ∈ D
标度满足 σ̄

(
DM

(
ejωk1 , ejθk2

)
D−1

)
< 1, k1 = 1,

· · · , r, k2 = 1, · · · , l, 那么M(z, λ) 对 F(ν1, ν2), ν1

= sin ωr−ω1
2

, ν2 = sin θl−θ1
2
无法取得鲁棒性能.

下面讨论系统取得鲁棒性能时不确定性算子变

化率的下界. 首先介绍该定理中用到的定义. l∞ 表
示定义了范数 ‖uuu‖∞ = supt,p |uuu(t, p)| 的双重序列空
间, 即 uuu ∈ l∞, uuu = (· · · , uuu(0,−1), uuu(0, 0), uuu(0, 1),
· · · ; · · · , uuu(1,−1), uuu(1, 0), uuu(1, 1), · · · ; · · · ). H : l∞
→ l∞ 为有界的、线性的、时空不变的、时间因果的
算子, 定义其导出范数 ‖H‖i∞ = supuuu 6=0,uuu∈l∞

‖Huuu‖∞
‖uuu‖∞

< +∞. 又因为

H(z, λ) =
∞∑

k1=0

∞∑
k2=−∞

h(k1, k2)z−k1λ−k2 =

∞∑
k1=0

Hk1(λ)z−k1 =
∞∑

k2=−∞
Hk2(z)λ−k2

根据文献 [10] 可得

‖H‖i∞ =
∞∑

k1=0

∞∑
k2=−∞

|h(k1, k2)|

引理 3. 系统 M(z, λ) 存在基于空间频率和
时间频率的 D 标度当且仅当存在实有理的、稳定

及稳定可逆的传递函数 d1(z, λ), · · · , dn(z, λ), 使得
‖D(z, λ)M(z, λ)D−1(z, λ)‖ < 1, 其中 D(z, λ) =
diag{I, d1(z, λ)I, · · · , dn(z, λ)I}.
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引理 3 的证明可由文献 [13] 引理 2.3 稍加修改
得到, 不再详述.
引理 4. 给定算子 ∆ ∈ F(ν1), 则对任意 k1 ∈

Z+, 有
∥∥z−k1∆−∆z−k1

∥∥ ≤ k1ν1; 给定算子 ∆ ∈
F(ν2), 则对任意 k2 ∈ Z, 有

∥∥λ−k2∆−∆λ−k2
∥∥ ≤

|k2|ν2.

引理 4 的证明根据定义容易得到, 不再详述.
定理 4 的证明过程将用到引理 4 的结论.
定理 4. 若系统M(z, λ) 存在基于空间频率和

时间频率的 D 标度 D
(
ejω, ejθ

)
, 即存在一个实有理

的、稳定的、稳定可逆的传递函数 D(z, λ), 使得
∥∥D (z, λ) M (z, λ) D−1 (z, λ)

∥∥ = β < 1

则对于不确定性 ∆ ∈ F(ν1, ν2) : F(ν1, ν2) = {∆ :
‖∆‖ ≤ 1, ‖z−1∆−∆z−1‖ ≤ ν1, ‖λ−1∆ − ∆λ−1‖
≤ ν2}, 系统M(z, λ) 取得鲁棒性能, 其中,

0 < ν1 <
1− β − βγ1ν2γ2

βγ1γ3

0 < ν2 <
1− β − βγ1ν1γ3

βγ1γ2

γ1 =
∥∥D−1(z, λ)

∥∥

γ2 =
∞∑

k2=−∞
‖k2Dk2 (z)‖ =

∥∥∥∥
d
dλ

D (z, λ)
∥∥∥∥

i∞

γ3 =
∞∑

k1=0

k1 ‖Dk1 (λ)‖ =
∥∥∥∥

d
dz

D (z, λ)
∥∥∥∥

i∞

证明. 考虑算子 ∆tmp = diag(∆perf ,∆), ∆perf ,
∆ ∈ F(ν1, ν2). 定义算子 ∆̂ = D(z, λ) ∆tmpD−1(z,
λ) 和 M̂(z, λ) = D(z, λ)M(z, λ) D−1(z, λ).
又因为

D (z, λ) =
∞∑

k1=0

∞∑
k2=−∞

Dk1k2z
−k1λ−k2 =

∞∑
k1=0

Dk1 (λ) z−k1 =

∞∑
k2=−∞

Dk2 (z) λ−k2

则有
∥∥∥∆̂

∥∥∥ =
∥∥∥∆tmp + ∆̂−∆tmp

∥∥∥ ≤ 1+

∥∥(
D (z, λ)∆tmp −∆tmpD (z, λ)

)
D−1 (z, λ)

∥∥ ≤
1 + γ1

∥∥D (z, λ)∆tmp −∆tmpD (z, λ)
∥∥ ≤

1 + γ1

∥∥∥∥∥
∞∑

k1=0

∞∑
k2=−∞

Dk1k2

(
z−k1λ−k2∆tmp −

∆tmpz−k1λ−k2
)
∥∥∥∥∥ =

1 + γ1

∥∥∥∥∥
∞∑

k1=0

∞∑
k2=−∞

Dk1k2

(
z−k1λ−k2∆tmp−

z−k1∆tmpλ−k2 + z−k1∆tmpλ−k2 −

∆tmpz−k1λ−k2
)
∥∥∥∥∥ ≤

1 + γ1

∥∥∥∥∥
∞∑

k1=0

∞∑
k2=−∞

Dk1k2z
−k1 ×

(
λ−k2∆tmp−∆tmpλ−k2

)
∥∥∥∥∥+

γ1

∥∥∥∥∥
∞∑

k1=0

∞∑
k2=−∞

Dk1k2

(
z−k1∆tmp−

∆tmpz−k1
)
λ−k2

∥∥∥∥∥ ≤

1 + γ1

∥∥∥∥∥
∞∑

k1=0

∞∑
k2=−∞

Dk1k2z
−k1 |k2|ν2

∥∥∥∥∥+

γ1

∥∥∥∥∥
∞∑

k1=0

∞∑
k2=−∞

Dk1k2λ
−k2k1ν1

∥∥∥∥∥ ≤

1 + γ1ν2

∞∑
k2=−∞

‖k2Dk2(z)‖+

γ1ν1

∞∑
k1=0

‖k1Dk1(λ)‖ =

1 + γ1ν2γ2 + γ1ν1γ3

由此可知, 0 < ν1 < 1−β−βγ1ν2γ2
βγ1γ3

, 0 < ν2 <
1−β−βγ1ν1γ3

βγ1γ2
, 可以使得

∥∥∥∆̂
∥∥∥

∥∥∥M̂
∥∥∥ ≤ (1 + γ1ν2γ2 + γ1ν1γ3) β < 1

从而由小增益定理知系统取得鲁棒性能. ¤
利用定理 3 和定理 4, 可以得到以下结果.
定理 5. 一个实有理的、稳定的、时间上严格正
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则的系统M(z, λ) 存在基于时间频率和空间频率的
D 标度, 当且仅当M(z, λ) 对时间上变化率满足一
定约束条件、空间上变化率满足一定约束条件的不

确定性取得鲁棒性能, 即M(z, λ) 对∆ ∈ F(ν1, ν2),
ν1 > 0, ν2 > 0 取得鲁棒性能.
证明. 必要性由定理 4 得到. 下面证明充分性.
假设M(z, λ) 不存在基于时间频率和空间频率

的 D 标度, 则存在一个时间频率 ω1 和空间频率 θ1

使得M(ejω1 , ejθ1) 不存在常数D 标度. 给定 ν1 > 0,
ν2 > 0, 则系统M(z, λ) 对于时间频率 ω1 和 ω1 +
ν1, 空间频率 θ1 和 θ1 + ν2 不存在公共的 D 标度.
由于 2 sin ν1

2
≤ ν1, 2 sin ν2

2
≤ ν2, 利用定理 3 可知系

统M(z, λ) 对于不确定性 ∆ ∈ F(ν1, ν2) 无法取得
鲁棒性能, 推出矛盾, 故充分性得证. ¤
下面考虑存在随时间和空间任意变化的不确定

性时系统鲁棒性能的分析问题. 利用定理 2 和定理
3 结合文献 [13] 定理 3.5 类似的证明方法可以得到
文献 [10] 定理 5 的结论, 文献 [10] 采用的是构造满
足条件的破坏稳定性的不确定性的方法证明, 本文
采用算子分析的方法, 具有更强的物理直观性, 且在
数学推导上更为简洁.
定理 6 (文献 [10]定理 5). 一个实有理的、稳

定的、时间上严格正则的系统M(z, λ) 存在常数 D

标度, 当且仅当M(z, λ) 对时间上任意变化和空间
上任意变化的不确定性取得鲁棒性能, 即 M(z, λ)
对 ∆ ∈ F(∞,∞) = F(2, 2) 取得鲁棒性能.
证明. 必要性由定理 5 易证.
下面证明充分性. 假设系统对时间上空间上任

意变化率的不确定性取得鲁棒性能, 又假设M(z, λ)
不存在常数 D 标度. 固定 ε > 0, γ > 0, 定义集
合: D(ω, θ) = {D ∈ D : σ̄(DM(ejω, ejθ)D−1) < 1},
ε(ω, θ, ε, γ) = {D ∈ D : σ̄(D) ≤ γ, σ̄(D−1) ≤ γ,

σ̄(DM(ejω, ejθ)D−1) ≤ 1− ε}.
考虑集合 D 的元素可以看作 Rn 的自然嵌入,

故集合 D 和 ε 可以看作Rn 的子集. 对于每个 ω 和

θ, 集合 D(ω, θ) 是一个凸开集, 同样可知 ε(ω, θ, ε,
γ) 是一个紧的凸集.
由于M(z, λ) 不存在常数 D 标度, 则有

⋂

ω∈[−π,π]
θ∈[−π,π]

ε (ω, θ, ε, γ) ⊆
⋂

ω∈[−π,π]
θ∈[−π,π]

D(ω, θ) = φ.

由无限维 Helly 定理知, 存在 n + 1 个不同的频
率对 (ωε,γ

k , θε,γ
k ) ∈ [−π, π] × [−π, π] : k = 1, · · · , n

+ 1, 使得

n+1⋂
k=1

ε (ωε,γ
k , θε,γ

k , ε, γ) = φ (4)

式 (4) 对任意 ε > 0, γ > 0 成立. 选择任意正
的序列 {εL} → 0 和 {γL} → ∞, 存在频率 (ωL

k , θL
k )

∈ [0, π] × [0, π] : k = 1, · · · , n + 1, 使得
n+1⋂
k=1

ε
(
ωL

k , θL
k , εL, γL

)
= φ

由 [−π, π]× [−π, π]的紧性, 可知存在着收敛的
子序列 {(ωLi

k , θLi

k )}. 即:

lim
i=∞

εLi
= 0, lim

i=∞
γLi

= ∞,

lim
i=∞

(
ωLi

k , θLi

k

)
= (ω◦k, θ

◦
k) (5)

且
n+1⋂
k=1

ε
(
ωLi

k , θLi

k , εLi
, γLi

)
= φ (6)

令 Dtmp ∈ ⋂n+1

k=1 D(ω◦k, θ
◦
k), 定义 γtmp =

max(σ̄(Dtmp), σ̄(D−1
tmp)).

由M(ejω, ejθ) 在 ω, θ 连续, 且 σ̄(·) 连续, 故存
在 εtmp, δtmp1 > 0, δtmp2 > 0使得对 k = 1, · · · , n+
1, 所有 |ωk − ω◦k| ≤ δtmp1, |θk − θ◦k| ≤ δtmp2 有

σ̄
(
DtmpM(ejωk , ejθk)D−1

tmp

) ≤ 1− εtmp (7)

由式 (5) 知存在 Ltmp, 使得 εLtmp ≤ εtmp, γLtmp ≥
γtmp,且对 k = 1, · · · , n+1,有 |ωLtmp

k − ω◦k| ≤ δtmp1

和 |θLtmp
k − θ◦k| ≤ δtmp2. 由式 (7) 且利用式 (6) 得到

Dtmp ∈
n+1⋂
k=1

ε
(
ω

Ltmp
k , θ

Ltmp
k , εLtmp , γLtmp

)
= φ

则有
n+1⋂
k=1

D (ω◦k, θ
◦
k) = φ

¤
结合定理 4 和定理 5, 可得以下推论.
推论 1. 一个实有理的、稳定的、时间上严格

正则的系统M(z, λ) 存在基于时间频率的 D 标度,
当且仅当M(z, λ) 对时间上变化率满足一定约束条
件, 空间上任意变化的不确定性取得鲁棒性能, 即
M(z, λ) 对 ∆ ∈ F(ν1, 2), ν1 > 0 取得鲁棒性能.
推论 2. 一个实有理的、稳定的、时间上严格

正则的系统M(z, λ) 存在基于空间频率的 D 标度,
当且仅当M(z, λ) 对时间上任意变化, 空间上变化
率满足一定约束条件的不确定性取得鲁棒性能, 即
M(z, λ) 对 ∆ ∈ F(2, ν2), ν2 > 0 取得鲁棒性能.

3 数值仿真

为验证本文结论, 以文献 [9] 中造纸过程的横向
控制为例进行仿真实验. 文献 [9] 中讨论的造纸过程
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横向控制系统的不确定性为时空不变的参数不确定

性, 本文假定该参数不确定性为时空变化的.
针对文献 [9] 中图 6 所示的框图, 采用拉出不确

定性 ∆ 的思路将整个系统转换为本文图 1 的形式,
文献 [9] 中的外部扰动 ζζζ 为图 1 中的输入 uuu, 系统输
出 yyy 为图 1 中的输出 yyy, ∆ = δ, M 表达式如式 (8)
所示.

M (z, λ) =
1

1 + g0Ψ(λ)Ψ (λ−1) g (z−1)
K · c (z−1)

1− z−1 − z−1S

×




1

−g (z−1)
K · c (z−1)

1− z−1 − z−1S

g0Ψ(λ)Ψ (λ−1) d0

−g (z−1)
K · c (z−1)

1− z−1 − z−1S
g0Ψ(λ)Ψ (λ−1) d0




(8)

其中,

Ψ (λ) =
1

1− 2ωξλ + ω2λ2

g
(
z−1

)
=

z−1

1− az−1

c
(
z−1

)
= kP

(
1− z−1

)
+ kI

K = k2λ
−2 + k1λ

−1 + 1 + k1λ + k2λ
2

S = b0 + b1(−0.5λ−1 + 1− 0.5λ)

对上面实例进行仿真验证, 各参数取值采用文
献 [9] 中的数据, 即 ω = 0.55, ξ = 0.315, a = 0.7,
g0 = 1, k1 = 0.18, k2 = −0.39, b0 = −0.0001, b1 =
0.0005, kP = 0.1, kI = 0.02, d0 = 0.5. 此时缩放矩
阵 D = diag{1, d}, d > 0.
通过Matlab 计算得到:

inf
D∈D

∥∥DMD−1
∥∥ =

inf
D∈D

max
ω,θ∈[0,π]

σ̄
(
DM

(
ejω, ejθ

)
D−1

) ≈ 968.3781

max
ω,θ∈[0,π]

inf
D∈D

σ̄
(
DM

(
ejω, ejθ

)
D−1

) ≈ 1.5106

由文献 [10], 对于任意变化的不确定性, 系统
取得鲁棒性能的充分必要条件是存在公共的 D

标度矩阵使得 infD∈D ‖DMD−1‖ ≤ 1
‖∆‖ , 由上面

计算知 infD∈D ‖DMD−1‖ ≈ 968.3781. 故此时允
许的不确定性上界为 1/968.3781, 即只有 ‖∆‖ <

1/968.3781 时, 系统才能取得鲁棒性能. 假设不确

定性 ‖∆‖ < 1/100, 若认为 ∆ 是任意变化的, 则判
断系统无法取得鲁棒性能. 但是由于实际工程中, 不
确定性通常随时间和空间不会任意变化, 此时按照
文献 [10]的结论进行系统性能分析有一定的保守性.
本文给出不确定性时间轴和空间轴上变化率满

足一定约束条件情形下系统取得鲁棒性能的充分必

要条件是对任意时间频率和空间频率, 存在基于时
间频率和空间频率的 D 标度使得

σ̄
(
D

(
ejω, ejθ

)
M

(
ejω, ejθ

)
D−1

(
ejω, ejθ

)) ≤ 1
‖∆‖

此时允许的不确定性的上界为 1/1.5106, 即
变化率满足一定约束条件的不确定性只要 ‖∆‖
< 1/1.5106, 系统就可以取得鲁棒性能; 假设不
确定性 ‖∆‖ < 1/100, 若认为 ∆ 的变化率满足

一定的约束条件, 则判断系统可以取得鲁棒性
能. 此时不确定性变化率满足的条件精确值无法
确切知道, 根据本文定理可以估算不确定性变
化率的取值范围. 例如, 假定 ‖∆‖ < 1/100, 对
于时间频率 ω ∈ [0, 2π

3
], θ ∈ [0, π

2
], 仿真计算

infD∈D maxω∈[0, 2π
3 ],θ∈[0, π

2 ] σ̄ (DM(ejω, ejθ)D−1) ≈
133.5893. 可以看出对于时间频率范围 [0, 2

3
π] 和

空间频率范围 [0, 1
2
π] 不存在一个公共的 D 标度

使得 ‖DMD−1‖ ≤ 100, 则该系统对于时间变化
率大于 2 sin 2π

2×3
或空间变化率大于 2 sin π

2×2
的

不确定性无法取得鲁棒性能. 同样仿真计算, 对
于不同的频率点, 存在基于空间频率和时间频
率的 D 标度使得 ‖D (z, λ) M (z, λ) D−1 (z, λ)‖ =
1.5500 < 100, 计算得 γ2 =

∑∞
k2=−∞ ‖k2Dk2 (z)‖ ≈

334.5849, γ3 =
∑∞

k1=0 k1 ‖Dk1 (λ)‖ ≈ 589.8930, γ1

= ‖D−1 (z, λ)‖ ≈ 1
0.4509

, 则由定理 4 可以计算系统
取得鲁棒性能时不确定性时间变化率和空间变化率

的关系满足下面关系式: γ2ν2 + γ3ν1 < 100−1.55
1.55∗ 1

0.4509
≈

28.6394. 例如, 空间变化率 ν2 为 0.05, 时间变化率
ν1 为 0.02 就满足该关系式, 则说明在不确定性空间
变化率不大于 0.05 且时间变化率不大于 0.02 时, 系
统可以取得鲁棒性能.

4 结论

存在线性、有界、具有结构约束的不确定性的

前提下, 本文研究了空间连接系统的鲁棒性能, 给出
了系统取得鲁棒性能时不确定性算子时间变化率和

空间变化率的上界和下界. 证明了对于时间轴和空
间轴上变化率满足一定约束条件的不确定性, 系统
取得鲁棒性能的充分必要条件是系统存在基于时间

频率和空间频率的缩放矩阵 D (D 标度).
下一步的研究工作包括寻找空间连接系统取得

鲁棒性能时不确定性算子空间变化率的更紧的界,
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以及存在不依赖于时间但依赖于空间位置的不确定

性时, 空间连接系统鲁棒性能的分析问题.
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