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提高测量可靠性的多传感器数据融合有偏估计方法

岳元龙 1 左 信 1 罗雄麟 1

摘 要 为了提高测量数据可靠性, 多传感器数据融合在过程控制领域得到了广泛应用. 本文基于有偏估计能够减小最小二

乘无偏估计方差的思想, 提出采用多传感器有偏估计数据融合改善测量数据可靠性的方法. 首先, 基于岭估计提出了有偏测量

过程, 并给出了测量数据可靠性定量表示方法, 同时证明了有偏测量可靠度优于无偏测量可靠度. 其次, 提出了多传感器有偏

估计数据融合方法, 证明了现有集中式与分布式无偏估计数据融合之间的等价性. 最后, 证明了多传感器有偏估计数据融合收

敛于无偏估计数据融合. 实例应用验证了方法的有效性.
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Improving Measurement Reliability with Biased Estimation for
Multi-sensor Data Fusion
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Abstract The multi-sensor data fusion method is widely adopted in the process control community to improve the

reliability of measured data. Based on the idea that biased estimation can reduce the variance of least square estimation,

a multi-sensor biased estimation data fusion method is proposed to improve the measurement reliability. Firstly, biased

measurement is presented based on ridge estimation, and a quantitative description method evaluating the reliability

of the measurement data is proposed. The biased measurement reliability superior to the unbiased one is also verified.

Secondly, a multi-sensor biased estimation data fusion scheme, which synthesizes the merits of the biased measurement

and multi-sensor data fusion, is proposed, and the conclusion that is proven to decentralized unbiased estimation data

fusion is equal to the centralized one is proved. Thirdly, the proposed fusion method is proven to converge to the unbiased

estimation data fusion. Finally, a laboratory scale experiment illustrates that the presented method is effective.
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生产过程未知参数测量质量的优劣直接影响过

程控制系统的工作性能和产品质量, 甚至决定生产
设备能否安全运行, 所以提高测量数据可靠性 (简称
测量可靠性) 一直是过程控制领域的研究热点.
目前单传感器测量数据的处理方法主要有三种:

平均值法[1]、加权平均法[2] 和递推滤波算法[3]. 作者
通过理论推导, 发现这些方法都是特殊形式的最小
二乘估计 (Least square estimation, LS). 例如, 基
于模型

yyy = Hxxx + www (1)
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可得未知参数 xxx 的最小二乘估计为

x̂xxLS = (HTH)−1HTyyy (2)

其中,观测矢量 yyy ∈ Rm×1,观测矩阵H ∈ Rm×n,未
知参数矢量 xxx ∈ Rn×1, www ∈ Rm×1 为相同分布高斯

白噪声. 特别地, 当观测矩阵 H = [1, 1, · · · , 1]T ∈
Rm×1. 式 (2) 化简为

x̂LS =

m∑
i=1

yi

m
(3)

分析式 (3) 可知, 平均值法与其具有相同的表
达形式. 采用类似的分析过程, 可得另外两种方法与
最小二乘估计是等价的. 由于最小二乘估计是一种
无偏估计, 所以这种等价关系也说明上述三种数据
处理方法具有无偏性, 本文称之为无偏测量过程.

无偏测量过程可以采用方差直接衡量测量可靠

性, 即方差越小测量可靠性越高[4]. 为了提高测量
可靠性, 国内外学者提出了多传感器数据融合的方
法[5−7], 旨在减小测量方差. 目前多传感器数据融合
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常用的理论方法为线性无偏估计理论[8−11] (简称多
传感器无偏估计数据融合), 其中又以最小二乘估计
应用最为广泛[10, 12]. 但是现有多传感器无偏估计数
据融合方法存在两方面问题: 1) 融合结果可靠性均
为定性说明而无法量化表示, 即只能通过比较不同
融合结果的方差定性地判断融合结果可靠性的优劣;
2) 虽然多传感器无偏估计数据融合具有无偏性的优
良性质, 但是并不能由此认为它的测量结果一定是
高可靠的. 因为根据高斯 –马尔科夫定理可知, 最小
二乘估计方差有下界, 所以此时无偏估计数据融合
具有最小的方差, 但是当这个最小方差本身却很大
时[13], 那么无偏估计数据融合将不能保证测量数据
的可靠性一定是可接受的.
但值得一提的是, 无偏测量过程与最小二乘估

计之间的等价关系为线性有偏估计算法用于提高

测量可靠性成为可能. 如 James-Stein 估计[14]、压

缩最小二乘估计[15]、刘估计[16−17]、岭估计 (Ridge
estimation, RE)[18−19] 等. 其中岭估计是应用最为
广泛的改进最小二乘估计方法. 本文以岭估计为基
础提出多传感器有偏估计数据融合方法, 进一步改
善测量可靠性.

1 有偏估计提高测量可靠性的分析

假设传感器测量模型为式 (1), 输入噪声 www 满

足相同高斯分布, 且与待测未知矢量 xxx 不相关, 即
E(wwwTxxx) = 0 和www ∼ N(0, σ2I).
为了研究问题方便, 引入线性模型 yyy = Hxxx + www

的典则形式. 设 λ1, λ2, · · · , λn 是对称矩阵 HTH

的特征根, 且满足 λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λn > 0. 令
ρρρ1, ρρρ2, · · · , ρρρn 是对应特征根的标准化正交特征向

量, 设 G = (ρρρ1, ρρρ2, · · · , ρρρn)、Z = HG、ZTZ =
Λ = diag{λi}, i = 1, 2, · · · , n、ααα = GTxxx, 那么线性
模型 yyy = Hxxx + www 可转化为典则形式, 表示为

yyy = Zααα + www (4)

未知矢量 ααα 的最小二乘估计为

α̂ααLS = Λ−1ZTyyy (5)

α̂ααLS 与 x̂xxLS 之间满足

x̂xxLS = Gα̂ααLS (6)

根据假设条件可知测量矢量 yyy 满足高斯分布,
方差为 var(yyy) ∼ N(0, σ2I). 根据式 (5) 可得
α̂ααLS 是 yyy 的线性变换, 同理根据式 (6) 得 x̂xxLS 是

α̂ααLS 的线性变换, 所以 x̂xxLS 亦满足高斯分布. 取
H = [1, 1, · · · , 1]T, 可以获得未知矢量 xxx 每个元

素 xi, i = 1, 2, · · · , n 的无偏测量值为

x̂i
LS =

n∑
j=1

ρijα̂
j
LS, i = 1, 2, · · · , n (7)

其中, ρij 和 α̂j
LS 分别是 ρρρi 和 α̂ααLS 的第 j 个元素.

x̂xxLS 的估计方差矩阵为

var(x̂xxLS) = σ2(HTH)−1 (8)

岭估计长期以来一直是广泛用于改善最小二乘

估计方差的有偏估计方法. 由于无偏测量与最小二
乘估计之间是等价的, 所以本文借鉴岭估计的思想
通过引入较小的偏差改善无偏测量数据的方差, 并
称之为有偏测量过程. 在此基础上解决有偏测量与
无偏测量的可靠性定量表示问题.
基于模型 (1), 岭估计[17] 表示为

x̂xxRE = (HTH + kI)−1HTyyy (9)

典则形式下, 岭估计化简为

α̂ααRE = (Λ + kI)−1ZTyyy = (Λ + kI)−1Λα̂ααLS (10)

其中, k ≥ 0 是偏参数. 当采用对角矩阵 K =
diag{ki}, i = 1, 2, · · · , n 替换 kI 阵时, 称岭估计为
广义岭估计 (General RE, GRE). 此时式 (9) 和式
(10) 分别表示为

x̂xxGRE = (HTH + GTKG)−1HTyyy (11)

和

α̂ααGRE = (Λ + K)−1Λα̂ααLS (12)

矩阵 K 的对角元素取相同值时, 广义岭估计退化为
岭估计. 本文沿用广义岭估计, 其偏差和方差分别为

bias(α̂ααGRE) = K(Λ + K)−1ααα (13)

var(α̂ααGRE) = σ2(Λ + K)−1Λ(Λ + K)−T (14)

分析式 (10) 和式 (12) 可以看出岭估计 α̂ααRE 和

广义岭估计 α̂ααGRE 均是最小二乘估计 α̂ααLS 的线性变

换, 变换矩阵分别为 (Λ + kI)−1Λ 和 (Λ + K)−1Λ.
综合考虑式 (7) 和式 (12), 针对广义岭估计可得:

x̂i
GRE =

n∑
j=1

ρijα̂
j
GRE =

n∑
j=1

ρijλj

λj + kj

α̂j
LS (15)

取 H = [1, 1, · · · , 1]T, 根据式 (15) 即可获得未知参
数的有偏测量值. 分析式 (15) 可知, x̂xxGRE 是 α̂ααGRE

的线性变换, 由于正态分布的线性组合仍然是正态
分布, 同时考虑式 (5) 可得广义岭估计 x̂xxGRE 也满足
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正态分布. 特别地, H = [1, 1, · · · , 1]T 时, 典则形式
与常规形式 yyy = Hxxx + www 具有相同的数学表达式.

为了进一步比较单传感器有偏测量与无偏测量

之间的可靠性, 同时考虑统一的比较准则, 本文在
无偏测量的对称区间内给出有偏测量可靠性的定

量表示. 定量表示遵循三个基本原则: 1) 测量数
据具有统计特性, 所以可靠性定量表示方法应该在
给定的数据取值范围内定量地评价测量数据的可

靠性. 例如, 假设极限情况规定测量结果的取值在
(−∞,+∞) 范围内都可以满足要求, 因为测量结果
总是在 (−∞,+∞) 范围内取值, 所以在这种情况
下任意测量结果都是绝对可靠的, 显然是不符合实
际应用的. 2) 测量过程中追求的目标应该是小的
方差和小的偏差, 此时测量结果一定是可靠的. 所
以有偏测量过程不能由方差或偏差的单一指标衡

量测量可靠性, 而应该综合考虑方差和偏差的共同
作用. 3) 测量可靠性指标既需要量化, 又需要给出
上界, 两者缺一不可, 因为如果只量化可靠性、不
给出上界, 无法判断可靠性与绝对可靠的接近程度.
本论文基于上述原则给出有偏测量可靠性定量表

示, 从而说明测量结果以多大程度表示未知参数的
真值.

典则形式下未知参数矢量 ααα 的每个元素 αi 的

有偏测量方差为

var(α̂i
GRE) = σ2 λi

(λi + ki)2
(16)

因为 α̂i
GRE 满足正态分布, αi 的概率密度函数为

fGRE(αi) =
λi + ki√
2πλiσ2

exp
[
−(λi + ki)2

2λiσ2
(αi − α̂i

GRE)2
]

(17)

定义 1. 待测矢量 ααα 第 i 个元素 αi 的无

偏测量为 α̂i
LS, 有偏测量为 α̂i

GRE, 概率密度函数
为 fGRE(αi). 设 α̂i

LS 的对称区间为 L = [α̂i
LS −

C σ2

λi
, α̂i

LS + C σ2

λi
], 其中, C > 0 是区间指标. 那么有

偏测量 α̂i
GRE 的可靠性定量表示为

RGRE(αi) =
∫

L

fGRE(αi)dαi, i = 1, 2, · · · , n

(18)

定义 RGRE(αi) 为可靠度.
通常情况下, 科研人员处理含有未知系统偏差

的测量数据时, 均试图采用某种假设模型描述这个
系统偏差, 然后寻求消除或者减小系统偏差对测量
结果影响的方法. 本文却在无偏测量的基础上引入
了偏差, 这似乎有悖常理. 但是值得注意的是本文引

入的偏差是可知的确定性偏差, 不同于通常意义的
未知系统偏差, 而且具有改善测量方差的作用.
本文假设输入噪声满足高斯分布, 是因为此时

的无偏测量在所有线性无偏测量中具有最小的方差,
既然为了比较有偏测量与无偏测量的可靠性, 当然
选取具有最小方差的无偏测量作为比较对象. 当偏
参数取值为零时, 定义 1 表示无偏测量的可靠度, 即
无偏测量值在对称区间内的置信水平, 同时也可以
根据定义 1 比较不同无偏测量的可靠性. 分析式
(18) 可知可靠度的上界为 1, 所以定义 1 既能给出
可靠性的定量指标, 又能获取所求可靠度相对于绝
对可靠度的接近程度.
关于选择区间指标 C 的说明. 通常传感器厂家

提供产品无偏测量过程的精度, 那么通过正态分布
函数的性质, 可以求解区间指标 C; 针对相同传感
器对比不同的测量数据处理方法时, 可以直接给定
C 值, 从而为比较过程提供统一的比较准则. 定义 1
只说明了单传感器测量过程可靠性的定量表示方法,
并没有说明单传感器的有偏测量一定优于无偏测量,
定理 1 回答这个问题.
定理 1. 假设 αi 6= 0, 那么 ki → 0+, i =

1, 2, · · · , n 时, α̂i
GRE 的方差相对于偏差平方的变

化率趋近于 −∞; ki 大于零时, α̂i
GRE 的方差是关于

偏差平方的下凸函数.
证明. α̂i

GRE 方差和偏差平方分别表示为

var(α̂i
GRE) =

λi

(λi + ki)2
σ2 (19)

bias2(α̂i
GRE) =

k2
i

(λi + ki)2
α2

i (20)

式 (19) 和式 (20) 组成的关于 ki 的参数方程为




F1(ki) =
λi

(λi + ki)2
σ2

F2(ki) =
k2

i

(λi + ki)2
α2

i

(21)

F1(ki) 关于 ki 的一阶导数为

dF1

dki

= − 2λi

(λi + ki)3
σ2 (22)

F2(ki) 关于 ki 的一阶导数为

dF2

dki

=
2kiλi

(λi + ki)3
α2

i (23)

因为 αi 6= 0, 所以 F1(ki) 关于 F2(ki) 的一阶导数为

dF1

dF2

= − σ2

kiα2
i

(24)
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F1(ki) 关于 F2(ki) 的二阶导数为

d2F1

dF 2
2

=
(λi + ki)3σ2

2k3
i λiα4

i

(25)

针对式 (24), ki → 0+ 时, 得 F1 关于 F2 的一

阶导数趋近于 −∞, 即 α̂i
GRE 的方差相对于偏差平

方的变化率趋近于 −∞. 针对式 (25), ki 大于零时,
F1 关于 F2 的一阶导数小于零、二阶导数大于零, 得
α̂i

GRE 的方差是关于偏差平方的下凸函数. ¤
关于定理 1 假设条件的说明: 因为测量过程未

知参数是一定存在的, 所以本文假设 αi 6= 0 是可以
满足的. 根据式 (13) 和式 (23) 得, ki → 0+ 时, 有
偏测量的偏差及其变化率均趋近于零, 而方差具有
最大的变化率. 也就是说 ki → 0+ 时, 有偏测量值仍
然保持几乎无偏性, 但是方差却得到了改善. 根据高
斯概率密度函数的性质可知, ki → 0+ 有偏测量的

可靠性一定优于无偏测量可靠性. α̂i
GRE 的方差是关

于偏差平方的下凸函数的结论说明了偏参数较小时,
偏差对降低方差的作用明显. 下面通过实例验证定
理 1.
例 1. 假设单变量测量系统的传感器测量模型

为

y(k) = x(k) + w (26)

其中, y 是单传感器测量输出, x 是测量数据真值,
w 是高斯白噪声, k 是采样时刻. 假设传感器无偏测
量的可靠度为 95%, 那么根据式 (18) 可得区间指标
C = 1.96. 采用移动窗口的方法处理传感器的测量
数据, 假设窗口数据为 4, 移动步长为 1. 根据典则
形式变换解得 Λ = 4. 方差未知, 采用 σ̂2 代替.

σ̂2 =
(yyy − Zα̂ααLS)T(yyy − Zα̂ααLS)

m− n
(27)

实验过程获取第 4 个采样数据以后进行连续采
样测量. 以任意采样时刻为例, 并假设偏参数 k 变

化范围为 [0, 0.07]. 给定偏参数这个区间以包含 0+

为准则. 实验结果如图 1 和图 2 所示. 对比图 1 中
两条曲线, 可知单传感器的有偏测量可靠度总是优
于无偏测量的可靠度. 从图 2 中可以看出方差对偏
差的变化满足下凸关系. 当偏参数趋近于 0 时, 偏差
接近于 0、方差具有最大的变化率, 这与定理 1 的结
论是一致的. 但是图 1 中可靠度有上限, 也就是说单
传感器改善可靠性的能力是有限的. 为了解决这个
问题, 本文提出了多传感器有偏估计数据融合的改
进方法.

图 1 有偏测量可靠度对偏参数的变化曲线

Fig. 1 The curves of biased measurement reliability to

biased parameter

图 2 有偏测量方差对偏差的变化曲线

Fig. 2 The curve of biased measurement variance to

its bias

2 有偏估计数据融合提高测量可靠性

因为 fGRE(αi) 恒大于零, 所以 fGRE(αi) 和
log fGRE(αi) 具有相同的单调性. 下面在对数条
件下进一步分析方差和偏差对测量可靠度的影响.

∫
L

log fGRE(αi)dαi = 2Cσ log
(λi + ki)√

2πλiσ
−

(λi + ki)2

6λiσ2

[(
ki

λi + ki

α̂i
LS + Cσ

)3

−
(

ki

λi + ki

α̂i
LS − Cσ

)3
]

(28)

分析式 (28)且同时考虑式 (19)和式 (20)可知,
针对单传感器有偏测量过程, 本文定义的测量可靠
度中同时含有测量偏差项和测量方差项, 即综合考
虑了方差和偏差对测量可靠性的影响. 这是符合测
量数据质量分析常理的, 因为既然是有偏测量, 那
么测量数据的质量应该同时取决于测量方差和偏差,
而不能单独用方差或偏差某个单一指标衡量测量可

靠性.
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进一步分析 RGRE(αi) 可知, 对称区间 L 和概

率密度函数 fGRE(αi) 都含有无偏测量 α̂i
LS 的信息,

而且通过引入岭估计使两者之间有了必然联系. 这
种联系不依赖于无偏测量 α̂i

LS 是如何获得的, 也就
是说本文定义的可靠度 RGRE(αi) 虽然在单传感器
有偏测量的基础提出的, 但是RGRE(αi) 本身却不依
赖于无偏测量 α̂i

LS 的求解过程, 即如果能够在某一
无偏测量基础上获得有偏测量, 那么有偏测量的可
靠度就可以采用式 (18) 定量表示. 所以 RGRE(αi)
同样适用于多传感器有偏估计数据融合的可靠性定

量表示与分析, 只不过把 α̂i
LS 替换为多传感器无偏

估计融合测量值而已.

2.1 基于有偏估计的多传感器数据融合方法

为了说明核心问题, 本文采用凸组合融合结构,
研究多个相同传感器测量同一单变量未知参数的有

偏估计数据融合方法及其测量可靠性. 令多传感器
测量系统由 N 个传感器组成, 并假设已经获得单传
感器的有偏测量值 x̂i, i = 1, 2, · · · , N , 那么多传感
器有偏估计数据融合表示为

x̂F = W1x̂1 + W2x̂2 + · · ·+ WN x̂N (29)

凸组合系数满足

N∑
i=1

Wi = 1, 0 ≤ Wi ≤ 1 (30)

基于式 (29) 和式 (30) 分析多传感器有偏估计
数据融合的方差和偏差, 进而根据式 (18) 求解多传
感器有偏测量可靠度.

定理 2. N 个相同的传感器有偏估计数据融合

前后偏差保持不变.
证明. 多传感器有偏加权融合 x̂F 的偏差为

bias(x̂F ) = E[x̂F − x] =
E[W1x̂1 + W2x̂2 + · · ·+ WN x̂N ]− x =
W1Ex̂1 + W2Ex̂2 + · · ·+ WNEx̂N−
(W1 + W2 + · · ·+ WN)x =
W1[Ex̂1 − x] + W2[Ex̂2 − x] + · · ·+
WN [Ex̂N − x]

(31)

其中, x 是未知参数的真值. 由于

bias(x̂i) = Ex̂i − x, i = 1, 2, · · · ,N (32)

分析式 (32) 可知, 多传感器有偏估计数据融合
的偏差是每个传感器有偏估计偏差的线性组合. 当
测量系统由多个相同的传感器组成时, 由于待测变
量相同, 根据式 (20) 得 bias(x̂i) = bias(x̂j), i, j =

1, 2, · · · , N, i 6= j, 那么

bias(x̂F ) = (W1 + W2 + · · ·+ WN)(Ex̂i − x) =
Ex̂i − x = bias(x̂i)

(33)

式 (33) 说明多个相同传感器有偏估计融合前后不改
变估计的偏差. ¤
定理 3. 假设测量系统由 N 个相同传感器组

成, 且每个传感器的有偏测量误差不相关, 那么多传
感器有偏估计数据融合的均方误差为

MSE(x̂F ) =
var
N

+ bias2 (34)

其中, var 和 bias 分别是单传感器有偏估计的方差
和偏差.

证明. 基于式 (29) 和式 (30) 的有偏估计数据
融合的均方误差可以表示为

MSE(x̂F ) = E(x̂F − x)2 =
E(W1x̂1 + W2x̂2 + · · ·+ WN x̂N − x)2 =
E[W1x̂1 + W2x̂2 + · · ·+ WN x̂N−
W1Ex̂1 −W2Ex̂2 − · · · −WNEx̂N+
W1Ex̂1 + W2Ex̂2 + · · ·+ WNEx̂N−
(W1 + W2 + · · ·+ WN)x]2 =

E
[

N∑
i=1

Wi(x̂i − Ex̂i) +
N∑

i=1

Wi(Ex̂i − x)
]2

(35)

因为不同传感器的有偏测量误差不相关, 令
var(x̂i) = E(x̂i − Ex̂i)2 和 bias2(x̂i) = (Ex̂i − x)2,
i = 1, 2, · · · , N . 所以式 (35) 可以表示为

MSE(x̂F ) =

E
[

N∑
i=1

W 2
i (x̂i − Ex̂i)2 +

N∑
i=1

W 2
i (Ex̂i − x)2+

N∑
i=1

N∑
j=i+1

WiWj(Ex̂i − x)(Ex̂j − x)
]

=

N∑
i=1

W 2
i E(x̂i − Ex̂i)2 +

N∑
i=1

W 2
i (Ex̂i − x)2+

N∑
i=1

N∑
j=i+1

WiWj(Ex̂i − x)(Ex̂j − x) =

N∑
i=1

W 2
i var(x̂i) +

N∑
i=1

W 2
i bias2(x̂i)+

N∑
i=1

N∑
j=i+1

WiWj(Ex̂i − x)(Ex̂j − x)

(36)

给定偏参数 ki 之后, var(x̂i) 和 Ex̂i − x 已知,
凸组合有偏估计数据融合转化为以下优化问题, 即
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寻找最优的凸组合参数Wi, i = 1, 2, · · · , N, 使有偏

估计数据融合均方误差最小.

minMSE(x̂F )

s.t.
N∑

i=1

Wi = 1, 0 ≤ Wi ≤ 1
(37)

当 测 量 系 统 由 多 个 相 同 的 传 感 器 组 成 时,
即 bias2(x̂i) = bias2(x̂j) = bias2, i, j =
1, 2, · · · , N, i 6= j, 和 MSE(x̂i) = MSE(x̂j) =
MSE, 式 (37) 的优化问题简化为

minMSE(x̂F ) = MSE
N∑

i=1

W 2
i +

bias2
ij,i6=j

N∑
i=1

N∑
j=i+1

WiWj

s.t.
N∑

i=1

Wi = 1, 0 ≤ Wi ≤ 1

(38)

其中, bias2
ij,i6=j = (Ex̂i − x)(Ex̂j − x). 那么目标函

数MSE(x̂F ) 的极值为

MSEOpt(x̂F ) =
MSE
N

+
(N − 1)bias2

ij,i6=j

N
(39)

当 N ≥ 2 时, 式 (39) 中 bias2
ij,i6=j = bias2, 令测量

系统中每个传感器有偏测量的方差为 var, 那么有偏
估计数据融合的均方误差化简为

MSE(x̂F ) =
MSE
N

+
(N − 1)bias2

ij,i6=j

N
=

var + bias2

N
+

(N − 1)bias2
ij,i6=j

N
=

var
N

+ bias2

(40)

¤
综合定理 1 和定理 2, 可得多传感器有偏估计数

据融合的方差为

var(x̂F ) =
var
N

(41)

特别地, 当 N = 1 时, 式 (40) 正是单传感器有偏测
量的均方误差表达式.

2.2 基于无偏估计的多传感器数据融合方法

为了与多传感器有偏估计数据融合方法比较,
下面给出目前得到广泛应用的基于无偏估计的多传

感器数据融合方法[9, 12] (简称多传感器无偏估计数
据融合). 多传感器无偏估计融合有两种结构分别是
集中式融合结构和分布式融合结构[20−22].
假设 1. 测量系统由 N 个相同传感器组成, 每

个传感器的测量模型为

yyyi(k) = Hixxx(k) + wwwi(k), i = 1, 2, · · · , N

(42)

其中, k 是采样时刻, N 是传感器数量, xxx(k) ∈ Rn

是待测未知参数矢量, yyyi(k) ∈ Rmi 为第 i 个传感器

的观测矢量, wwwi(k) ∈ Rmi 是第 i 个传感器的观测

白噪声.
假设 2. 已知基于 N 个传感器得 xxx(k) 的 N 个

局部无偏估计分别为 x̂xx1(k), x̂xx2(k), · · · , x̂xxN(k), 估计
误差矩阵分别为 Pi, i = 1, 2, · · · , N , 且估计误差不
相关.
引理 1[10]. 在假设 1 和假设 2 条件下, 则按矩

阵加权的线性最小方差无偏融合估计为

x̂xx0 =
N∑

i=1

Aix̂xxi (43)

其中最优加权矩阵 Ai 为

Ai =

(
N∑

i=1

P−1
i

)−1

P−1
i (44)

最优融合误差方差阵 P0 为

P0 =

(
N∑

i=1

P−1
i

)−1

(45)

根据假设 1 和假设 2 可以直接求得集中式无偏
估计融合结果为

x̂xxC = (HTR−1H)−1HTR−1YYY (46)

集中式融合方差为

var(x̂xxC) = (HTR−1H)−1 (47)

其中

YYY = [yyyT
1 , yyyT

2 , · · · , yyyT
N ]T

H = [HT
1 ,HT

2 , · · · ,HT
N ]T

R = diag{Ri}, Ri = E[wwwiwww
T
i ], i = 1, 2, · · · , N

(48)

根据引理 1 可得多传感器分布式无偏估计融合结果
为

x̂xxD = W1x̂xx1 + W2x̂xx2 + · · ·+ WNx̂xxN (49)

加权矩阵为

Wi =

(
N∑

i=1

var−1(x̂xxi)

)
var−1(x̂xxi) (50)

分布式融合方差为

var(x̂xxD) =

(
N∑

i=1

var(x̂xxi)−1

)−1

(51)
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其中

x̂xxi = (HT
i R−1

i Hi)−1HT
i R−1

i yyyi, i = 1, 2, · · · , N

(52)

var(x̂xxi) = (HT
i R−1

i Hi)−1, i = 1, 2, · · · , N

(53)

分析式 (47) 和式 (51) 可知, 集中式融合估计需要求
解高维矩阵的逆, 而分布式融合估计却避免了这个
问题. 但是两种融合方法是否具有同样的融合结果
呢? 定理 4 回答这个问题.

定理 4. 分布式融合估计与集中式融合估计等
价.
证明. 集中式融合估计 x̂xxC 可以表示为

x̂xxC = (HTR−1H)−1HTR−1YYY =

[HT

1 , · · · ,HT
N ][diag{Ri}]−1




H1

...
HN







−1

×

HTR−1YYY =

(
N∑

i=1

HT
i R−1

i Hi

)−1

×
[
HT

1 , · · · ,HT
N

]
[diag{Ri}]−1YYY =

(
N∑

i=1

HT
i RiHi

)−1 N∑
i=1

HT
i R−1

i yyyi (54)

分布式融合估计 x̂xxD 可以表示为

x̂xxD = W1x̂xx1 + W2x̂xx2 + · · ·+ WNx̂xxN =
N∑

i=1

{(
N∑

i=1

var−1(x̂xxi)
)−1

var−1(x̂xxi)var(x̂xxi)HT
i R−1

i yyyi

}
=

N∑
i=1

(
N∑

i=1

var−1(x̂xxi)
)−1

HT
i R−1

i yyyi =
(

N∑
i=1

var−1(x̂xxi)
)−1 N∑

i=1

HT
i R−1

i yyyi

(55)

综合考虑式 (53)∼ (55), 可得:

x̂xxD = x̂xxC (56)

分析式 (44)

var(x̂xxC) = (HTR−1H)−1 =
[HT

1 , · · · ,HT
N ] [diag{Ri}]−1




H1

...
HN







−1

=

{
N∑

i=1

(HT
i R−1

i Hi)−1

}−1

(57)

综合式 (51)、式 (53) 和式 (57), 可得:

var(x̂xxD) = var(x̂xxC) (58)

¤
定理 4 保证了可以采用集中式或分布式无偏估

计融合方法中的一种方法来比较分析有偏估计融合

方法的优越性.
特别地, 若 N 个相同的传感器测量同一单变

量未知参数, 即 var(x̂i) = var(x̂j) = var0, i, j =
1, 2, · · · , N , 那么式 (49) 简化为

x̂D =

N∑
i=1

x̂i

N
(59)

式 (51) 化简为

var(x̂D) =
var0

N
(60)

2.3 多传感器有偏估计数据融合的收敛性分析

定理 5. 假设测量系统由 N 个相同传感器组

成. 当传感器数量增加时, 多传感器有偏估计数据融
合收敛于无偏估计数据融合.
证明. 根据在均方误差意义下多传感器有偏估

计数据融合优于无偏估计数据融合, 可得:
var
N

+ bias2 <
var0

N
(61)

λ2

N(λ + ki)2
var0 +

(
ki

λ + ki

)2

x2 <
var0

N
(62)

不等式 (62) 等价于

0 < ki <
2λvar0

Nx2 − var0

(63)

分析式 (63), 可以看出, 当 N → +∞ 时, ki →
0, 所以有

λ2

N(λ + ki)2
var0 → var0

N
和

(
ki

1 + ki

)2

x2 → 0 成立, 即传感器数量增加时, 在均方误差约
束下有偏测量的方差收敛于无偏测量的方差; 同时
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由于偏差趋近于零, 所以多传感器有偏估计数据融
合退化为无偏估计数据融合. ¤
定理 5 深入分析了多传感器有偏估计数据融合

与传感器数量之间的关系, 其结论说明了当传感器
数量增加, 有偏估计数据融合和无偏估计数据融合
均可以显著地改善测量可靠性. 而传感器数量较多
时, 由于无偏估计数据融合可利用的信息也很多, 甚
至足以满足测量系统对可靠性的要求, 那么此时我
们就可以直接采用无偏估计数据融合. 这也进一步
说明, 当传感器数量较少时, 本文提出的方法具有更
显著的作用.

3 实验分析

实验室条件下采用两个自行研制的相同的超声

波液位传感器测量水箱液位的真实测量过程, 进一
步验证本文提出的多传感器有偏融合方法的实效性.
超声波液位传感器的特性参数如表 1 所示. 实验装
置原理如图 3 所示.

表 1 超声波传感器特性参数

Table 1 Ultrasonic sensor parameters

测量范围　 50 ∼ 1 000mm 通信方式 MAX232

精度 1% 通信速率 9 600 bit/s

死区距离 0 ∼ 50mm 声波频率 40 kHz

图 3 实验装置原理图 (1 和 8: 水泵; 2 和 6: 针阀; 3 和 4:

超声波传感器; 5: 水箱; 7: 计算机)

Fig. 3 Schematic diagram of experimental apparatus

(1 and 8: water pumps; 2 and 6: needle valves; 3 and 4:

ultrasonic sensors; 5: water tank; 7: computer)

实验过程中, 两个超声波传感器安装于同一水
平面, 且保证超声探头与水平静止液面垂直. 依次打
开阀 2、阀 6、水泵 1 和水泵 8, 调节两泵流量, 待水
流完全循环、液位基本不变化时, 两个相同超声波传
感器开始进行 400 次连续采样, 采样周期为 1 s: 1
sample = 1 s. 计算机 7 记录下全部原始数据.
本文假设测量过程中的噪声为高斯白噪声, 那

么此时每个传感器的测量模型满足高斯分布. 因为
理论上而言, 采用高斯分布描述传感器的模型是合
理的[23]. 由于超声波传感器的采样时间远小于水箱

液位的响应时间, 所以本文采用移动固定长度窗口
数据的方法处理超声波传感器的原始测量数据, 窗
口数据取为 5、移动步长取为 1. 那么测量过程等
价于观测矩阵为 H = [1, 1, 1, 1, 1]T 的滚动估计过
程. 为了对比有偏融合与无偏融合的可靠性优劣,
取区间指标 C = 1.282, 以给出统一的比较准则,
并进一步根据式 (18) 计算无偏融合与有偏融合的
可靠度, 而此时每个传感器无偏测量数据的可靠度
为 0.80.
两个传感器连续测量的原始数据如图 4 所示,

可以看出原始测量数据局部采样波动明显, 其原
因是水流循环过程液面波动, 从而导致超声波发
生了折射、散射等现象. 图 5 是根据式 (29) 和式
(46) 得到的双传感器有偏估计与无偏估计融合测
量值, 可以看出前者总是小于后者, 其原因是有偏
估计融合引入了偏差, 但是这个偏差相比于两个测
量值来说非常小. 对比分析图 5 与图 4 说明相比
单传感器, 两个传感器的有偏估计与无偏估计融合
过程均具有较强的抗干扰能力. 图 6 是测量可靠
度对比曲线, 可知有偏估计融合测量可靠度总是优
于无偏估计融合测量可靠度, 这也验证了本文方法
的实效性. 进一步对比分析双传感器的有偏估计
融合测量对无偏融合测量数据可靠度的改善程度

可知, 当无偏测量数据可靠性本身已经较高时, 有
偏测量使无偏数据可靠性提高的幅值较小, 但是工
程实践中, 当在测量可靠度基数较大且不增加设备
投入的条件下, 继续提高测量可靠性是非常有意义
的.

4 结语

多传感器数据融合方法是一种常用的提高测量

可靠性的方法. 目前, 过程控制领域广泛应用的数据
融合方法近乎是线性无偏估计理论, 即在线性无偏
估计的框架下寻求使测量方差最小化的估计融合方

法, 因为线性无偏估计条件下测量可靠性与方差一
一对应, 所以如果能够降低无偏测量方差可以自然
地提高测量可靠性. 本文在分析测量数据的平均值
或加权平均作为未知参数测量值的方法与最小二乘

估计之间等价的基础上, 基于有偏估计能够减小无
偏估计的方差和多传感器能够提高测量精度的思想,
提出了多传感器有偏估计数据融合方法. 这种方法
不仅在传感器数量相同条件下, 相比无偏估计数据
融合可以进一步提高测量可靠性, 而且在传感器数
量增加的条件下, 收敛于无偏估计数据融合. 所以,
传感器数量给定时, 采用本文方法能够提高测量可
靠性. 但本文是对有偏估计数据融合方法的初步讨
论, 其提高测量可靠度的程度有待进一步改善.
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(a) 传感器 1

(a) The 1st sensor

(b) 传感器 2

(b) The 2nd sensor

图 4 两个超声波传感器原始测量数据曲线

Fig. 4 Original measured data curves of the two

ultrasonic sensors

图 5 有偏融合测量与无偏融合测量对比曲线

Fig. 5 Comparisons of measurement values between

biased fusion and unbiased fusion

图 6 有偏测量可靠度与无偏测量可靠度对比曲线

Fig. 6 Comparisons of measurement reliability between

biased and unbiased measurement
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