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非均匀采样数据系统时变故障估计与调节最优集成设计

邱爱兵 1 吉虹钢 1 顾菊平 1

摘 要 针对一类发生连续时变故障的非均匀采样数据系统, 建立了一套主动容错控制最优设计方案. 首先, 为了实现基于非

均匀离散采样输出对连续故障的估计, 同时鉴于现有自适应故障诊断方法无法直接推广于非均匀采样数据系统, 提出一种连

续时间增广观测器最优设计方法, 既能保证故障估计误差快速收敛同时又对外界干扰鲁棒; 并且提出一个迭代算法对故障估

计延迟与系统鲁棒性进行权衡; 进一步地, 基于所获得的故障信息, 并考虑估计误差和时变故障内采样特性对容错控制带来的

不利因素, 设计基于状态反馈的非均匀采样容错控制器来快速恢复故障系统性能; 最后, 通过对四容水箱基准实例的仿真来验

证所提方法的有效性.
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Optimal Integrated Design of Time-varying Fault Estimation and

Accommodation for Nonuniformly Sampled Data Systems
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Abstract In this paper, an active fault tolerant control design scheme is presented for a class of nonuniformly sampled

data systems with continuous time-varying fault. Since the adaptive fault diagnosis technique can not be directly extended

to such systems, an optimal continuous augmented observer is firstly designed to estimate the fault by use of nonuniform

discrete output. The observer can not only guarantee fast convergence of estimation errors but also be robust to external

disturbance. Then, an iterative algorithm is proposed to make a tradeoff between estimation delay and system robustness.

Furthermore, with the obtained fault information, a nonuniformly sampled data fault tolerant controller based on state

feedback is designed to recover the performance of the faulty system in consideration of the adverse impact of estimation

errors and inter-sample behavior of continuous fault. Finally, the simulation results of an quadruple-tank example are

included to illustrate the effectiveness of the proposed method.
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随着现代工业系统向复杂化和大型化发展, 对
其安全性和可靠性的要求也越来越高, 特别是在一
些安全至上的装置如飞行器和化工设备中, 要求系
统在发生故障的情况下仍能实现预指定的性能目标,
或者至少保持系统稳定以避免灾难性的后果. 在此
背景下, 故障诊断特别是容错控制在过去数十年中
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得以广泛关注和快速发展[1−3]. 一般而言, 容错控制
可分为被动和主动两种形式, 相比于前者, 主动容错
是在对系统进行故障诊断的基础上, 主动调整控制
策略, 因而能更有针对性地设计容错控制器, 效果更
佳. 故障调节是实现主动容错最有效的方法之一, 其
基本思路是在判断故障发生后对其进行辨识和估计,
然后再通过修正或附加控制率来补偿故障带来的影

响, 使系统尽量保持无故障时的性能[3−4]. 文献 [5]
基于多模型估计法对故障进行检测和诊断, 在获得
故障信息的基础上, 利用特征匹配法设计重构控制
率. 文献 [6] 利用神经网络方法来在线估计故障的信
息, 在此基础上利用附加控制率的方法以保证故障
系统稳定. 针对多输入多输出离散时间系统, 文献
[7] 应用系统分解和 Kalman 滤波方法对执行器故
障进行估计, 然后通过重构控制器的期望输出来补
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偿执行器失效. 由于自适应诊断观测器稳定且易于
实现, 因此被广泛应用于连续时间 (线性或非线性)
系统的故障估计, 在获得故障估计结果后, 进一步修
正控制率以恢复系统性能[8]. 综上可以看出, 故障估
计是故障调节的核心, 然而相比于检测与隔离, 其难
度更大, 因此关于故障调节的研究有待进一步深入
探讨[3].
另一方面, 由于计算机等数字技术的普及, 现代

工业系统本质上以采样数据系统呈现. 在这类系统
中, 被控对象是连续时间的, 而控制输入和系统输出
则分别是通过计算机或经过采样后获得的离散时间

数据, 因此, 采样数据系统是一类包含连续和离散时
间信号的混杂系统[9]. 与控制问题类似, 内采样特
性是采样数据系统故障诊断关注的首要问题. 连续
提升、混杂系统等方法被相继应用于采样数据系统

故障诊断的直接设计研究中[10−11], 然而已有研究主
要集中在故障检测和隔离上, 对故障辨识/估计等诊
断高级任务的研究相对缺乏. 关于采样数据系统容
错控制研究, 目前能查阅到的公开发表文献主要有
文献 [12−13]. 文献 [12] 是通过结合 YJBK (Youla-
Jabr-Bongiomo-Kucera) 参数化方法和连续提升技
术, 发展了一种采样数据系统的主动容错控制方法,
然而所提方法仅适用于系统参数故障, 因此普适性
较差. 文献 [13] 提出利用 Euler 离散模型来描述一
类非线性采样数据系统, 进而在离散系统框架内研
究相应的故障估计与容错控制方法, 然而应用 Euler
模型来描述采样数据系统在一定程度上忽略了系统

内采样特性, 因此存在一定近似, 所提方案仅适用于
采样周期非常小的情况.
进一步地, 文献 [12−13] 考虑的采样数据系统

输入输出周期是单速率的. 然而随着分布式网络系
统的普及, 由于网络通信延迟或丢包、传感器自身
性能缺陷、实验数据分析延迟等因素影响, 系统输出
可能是以不等间隔甚至是以不确定时变采样周期获

得的, 即非均匀采样[14−15]. 而控制输入也会以非均
匀方式更新, 例如因为处理器临时计算负荷过大导
致计算延迟[14−15], 或为了精简通信而发展的各类基
于事件驱动的采样控制方案等[16]. 然而这种采样或
更新时刻的不确定性进一步给采样数据系统的故障

诊断和容错控制增加了困难. 文献 [17−18] 基于等
价空间和 Kalman 滤波器研究了一类非均匀采样系
统的故障诊断问题, 所考虑的非均匀采样机制满足
周期性假设, 即某段时间内采样非均匀, 而该时间段
内的非均匀采样模式是周期重复的. 文献 [14−15]
突破上述周期性约束, 应用等价空间方法分别研究
了非均匀采样系统的故障检测直接和间接设计方法,
然而文中假设输入更新和输出采样同步, 这大大限
制了所提方案在实际中的应用. 文献 [19] 针对一般

非均匀采样数据系统, 提出一种迭代算法解决了传
感器最优鲁棒故障检测问题. 文献 [20] 初步探讨了
非均匀采样数据系统的故障估计问题, 其基本思想
是应用输出时滞方法设计增广观测器以实现基于非

均匀离散采样输出对连续故障的估计. 然而文中对
于发生在连续时间域的时变故障, 仅考虑了干扰鲁
棒性, 缺乏有效手段来保证时变故障估计结果的及
时性和准确性. 上述研究主要集中在故障诊断领域.
目前关于非均匀采样数据系统容错控制特别是主动

容错的研究较少. 其原因一方面在于上面所提及的
对连续时变故障的估计效果欠佳; 另一方面, 即使获
得了准确及时的故障估计结果, 如何进而设计非均
匀采样容错控制方案, 使之能够有效处理连续时变
故障内采样特性也是一个难题. 据所能查阅的文献
可知, 目前关于这方面的研究几乎为空白.
为此, 本文将针对发生连续时变故障的非均匀

采样数据系统, 开展故障诊断与容错控制的最优集
成设计研究. 首先, 基于对自适应诊断观测器无法应
用于非均匀采样数据系统原因的分析, 给出一种改
进的连续观测器设计方案, 来实现基于离散输出对
连续故障和状态的快速估计, 并保证观测器对外界
干扰的最优鲁棒性; 考虑到估计速度与干扰鲁棒性
存在一定冲突, 进而发展相应算法对两者进行权衡;
最后, 应用所获得的故障和状态估计结果, 设计非均
匀采样数据状态反馈容错控制器, 使之能有效地处
理故障和状态估计误差、未知的时变故障内采样特

性等不利因素, 从而保证故障系统快速恢复性能.

1 问题描述

1.1 系统描述

考虑如下非均匀采样数据系统:{
ẋxx(t) = Axxx(t) + Buuu(t) + Edddd(t) + Effff(t)
yyy(tk) = Cxxx(tk) + Dvvvv(tk)

(1)
其中, xxx(t) ∈ Rn 为状态向量, uuu(t) ∈ Rnu 为

控制输入向量, ddd(t) ∈ Rnd 为连续过程噪声,
yyy(tk) ∈ Rm 为采样输出向量, {t1, t2, · · · , tk, · · · }
为非均匀采样时刻, vvv(tk) ∈ Rnv 为离散测量噪声,
fff(t) ∈ Rnf 为未知连续时变故障, 并且假设其导数
是范数有界的, 即存在常数 f0 满足

∥∥∥ḟff(t)
∥∥∥ ≤ f0.

A, B, Ed, Ef , C, Dv 为已知适维矩阵.
对于非均匀采样数据系统, 控制输入 uuu(t) 也是

以不等间隔周期进行更新. 令 {τ1, τ2, · · · , τk, · · · }
为离散控制信号 uuud 的更新时刻, 则输入方程可描述
为

uuu(t) = uuud(τk), τk ≤ t < τk+1 (2)
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最后, 关于采样或更新间隔, 本文所考虑的非均
匀采样系统无需满足周期性以及同步性等严格约束,
仅需满足一常规假设, 即最大间隔值小于常值:

(tk+1 − tk) ≤ h1, (τk+1 − τk) ≤ h2 , ∀k > 0 (3)

1.2 自适应诊断观测器

本节将对连续时间系统的自适应诊断观测器进

行简单回顾[21]. 常规的自适应诊断观测器需假定连
续时间系统不受噪声干扰且故障类型为定值故障,
即式 (1) 中 ddd(t) = 0, ḟff(t) = 0, yyy(t) = Cxxx(t). 基于
上述假设, 构造如下自适应诊断观测器
{

˙̂xxx(t) = Ax̂xx(t) + Buuu(t) + Eff̂ff(t)− L(ŷyy(t)− yyy(t))
ŷyy(t) = Cx̂xx(t)

(4)

其中, x̂xx(t) ∈ Rn, ŷyy(t) ∈ Rm, f̂ff(t) ∈ Rnf 分别为系

统状态、输出以及故障的估计值. 待设计参数为滤波
器增益 L ∈ Rn×m.
定义

eeexxx(t) = x̂xx(t)− xxx(t), eeey(t) = ŷyy(t)− yyy(t)
eeef (t) = f̂ff(t)− fff(t)

(5)

则相应误差系统为{
ėeexxx(t) = (A− LC)eeexxx(t) + Efeeef (t)
eeey(t) = Ceeexxx(t)

(6)

又因为 ḟff(t) = 0, 则故障估计误差的变化率为

ėeef (t) = ˙̂
fff(t) (7)

引理 1. 对于发生定值故障的连续时间系统, 如
果存在矩阵 P > 0, 矩阵 F 以及滤波器增益 L 满足:

P (A− LC) + (A− LC)TP < 0 (8)

ET
f P = FC (9)

则可设计如下自适应故障估计算法

˙̂
fff(t) = −ΓFeeey(t) (10)

使得状态估计误差和故障估计误差均渐近收敛. 其
中 0 < Γ ∈ Rnf×nf 为自适应率.
证明. 定义 Lyapunov 函数如下

V (t) = eeeT
xxx (t)Peeexxx(t) + eeeT

f (t)Γ−1eeef (t)

其导数为

V̇ (t) = eeeT
xxx (t)[P (A− LC) + (A− LC)TP ]eeexxx(t)+

2eeeT
xxx (t)PEfeeef (t)− 2eeeT

f (t)FCeeexxx(t)

根据式 (8) 和 (9), 相应有:

V̇ (t) = eeeT
xxx (t)[P (A−LC) + (A−LC)TP ]eeexxx(t) < 0

因此, 状态和故障估计误差是渐近收敛的. ¤
注 1. 尽管自适应诊断观测器已得到了一定应

用, 但其仍存在如下两点不足: 1) 根据式 (10) 可以
发现, 自适应率 Γ 对故障估计性能有决定性影响, 并
且它增加了设计自由度, 然而如何选取自适应学习
率 Γ 目前还没有具体有效的方法, 这在一定程度上
限制了自适应故障诊断滤波器在实际中的推广应用;
2) 式 (8) 和 (9) 的求解. 尽管式 (8) 可以很容易地
转化为线性矩阵不等式 (Linear matrix inequality,
LMI), 但是由于增加了等式约束 (9) 从而使得求解
变得异常困难. 相关文献对该问题的求解提出了一
些近似方法[7], 然而如何精确求解带有等式约束的
LMI 至今仍是一个难题.

2 故障估计设计

在本节中, 我们将设计一个连续时间观测器以
实现基于非均匀离散采样输出对连续时变故障的最

优估计. 为此首先应用最近在采样系统分析和综合
问题中广泛使用的时滞方法, 将非均匀离散采样输
出方程进行零阶保持, 得到如下连续时变时滞输出
模型:

yyy(t) = Cxxx(t− σ(t)) + Dvvvv(t− σ(t)) (11)

其中, σ(t) = t− tk, tk ≤ t < tk+1.
构造如下连续时间观测器

{
˙̂xxx(t) = Ax̂xx(t) + Buuu(t) + Eff̂ff(t)− L(ŷyy(t)− yyy(t))
ŷyy(t) = Cx̂xx(t− σ(t))

(12)

基于式 (5), 则有误差系统为




ėeexxx(t) = Aeeexxx(t) + Efeeef (t)− Edd(t)−
LCeeexxx(t− σ(t)) + LDvvvv(t− σ(t))

eeey(t) = Ceeexxx(t− σ(t))−Dvvvv(t− σ(t))
(13)

将上式与式 (6) 对比可以看出, 非均匀采样数
据系统故障估计问题已被等价转化为含有时变时滞

的连续系统的故障估计问题, 因此考虑将自适应诊
断观测器推广到该类系统上.
回顾引理 1 的证明, 设计自适应诊断观测器的

核心思想是在构造 Lyapunov 函数时, 将 eeexxx(t) 和
eeef (t) 分开建立二次型, 相应 Lyapunov 函数的导数
项不含 eeef (t) 的二次项, 并且交叉项仅是关于 eeexxx(t)
和 eeef (t)的,因此可以巧妙选择 Lyapunov矩阵 P 和

Γ−1 并要求式 (9) 成立来消除 eeexxx(t) 和 eeef (t) 的交叉
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项. 自适应诊断观测器已被推广到各类确定性连续
时滞系统上[22−24], 然而这些系统的时滞都仅出现在
状态方程中, 这保证了在设计自适应诊断观测器时,
相应 Lyapunov函数的导数仅增加了 eeexxx(t−σ(t))的
二次项和 eeexxx(t) 与 eeexxx(t− σ(t)) 的交叉项等. 而输出
方程为正常输出 yyy(t) = Cxxx(t), 相应输出误差项也
不含时滞项,即eeey(t) = Ceeexxx(t),这保证了Lyapunov
函数两个分项的导数还仅是关于 eeexxx(t) 与 eeef (t) 的交
叉项, 因而可以将引理 1 中的自适应诊断观测器很
容易地推广到该类时滞系统中.
然而对于非均匀采样数据系统, 故障估计只能

基于时变时滞输出 (11). 即使系统不受过程和测
量噪声影响, 如果仍将 eeexxx(t) 与 eeef (t) 分开构造 Lya-
punov函数,由于输出误差为 eeey(t) = Ceeexxx(t−σ(t)),
两个分项的导数项所含有的交叉项分别是关于 eeexxx(t)
与 eeef (t) 和 eeexxx(t − σ(t)) 与 eeef (t) 的, 因此无法构造
等式约束来消除交叉项. 并且文中系统受到了连续
过程噪声 ddd(t) 和离散测量噪声 vvv(tk) 影响, 这也进
一步增加了自适应诊断观测器推广的难度. 针对上
述难题, 并鉴于注 1 中所述, 自适应率还没有很好的
选取方法, 因此, 考虑在故障估计算法中去掉自适应
率 Γ, 并将 eeexxx(t) 与 eeef (t) 增广成一个整体来进行设
计. 为此构造如下故障估计算法:

˙̂
fff(t) = −Feeey(t) (14)

根据式 (14), 时变故障估计误差对时间的导数为

ėeef (t) = −FCeeexxx(t− σ(t)) + FDvvvv(t− σ(t))− ḟff(t)
(15)

定义

ēee(t) =

[
eeexxx(t)
eeef (t)

]
, d̄dd(t) =

[
ddd(t)
ḟff(t)

]
, Ā =

[
A Ef

0 0

]

Ēd = −
[

Ed 0
0 I

]
, L̄ =

[
L

F

]
, C̄ =

[
C 0

]

根据式 (13) 和 (15), 状态和估计误差动态关系可增
广描述为

˙̄eee(t) = Āēee(t)− L̄C̄ēee(t− σ(t)) + Ēdd̄dd(t)+

L̄Dvvvv(t− σ(t)) (16)

定理 1. 给定标量 α > 0, 对于非均匀采样数
据系统 (1) 和 (2), 连续时间观测器 (12) 和故障估
计算法 (14) 可使得状态估计误差 eeexxx 和故障估计误

差 eeef 均以 α 指数衰减, 并满足最优 H∞ 性能指标

‖ēee‖2

2 ≤ γ2
1(

∥∥d̄
∥∥2

2
+

∑∞
k=0(tk+1 − tk) ‖vvv(tk)‖2

2), 如果
存在正定矩阵 P > 0, S > 0, R > 0 以及矩阵 N, Z

满足

min γ1 s. t. (17)∼ (21)




Π1+2α(P−R)+2αh1S Π2+2αR−2αh1S 0
∗ Π3−2αR+2αh1S h1C̄

TL̄TR

∗ ∗ −h1R


+

[
N

0

] 


I

−I

0




T

+




I

−I

0




[
N

0

]T

< 0 (17)

[
ĀTP + PĀ− S + 2α(P −R) −PL̄C̄ + S + 2αR

∗ −S − 2αR

]
+ N

[
I

−I

]T

+

[
I

−I

]
NT + h1Z < 0 (18)




Π1 + I Π2 Π4 Π7 0
∗ Π3 Π5 −h1SL̄Dv h1C̄

TL̄TR

∗ ∗ Π6 h1Ē
T
d RL̄Dv 0

∗ ∗ ∗ −γ2
1I h1D

T
v L̄TR

∗ ∗ ∗ ∗ −h1R




+




N

0
0
0







I

−I

0
0
0




T

+




I

−I

0
0
0







N

0
0
0




T

< 0 (19)




Π8 −PL̄C̄ + S PĒd PL̄Dv

∗ −S 0 0
∗ ∗ −γ2

1I 0
∗ ∗ ∗ −γ2

1I




+




N

0
0







I

−I

0
0




T

+




I

−I

0
0







N

0
0




T

+ h1




Z 0 0
0 0 0
0 0 0


 < 0

(20)
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[
(1− 2αh1)R NT

∗ Z

]
> 0 (21)

其中

Π1 = ĀTP + PĀ− S + h1Ā
TRĀ + h1(SĀ + ĀTS)

Π2 = PL̄C̄ + S − h1Ā
TRL̄C̄ − h1SL̄C̄ − h1Ā

TS

Π3 = −S + h1SL̄C̄ + h1C̄
TL̄TS

Π4 = PĒd + h1(SĒd + ĀTRĒd)
Π5 = −h1(SĒd + C̄TL̄TRĒd)
Π6 = −γ2

1I + h1Ē
T
d RĒd

Π7 = PL̄Dv + h1(SL̄Dv + ĀTRL̄Dv)
Π8 = PĀ + ĀTP − S + I

证明. 定义如下形式的 Lyapunov 函数:

V (t) = ēeeT(t)Pēee(t) + (h1−σ(t))
∫ t

tk

˙̄eeeT(s)R ˙̄eee(s)ds+

(h1 − σ(t))ηηηT(t)Sηηη(t) (22)

其中, ηηη(t) = ēee(t)− ēee(tk). 对上式进行求导有:

V̇ (t) = 2ēeeT(t)P ˙̄eee(t) + (h1 − σ(t)) ˙̄eeeT(t)R ˙̄eee(t)−
ηηηT(t)Sηηη(t) + 2(h1 − σ(t))ηηηT(t)S ˙̄eee(t)−
∫ t

tk

˙̄eeeT(s)R ˙̄eee(s)ds

首先考虑 α-指数稳定性约束. 为此令 d̄dd(t) = 0
和 vvv(tk) = 0, 同时定义

W (t) = V̇ (t) + 2αV (t)

如果W < 0, 并注意到当 t = tk 时, V (t) 的后两项
等于 0, 因此有如下不等式成立:

λmin(P )‖ēee(t)‖2 ≤ V (tk)e−2α(t−tk) ≤
λmax(P )‖ēee(tk)‖2e−2α(t−tk) (23)

式中 λmin, λmax 分别表示矩阵的最小和最大奇异值.
式 (23) 表明系统 (16) 是指数稳定的, 衰减率为 α.
因此接下来只需寻找满足W < 0 的充分条件. 注意
到

W (t) = 2ēeeT(t)P ˙̄eee(t) + (h1 − σ(t)) ˙̄eeeT(t)R ˙̄eee(t)+

2(h1 − σ(t))(ηηηT(t)S ˙̄eee(t) + αηηηT(t)Sηηη(t))−
ηηηT(t)Sηηη(t) + 2αēeeT(t)Pēee(t)+

(−1 + 2αh1 − 2ασ(t))
∫ t

tk

˙̄eeeT(s)R ˙̄eee(s)ds

(24)

对于上式中的最后一项, 可以分两部进行处理.
首先定义 ξξξ(t) = [ēeeT(t) ēeeT(tk)]T, 因为 ηηη(t) =∫ t

tk

˙̄eee(s)ds, 根据 Moon′s 不等式, 对于任意矩阵
N ∈ R2(n+nf )×(n+nf ), 有:

− 2ξξξT(t)Nηηη(t) =
∫ t

tk

−2ξξξT(t)N ˙̄eee(s)ds ≤

σ(t)ξξξT(t)Zξξξ(t) + (1− 2αh1)
∫ t

tk

˙̄eeeT(s)R ˙̄eee(s)ds

(25)

其中, R, N, Z 满足式 (21). 又根据 Jensen′s 不等式
有:

σ(t)
∫ t

tk

˙̄eeeT(s)R ˙̄eee(s)ds =

∫ t

tk

ds

∫ t

tk

˙̄eeeT(s)R ˙̄eee(s)ds ≥
∫ t

tk

˙̄eeeT(s)dsR

∫ t

tk

˙̄eee(s)ds = ηηηT(t)Rηηη(t)

(26)

将式 (25) 和 (26) 代入 (24) 有

W (t) ≤
2ēeeT(t)P ˙̄eee(t) + (h1 − σ(t)) ˙̄eeeT(t)R ˙̄eee(t)+

2(h1 − σ(t))(ηηηT(t)S ˙̄eee(t) + αηηηT(t)Sηηη(t))−
ηηηT(t)Sηηη(t) + 2αēeeT(t)Pēee(t) + 2ξξξT(t)Nηηη(t)−
2αηηηT(t)Rηηη(t) + σ(t)ξξξT(t)Zξξξ(t) =

ξξξT(t)(Γα
1 + (h1 − σ(t))Γα

2 + σ(t)Z)ξξξ(t) < 0
(27)

其中, Γα
1 = 2MT

1 PM3 − MT
2 SM2 + 2NM2 +

2αMT
1 PM1 − 2αMT

2 RM2, Γα
2 = MT

3 RM3 +
2MT

2 SM3 +2αMT
2 SM2, M1 = [ I 0 ], M2 =

[ I −I ], M3 = [ Ā −L̄C̄ ].
根据凸函数性质, 式 (27) 成立的充要条件为

Γα
1 + h1Γα

2 < 0, Γα
1 + h1Z < 0 (28)

展开式 (28) 并应用 Schur 补即可得式 (17) 和 (18).
接下来寻找满足 H∞ 性能指标的约束条件. 对

式 (22) 沿系统 (16) 求导, 并令式 (25) 中 α = 0 代
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入 V̇ (t), 则有:

V̇ (t) =

2ēeeT(t)P ˙̄eee(t)− ηηηT(t)Sηηη(t)−
∫ t

tk

˙̄eeeT(s)R ˙̄eee(s)ds+

(h1 − σ(t))( ˙̄eeeT(t)R ˙̄eee(t) + 2ηηηT(t)S ˙̄eee(t)) ≤
2ēeeT(t)P ˙̄eee(t) + σ(t)ξξξT(t)Zξξξ(t)−
ηηηT(t)Sηηη(t) + 2ξξξT(t)Nηηη(t)+

(h1 − σ(t))( ˙̄eeeT(t)R ˙̄eee(t) + 2ηηηT(t)S ˙̄eee(t))
(29)

定义ζζζ(t) = [ ēeeT(t) ēeeT(tk) d̄T(t) vvvT(tk) ]T,
相应有:

ēee(t) = M ′
1ζζζ(t), ηηη(t) = M ′

2ζζζ(t), ˙̄eee(t) = M ′
3ζζζ(t)

ξξξ(t) = M ′
4ζζζ(t), [d̄dd

T
(t) vvvT(tk)]T = M ′

5ζζζ(t)

其 中, M ′
1 = [ I 0 0 0 ],M ′

2 =

[ I −I 0 0 ],M ′
3 = [ Ā −L̄C̄ Ēd L̄Dv ],

M ′
4 = [ I I 0 0 ],M ′

5 = [ 0 0 I ].
接下来寻求

J = V̇ (t) + ēeeT(t)ēee(t)−
γ2

1(d̄dd
T
(t)d̄dd(t) + vvvT(tk)vvv(tk)) < 0

(30)

成立的条件. 将式 (29) 代入上式易得式 (30) 成立的
充分条件为

Γ′1 + h1Γ′2 < 0, Γ′1 + h1

[
Z 0
0 0

]
< 0 (31)

其中, Γ′1 = 2M ′
1
TPM ′

3 −M ′
2
TSM ′

2 + 2M ′
4
TNM ′

2 +
M ′

1
TM ′

1− γ2
1M

′
5
TM ′

5,Γ
′
2 = M ′

3
TRM ′

3 + 2M ′
2
TSM ′

3.
将式 (31) 进行展开并应用 Schur 补定理可得

到式 (19) 和 (20). 注意到, 若式 (31) 成立, 则当
α = 0 时, 式 (28) 也成立, 即状态估计误差 eeexxx 和故

障估计误差 eeef 渐近稳定. 由于 J < 0, 对式 (30) 从
0 到∞ 积分, 则有 H∞ 性能指标成立. ¤
注 2. 非均匀采样数据系统的分析和综合问题

在近几年中得到了广泛关注[25−28], 所采取的方法主
要可分为连续时滞和离散系统两类. 本文为了估计
连续时变故障而采用了前者. 定理 1 借鉴了文献
[28] 所提出的 Lyapunov 函数构造方法, 然而两者
仍存在如下不同: 1) 相比于文献 [28] 所用的标准方
法, 定理 1 利用了Moon′s 不等式来消除 Lyapunov
函数导数项中的 (−1 + 2αh1)

∫ t

tk

˙̄eeeT(s)R ˙̄eee(s)ds, 这
在一定程度上降低了结论的保守性; 2) 文献 [20] 仅
是考虑系统的稳定性问题, 它是通过求解最大采样

间隔值 h 来验证其结论的优越性, 因此控制器增益
K 是给定的, 从而保证结论中的矩阵不等式是线性
的. 然而定理 1 研究的是带有指数约束的 H∞ 鲁
棒观测器设计问题, 因而最大采样间隔值 h 给定,
未知参数变为观测器增益 L̄, 相应结论中矩阵不等
式 (17)∼ (20) 是非线性的. 尽管一些迭代算法可
以用来求解 (17)∼ (20), 但计算代价过大. 为此令
S = n1P , R = n2P , PL̄ = Y , 这样定理 1 中的矩
阵不等式可转变为线性的, 待设计参数 L,F 可以通

过求解 L̄ = P−1Y 获得.
注 3. 文献 [20] 初步探讨了采样数据系统的故

障估计问题, 然而文中没有考虑测量噪声, 同时对于
时变故障仅考虑了 H∞ 性能指标, 因此估计效果欠
佳. 为此定理 1 引入指数衰减率 α 以调节估计速度

从而保证对时变故障估计的及时性. 众所周知, α 越

大, 系统衰减速度越快, 相应故障和状态估计也越及
时[29]. 然而 α 的增大也会导致 H∞ 性能指标 γ1 的

增大, 即系统鲁棒性能变差. 因此 α 的设定需要考

虑估计延迟和鲁棒性两者之间的权衡. 直观上, γ1

与 α 的比值可用来实现该目标. 另外考虑到 α 值一

般相对较小, 因此可利用下面的迭代算法来选择合
理的 αset.

算法 1. 令 µ 为足够小的可调参数.
步骤 1. 令 i = 0, αi = 0, 根据定理 1 计算出最

优值 γ0
1 ;
步骤 2. 令 i = i + 1, 定义 αi = αi−1 + µ, 根据

定理 1 计算出相应的 γi
1, 计算 γi

1/αi;
步骤 3. 如果 γi

1/αi ≤ γi−1
1

/
αi−1, 返回步骤 2;

如果 γi
1/αi > γi−1

1 /αi−1, 则停止, αset = αi.
上述算法如果在整个迭代过程中, 直到定理

1 不存在可行解, 仍无法找到 αi 满足 γi
1/αi >

γi−1
1 /αi−1, 则需要进一步调小 µ.

3 非均匀采样数据故障调节设计

基于上节所估计的故障和状态信息, 本节将进
行状态反馈非均匀采样容错控制器设计. 首先给出
如下常规假设[8]:
假设 1. rank(B,Ef ) = rank(B).
该假设条件意味着存在矩阵 B† ∈ Rnu×n 满足

(I − BB†)Ef = 0. 对于采样数据容错控制器而言,
为了能够更多地获得系统信息以保证系统在故障情

况下的性能, 一般是以尽可能快的速率对连续时间
状态和故障估计信息进行采样. 然而又因为计算或
通信延迟等不利因素影响, 控制输入最终是以如下
非均匀方式进行更新:

uuu(t) = −Kx̂xx(τk)−B†Eff̂ff(τk), t ∈ [τk τk+1)
(32)
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其中控制器增益K ∈ Rnu×n 为待设计参数, 将上式
代入式 (1) 中的状态方程有:

ẋxx(t) = Axxx(t)−BKxxx(τk)−BKeee(τk)−
Ef (f̂ff(τk)− fff(t)) + Edddd(t) =

Axxx(t)−BKxxx(τk)−BKeee(τk)−
Efeeef (τk) + Edddd(t) + τ(t)Efḟff(t)

(33)

其中, τ(t) = t− τk.
式 (33)中 eee(τk), eeef (τk)分别为状态和故障估计

误差, 它们给容错控制增加了困难, 所谓的集成设计
需要克服这些不利因素. 考虑到上节所设计的连续
观测器可以保证误差值渐近收敛, 因此这些估计误
差可以被视为一种外界干扰, 相应可设计容错控制

器对其鲁棒. τ(t)ḟff(t) 描述了连续故障的内采样特
性, 保守做法也可以将其看成为一种干扰, 接下来我
们将借助不等式方法给出一个更为有效的设计方法.

定理 2. 非均匀采样数据容错控制器 (32) 可保
证系统稳定且满足如下最优 H∞ 性能指标:

‖xxx‖2

2 ≤γ2
2 ‖ddd‖2

2 + γ2
2

∞∑
k=0

(τk+1 − τk)×

(‖eee(τk)‖2

2 + ‖eeef (τk)‖2

2
)

(34)

如果存在正定矩阵 P̃ > 0, S̃ > 0, R̃ > 0, 适维矩阵
Ñ ′, Z̃ ′, Q1, Q2, Q3, Q4, Q5, Q6 满足:

min γ2 s. t. (35)∼ (37)




Ω1 + h2Q2 Ω3 Ω2 −P̃Ef − h2
2

4
ATQ6Ef P̃Ed +

h2
2

4
ATQ6Ed 0

∗ −S̃ +
h2

2

4
Q4 0

h2
2

4
KTBTQ6Ef −h2

2

4
KTBTQ6Ed

h2
2

4
KTBTQ6

∗ ∗ −γ2
2I

h2
2

4
KTBTQ6Ef −h2

2

4
KTBTQ6Ed

h2
2

4
KTBTQ6

∗ ∗ ∗ −γ2
2I +

h2
2

4
ET

f Q6Ef −h2
2

4
ET

f Q6Ed 0

∗ ∗ ∗ ∗ −γ2
2I +

h2
2

4
ET

d Q6Ed 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −h2
2

4
Q6




+

[
Ñ ′

0

]




I

−I

0
0
0
0




T

+




I

−I

0
0
0
0




[
Ñ ′

0

]T

+ h2

[
Z̃ ′ 0
0 0

]
< 0

(35)


Θ1 Θ3 Θ2 Θ5 Θ9 0

∗ Θ4 h2S̃BK Θ6 Θ10

h2
2

4
KTBTQ6 + h2K

TBTR̃

∗ ∗ −γ2
2I Θ7 Θ11

h2
2

4
KTBTQ6 + h2K

TBTR̃

∗ ∗ ∗ Θ8 Θ12 0
∗ ∗ ∗ ∗ Θ13 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −h2
2

4
Q6 − h2R̃




+

[
Ñ ′

0

]




I

−I

0
0
0
0




T

+




I

−I

0
0
0
0




[
Ñ ′

0

]T

< 0

(36)

[
R̃ Ñ ′T

∗ Z̃ ′

]
> 0,

[
Q1 ET

f P̃

∗ Q2

]
> 0,

[
Q3 ET

f S̃

∗ Q4

]
> 0,

[
Q5 ET

f R̃

∗ Q6

]
> 0 (37)
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其中

Ω1 = P̃A + ATP̃ − S̃ +
h2

2

4
(Q4 + ATQ6A) + I

Ω2 = −P̃BK − h2
2

4
ATQ6BK

Ω3 = Ω2 + S̃ − h2
2

4
Q4

Θ1 = Ω1 + h2(ATR̃A + S̃A + ATS̃)
Θ2 = Ω2 − h2(ATR̃BK + S̃BK)
Θ3 = Ω3 − h2(ATR̃BK + S̃BK + ATS̃)

Θ4 = −S̃ +
h2

2

4
Q4 + h2S̃BK + h2K

TBTS̃

Θ5 = −P̃Ef − h2
2

4
ATQ6Ef − h2A

TR̃Ef − h2S̃Ef

Θ6 =
h2

2

4
KTBTQ6Ef + h2K

TBTR̃Ef + h2S̃Ef

Θ7 =
h2

2

4
KTBTQ6Ef + h2K

TBTR̃Ef

Θ8 = −γ2
2I +

h2
2

4
ET

f Q6Ef + h2E
T
f R̃Ef

Θ9 = P̃Ed +
h2

2

4
ATQ6Ed + h2A

TR̃Ed + h2S̃Ed

Θ10 = −h2
2

4
KTBTQ6Ed − h2K

TBTR̃Ed − h2S̃Ed

Θ11 = −h2
2

4
KTBTQ6Ed − h2K

TBTR̃Ed,

Θ12 = −h2
2

4
ET

f Q6Ed − h2E
T
f R̃Ed

Θ13 = −γ2
2I +

h2
2

4
ET

d Q6Ed + h2E
T
d R̃Ed

证明. 定义如下 Lyapunov 函数:

V (t) = xxxT(t)P̃xxx(t) + (h2 − τ(t))η̃ηηT(t)S̃η̃ηη(t)+

(h2 − τ(t))
∫ t

τk

ẋxxT(t)R̃ẋxx(t)ds

(38)

其中, η̃ηη(t) = xxx(t)− xxx(τk).
首先考虑系统稳定性. 令 eee(τk) = 0, eeef (τk) =

0, ddd(t) = 0. 并定义 ξ̃ξξ(t) = [ xxxT(t) xxxT(τk) ]T, 相
应有:

xxx(t) = M̃1ξ̃ξξ(t), η̃ηη(t) = M̃2ξ̃ξξ(t)
ẋxx(t) = M̃3ξ̃ξξ(t) + τ(t)Efḟff(t)

其中, M̃1 = [ I 0 ], M̃2 = [ I −I ], M̃3 =

[ A −BK ].

由于 η̃ηη(t) =
∫ t

τk
ẋxx(s)ds,并应用Moon′s不等式,

相应有:

V̇ (t) =

2xxxT(t)P̃ ẋxx(t)− η̃ηηT(t)S̃η̃ηη(t)−
∫ t

τk

ẋxxT(s)R̃ẋxx(s)ds+

(h2 − τ(t))(ẋxxT(t)R̃ẋxx(t) + 2η̃ηηT(t)S̃ẋxx(t)) ≤
2xxxT(t)P̃ ẋxx(t)− η̃ηηT(t)S̃η̃ηη(t) + τ(t)ξ̃ξξ

T
(t)Z̃ξ̃ξξ(t)+

2ξ̃ξξ
T
(t)Ñη̃ηη(t) + (h2 − τ(t))(ẋxxT(t)R̃ẋxx(t))+

2(h2 − τ(t))η̃ηηT(t)S̃ẋxx(t) =

ξ̃ξξ
T
(t)

[
2M̃T

1 P̃ M̃3 − M̃T
2 S̃M̃2 + τ(t)Z̃ + 2ÑM̃2 +

(h2 − τ(t))(M̃T
3 R̃M̃3 + 2M̃T

2 S̃M̃3)
]
ξ̃ξξ(t)+

2τ(t)xxxT(t)P̃Efḟff(t) + 2(h2 − τ(t))τ(t)×
(η̃ηηT(t)S̃Efḟff(t) + ξ̃ξξ

T
(t)M̃T

3 R̃Efḟff(t))+

(h2 − τ(t))τ 2(t)ḟT(t)ET
f R̃Efḟff(t)

其中, R̃ ∈ Rn×n, Ñ ∈ R2n×n, Z̃ ∈ R2n×2n 满足[
R̃ ÑT

∗ Z̃

]
> 0.

又基于式 (37) 和Moon′s 不等式有:

2τ(t)xxxT(t)P̃Efḟff(t) ≤
τ(t)ḟff

T
(t)Q1ḟff(t) + τ(t)xxxT(t)Q2xxx(t) ≤

τ(t)xxxT(t)Q2xxx(t) + h2f
2
0 λmax(Q1)

2(h2 − τ(t))τ(t)η̃ηηT(t)S̃Efḟff(t) ≤
h2

2

4

[
ḟff

T
(t)Q3ḟff(t) + η̃ηηT(t)Q4η̃ηη(t)

]
≤

h2
2

4
η̃ηηT(t)Q4η̃ηη(t) +

h2
2

4
f2
0 λmax (Q3)

2(h2 − τ(t))τ(t)ξ̃ξξ
T
(t)M̃T

3 R̃Efḟff(t) ≤
h2

2

4
ξ̃ξξ

T
(t)M̃T

3 Q6M̃3ξ̃ξξ(t) +
h2

2

4
f2
0 λmax (Q5)

(h2 − τ(t))τ 2(t)ḟff
T
(t)ET

f REfḟff(t) ≤
h2

2

8
f2
0 λmax(ET

f REf )

将上述 4 个不等式代入 V̇ (t) 有:

V̇ (t) ≤ ξ̃ξξ
T
(t)

[
Γ̃1+(h2−τ(t))Γ̃2+τ(t)Γ̃3

]
ξ̃ξξ(t)+δ

(39)

其中, Γ̃1 = 2M̃T
1 P̃ M̃3 − M̃T

2 S̃M̃2 + 2ÑM̃2 +
h2

2(M̃
T
2 Q̃4M̃2 + M̃T

3 Q6M̃3)/4, Γ̃2 = M̃T
3 R̃M̃3 +
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2M̃T
2 S̃M̃3, Γ̃3 = M̃T

1 Q2M̃1 + Z̃, δ =
h2f

2
0 λmax(Q1) + h2

2f
2
0 [λmax (Q3) + λmax (Q5) /4 +

h2 × λmax(ET
f REf )/2].

根据式 (39),如果 Γ̃1+(h2−τ(t))Γ̃2+τ(t)Γ̃3 <

0, 那么 V̇ (t) ≤ −ε
∥∥∥ξ̃ξξ

∥∥∥
2

+ δ, 其中 ε = λmin[−(Γ̃1 +

(h2 − τ(t))Γ̃2 + τ(t)Γ̃3)]. 因此当 ε
∥∥∥ξ̃ξξ

∥∥∥
2

> δ 时,

V̇ (t) < 0 成立. 根据 Lyapunov 稳定性理论, ξ̃ξξ 最终

将收敛于集合 Ψ = {ξ̃ξξ(t)
∣∣∣
∥∥∥ξ̃ξξ(t)

∥∥∥
2

≤ δ/ε}. 因此系
统是一致最终有界的.

接下来我们来寻求满足 H∞ 性能指标 (34) 的
要求. 定义

ζ̃ζζ(t) = [ ξ̃ξξ
T
(t) eeeT(τk) eeeT

f (τk) dddT(t) ]T

M̃ ′
1 = [ M̃1 0 0 0 ], M̃ ′

2 = [ M̃2 0 0 0 ]

M̃ ′
3 = [ M̃3 −BK −Ef Ed ], M̃ ′

4 = [ 0 I ]

相应有

xxx(t) = M̃ ′
1ζ̃ζζ(t), η̃ηη(t) = M̃ ′

2ζ̃ζζ(t)
ẋxx(t) = M̃ ′

3ζ̃ζζ(t) + τ(t)Efḟff(t)

定义

J = V̇ (t) + xxxT(t)xxx(t)− γ2
2(ddd

T(t)ddd(t)+

eeeT(τk)eee(τk) + eeeT
f (τk)eeef (τk))

(40)

对 V (t) 沿着系统 (33) 的迹求导, 然后类似于上述
稳定性证明过程, 最终可得 J < 0 成立的充分条件:

Γ̃′1 + (h2 − τ(t))Γ̃′2 + τ(t)Γ̃′3 < 0 (41)

其中 Γ̃′1 = 2M̃
′T
1 P̃ M̃ ′

3−M̃
′T
2 S̃M̃ ′

2+2Ñ ′M̃ ′
2+h2

2/4×
M̃

′T
2 Q̃4M̃

′
2+h2

2/4·M̃ ′T
3 Q6M̃

′
3+M̃

′T
1 M̃ ′

1−γ2
2M̃

′T
4 M̃ ′

4,
Γ̃′2 = M̃

′T
3 R̃M̃ ′

3 +2M̃
′T
2 S̃M̃ ′

3, Γ̃′3 = M̃
′T
1 Q2M̃

′
1 + Z̃ ′.

式中 Ñ ′ ∈ R(3n+nf +nw)×n, Z̃ ′ ∈ R3n+nf +nw 满足

式 (37) 的第一项.
根据凸函数性质, 式 (41) 成立的充要条件为

Γ̃′1 + h2Γ̃′2 < 0, Γ̃′1 + h2Γ̃′3 < 0 (42)

将式 (42) 展开并应用 Schur 补引理可得式 (35) 和
(36). 又因 J < 0, 对其从 0 到∞ 进行积分最终得
式 (34). ¤
注 4. 求解式 (35)∼ (37) 可借鉴注 3 所提出

的简单方法. 令 R̃ = ε1P̃ , S̃ = ε2P̃ , Q2 = m1P̃ ,
Q4 = m2P̃ , Q6 = m3P̃ , Ỹ = P̃BK, 相应矩阵不等
式可转化为 LMI, 反馈增益矩阵K = (P̃B)†Ỹ .

4 仿真实例

本节将借助于一个四容位水箱基准实例来验证

方法的有效性[30−31]. 其连续时间模型参数为

A =




−0.016 0 0.042 0
0 −0.011 0 0.033
0 0 −0.042 0
0 0 0 −0.033




B =




0.083 0
0 0.063
0 0.048

0.031 0




, Ed =




0.01
0.01
0

0.01




, C = 0.5I4

其中, 状态向量 xxx(t) 中的任一分量 xi(t) (i =
1, 2, 3, 4) 表示第 i 个水箱的水位变化量. yyy(t)
中的任一分量 yi(t) 表示对变化量的观测,
0.5 为 传 感 器 增 益. 测 量 噪 声 矩 阵 Dv =
[ 0.01 0 0.01 0.01 ]T, 水箱由两个水泵供水,
uuu(t) 为施加在两个水泵的电压值. 假设故障发
生在第一个输入通道, 则可令故障矩阵为 Ef =
−[ 0.083 0 0 0.031 ]T, 相应假设 1 得以满足.
构造如下连续时变故障:

fff(t) =

{
0, t ≤ 100
2 + 2 sin 0.1π(t− 100), 100 < t ≤ 800

文献 [31] 中传感器采样周期为非均匀, 但需满
足周期性重复约束. 本仿真中突破该约束, 假设采样
周期为不确定时变的, 满足区间 [0.1, 0.6] 的均匀分
布, 因此有 h1 = 0.6. 仿真中假设噪声 ddd(t) 和 vvv(tk)
分别为零均值方差为 0.01 的白噪声过程和序列, 初
始状态xxx = [ 4 4 2 2 ]T. 令 n1 = 1.2, n2 = 0.9,
根据算法 1, 选择 µ = 0.001, 则有 αset = 0.028, 此
时对应的最优值 γ1 = 1.6762, 待设计参数为

L =




3.7730 0.0068 −3.3825 −0.1905
1.4384 0.0933 2.4692 −3.8956
0.0000 0.0000 0.0014 −0.0000
1.4080 0.0214 −1.2140 −0.1214




F = [ −30.4955 −0.0523 26.6870 2.0909 ]

图 1 给出了故障估计结果, 可以看出所设计
观测器能够实现对连续时变故障的准确及时估计.
为了进一步验证算法 1 的有效性, 下面将比较不
同衰减率下的故障估计性能. 值得说明的是, 当
α > 0.032 时, 定理 1 无解. 图 2 和图 3 给出了
衰减率 α = 0, 0.01, 0.02, 0.03 与 α = 0.028 时的
故障估计误差曲线. 从图 2 和 3 中可以看出, 当
α = 0, 0.01, 0.02 时, 估计结果要明显差于算法 1
即当 α = 0.028 时的估计结果. 特别的, 当 α = 0
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时, 估计效果最差, 这说明了相比于文献 [20], 本文
引入衰减率显著改善了时变故障估计性能. 而对于
α = 0.030, 则无法从图中直接观察它与 α = 0.028
的优劣. 表 1 进一步列出了不同衰减率下的 γ2

1 ,
γ1/α, 以及故障估计误差范数 ‖eeef‖2

等性能指标值.
从表 1 中可以看出, 最优值 γ1 是随着 α 的增大而

增大的. 并且当 α = 0.028 时, γ1/α 最小, 对应的
‖eeef‖2

也为最小值, 这再次验证了算法 1 的优越性.

图 1 连续时变故障及其估计 (α = 0.028)

Fig. 1 The continuous time-varying fault and its

estimation (α = 0.028)

图 2 不同衰减率下的故障估计误差 (α = 0, 0.01, 0.028)

Fig. 2 The fault estimations errors under different cases

(α = 0, 0.01, 0.028)

接下来设计非均匀采样数据容错控制器. 根据
(I −BB†)Ef = 0 计算 B† 有:

B† =

[
11.9550 −10.5732 0 0.2469

0 0 0 0

]

图 3 不同衰减率下的故障估计误差 (α = 0.02, 0.03, 0.028)

Fig. 3 The fault estimations errors under different cases

(α = 0.02, 0.03, 0.028)

进一步假设控制输入也是非等间隔更新的, 更
新周期满足区间 [0.1, 1] 的随机均匀分布, 则有
h2 = 1. 令 ε1 = 1, ε2 = 0.92, m1 = m2 = m3 =
0.1, 求解定理 2, 可得最优值 γ2 = 1.2721, 以及

K =

[
1.3932 −0.5688 0.0944 2.6290
0.0484 0.0053 0.6033 0.1883

]

图 4 给出了三种情况下的系统输出曲线, 可以
看出在发生故障时, 如果控制器无容错能力, 则系统
输出受故障影响较大; 而利用本文所设计的容错控
制几乎可以重现系统在无故障时的性能.

5 结论

本文研究了一类非均匀采样数据系统的主动容

表 1 不同衰减率下的相关性能指标

Table 1 some performance indexes under different cases

α 0.000 0.010 0.020 0.025 0.026 0.027 0.028 0.029 0.030 0.031 0.032

γγγ2
1 2.6420 2.6700 2.6994 2.7155 2.7190 2.7230 2.8095 3.2645 4.0894 5.8677 12.8567

γγγ1

α
∞ 163.4001 82.1491 65.9149 63.4210 61.1165 59.8629 62.3032 67.4079 78.1400 112.0508

‖eeef‖2 72.6907 37.3438 11.9439 9.3070 6.7464 6.6828 6.4369 6.8442 7.4780 8.4312 8.5384
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错最优设计问题. 由于所考虑的故障是连续时变的,
为此在分析自适应诊断观测器适用范围的基础上,
提出改进的连续时间观测器设计方法, 使得误差系
统能够满足 α 指数稳定性和H∞ 鲁棒性两项性能指
标, 并同时提出算法对两者进行权衡. 进而利用所获
得的故障和状态信息, 设计非均匀采样容错控制器
来保证故障系统性能, 所设计的控制器有效地处理
了估计误差以及未知的时变故障内采样特性等不利

因素, 因此为故障诊断和容错控制集成设计方案.

图 4 系统输出曲线

Fig. 4 system outputs
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