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基于二进神经网络的 0/1分布系统可靠性分析

杨 娟 1, 2 陆 阳 1 黄镇谨 1, 3

摘 要 系统可靠性的计算依赖于各基本单元的 0/1 分布关系及其构成的布尔逻辑. 本文利用二进神经网络可以完备实现布

尔逻辑的特性, 提出一种基于二进神经网络的可靠性分析方法. 该方法针对每个二进神经元的输入都是 0/1 逻辑关系的线性

组合这一特点, 提出并且证明了 0/1 分布的线性组合的概率分布函数; 建立系统功能与布尔函数间的等价关系, 将系统转化为

相应的二进神经网络; 利用线性组合的概率分布函数, 通过逐层计算该二进神经网络的 0/1 输出概率, 解决了一般系统的可靠

性计算问题.
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Reliability of Systems with 0/1 Distribution Based on Binary Neural Networks
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Abstract The computing of system reliability relies on the relationship of 0/1 distribution of components and their

boolean logic. With the help of the characteristic that binary neural networks can complete the whole boolean function,

we propose a method of reliability analysis based on binary neural networks. According to the input of every binary neuron

is a 0 or 1 logic variable, we provide and prove the distribution function of the linear combination of 0/1 distribution. Then

the equivalent relation between the system function and boolean function is established, and the system is converted to

an equivalent binary neural network. As a result, using the distribution function, we can successfully resolve the problem

of reliability analysis of general systems by computing the 0/1 output probability layer by layer.
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系统的可信性指该系统可以提供确实可信服务

的综合能力[1−2], 而可靠性是可信性的属性之一, 也
是最早为人们所公认的评估可信性的标准之一, 是
系统在一定时间内保持正常运行的概率. 可靠性研
究起源于军事技术, 现已经扩展到国民经济的许多
领域, 给企业与社会带来了巨大经济效益, 因而引起
了广泛的重视. 然而精确评估系统可靠性是相当困
难的, 在有些情况下几乎是不可能的, 如果得到了系
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统的结构, 系统可靠性分析往往比较容易. 从上个世
纪 80 年代起, 很多学者对此进行了研究, 但往往局
限于一些典型的系统如串联系统、并联系统、冷储

备系统和温储备系统等[3], 对于线性多数表决系统
是近年来研究的热点[4−6]. 目前系统可靠性的分析
方法很多都是基于图论中最小割算法[7], 而对于一
般的系统, 还没有统一的方法.
所谓系统, 是为完成某一特定功能, 由若干个彼

此有联系而又能相互协调工作的单元组成的综合体.
由于二进神经网络可以表达完备的布尔函数[8−11],
因此单元相互协调实现的逻辑功能可以通过训练学

习得到一个二进神经网络. 本文利用文献 [12] 提出
的学习算法将系统功能训练为二进神经网络, 每个
神经元表达了单元间的线性组合, 再通过讨论线性
组合的概率分布函数, 进而得到系统的可靠性.

1 二进神经网络与系统功能

二进神经网络是输入与输出均为二进制的一种

人工神经网络, 可以精确实现任意给定的布尔函数.
二进神经网络主要采用输入层、隐层、输出层三层

结构, 神经元采用硬限幅函数作为激发函数, 每个神
经元等价于一个分类超平面. 对于布尔函数, 分为线
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性可分与线性不可分两种类型；线性可分的布尔

函数隐层仅用一个神经元即可以实现, 而线性不
可分的函数隐层需要多于一个神经元才可以实

现. 由于每个二进神经元都对应于一个分类超

平面，因此所有的布尔函数都等价于一个或者多

个分类超平面. 在 n 维布尔空间中, 设输入为
X = (x1, x2, · · · , xn), 输出为 y, 输入与神经元间
的连接权为W = {w1, w2, · · · , wn}, 阈值为 θ, 则神
经元表示为

y =





1,
n∑

i=1

wixi − θ ≥ 0

0,
n∑

i=1

wixi − θ < 0

神经元所对应的分类超平面为
∑n

i=1 wixi − θ = 0.
对于一个含有 n 个单元组成的系统, 设单

元为 x1, x2, · · · , xn, 并且每个单元只有两种状态,
即正常与不正常, 假设单元间是相互独立的, 这
些单元可由一个 2-值函数表达: 对于 t > 0, 设

xi (t) =

{
1, 时间 t 正常

0, 时间 t 不正常
, 且假设单元在每

个时刻服从 0/1 分布: X∼Bern(pi(t)).
其中, 对于每个单元在 t > 0 时刻的寿命假设服

从指数分布 pi (t) = 1 − e−λit, 下面为讨论方便, 将
pi (t) 简写为 pi.

系统所实现的功能是各单元联合作用的结果,
故系统功能可以视为单元的布尔函数, 即设系统
功能为 F , 则其可以表示为 Bn

2 → B2 的映射

F = F (x1, x2, · · · , xn), 若 F = 1, 表示正确实现系
统功能, 若 F = 0, 表示不能正确实现系统功能. 由
于系统能否正常工作可由一个关于单元的布尔函数

来表达, 布尔函数又可以训练为一个二进神经网络,
二进神经网络又等价于一个或多个分类超平面, 故
对于系统能否正常工作可以转化为对分类超平面的

研究.
因而, 对于一个给定的系统, 首先对于单元的所

有状态与相应时刻系统工作状态训练成一个二进神

经网络, 即将系统功能与单元间的关系映射成二进
神经网络, 如图 1 所示.
图 1 中每个隐层分类超平面为：





S1 : w11x1 + w12x2 + · · ·+ w1nxn − θ1 = 0
S2 : w21x1 + w22x2 + · · ·+ w2nxn − θ2 = 0

...
SL : wL1x1 + wL2x2 + · · ·+ wLnxn − θL = 0

(1)
且

Si =

{
1, wi1x1 + wi2x2 + · · ·+ winxn ≥ θi

0, wi1x1 + wi2x2 + · · ·+ winxn < θi

其中 i = 1, 2, · · · , L, L 个隐层神经元在输出层所构
成的分类超平面为W1S1+W2S2+· · ·+WLSL−θ =
0, 故系统功能

F (x1, x2, · · · , xn) ={
1, W1S1 + W2S2 + · · ·+ WLSL ≥ θ

0, W1S1 + W2S2 + · · ·+ WLSL < θ

图 1 二进神经网络实现系统功能结构图

Fig. 1 Implementation the system function by

binary neural networks

可靠性定义为在规定的条件下, 在规定的时间
内, 完成规定功能的概率. 为了研究系统的可靠性,
需讨论在 t > 0时刻 F (x1, x2, · · · , xn) = 1的概率,
即需考虑W1S1 +W2S2 + · · ·+WLSL− θ 的分布函
数, 为此首先需要得到每个神经元 S1, S2, · · · , SL

的分布函数, 由于单元 x1, x2, · · · , xn 服从 0/1
分布, 即需考虑 0/1 分布的线性组合的概率分
布函数. 在第 2 节中首先讨论线性组合 Y =
w1x1 + w2x2 + · · ·+ wnxn 的分布, 设其分布函数为
Φ(x) = p {w1x1 + w2x2 + · · ·+ wnxn ≤ x}.
2 系统可靠性分析方法

2.1 0/1 分布的线性组合的概率分布函数

对于随机变量 Y = w1x1 + w2x2 + · · ·+ wnxn,
在相等系数 w1 = w2 = · · · = wn 的情况下, 已有明
确的分布函数, 但二进神经元的权值往往是不相等
的, 目前其分布情况仍然未知. 本小节针对此问题,
首先提出求解随机变量 Y 的分布函数的算法步骤,
再给出其理论证明.

实现 Y = w1x1 + w2x2 + · · ·+ wnxn 分布函数

的具体步骤如下：

步骤 1. 建立一个集合 B = {b1, b2, · · · , b2n},
其中 bi =

∑n

l=1 ailwl, ail 为将 i − 1 转化为 n 位二
进制数的第 l 位, 1 ≤ i ≤ 2n, 1 ≤ l ≤ n;
步骤 2. 将集合B = {b1, b2, · · · , b2n}中元素从

小到大排序, 并存入集合 C = {c1, c2, · · · , c2n} 中,
其中 ck (1 ≤ k ≤ 2n) 包含 bi 与其角标 i 两条记录;
步骤 3. 将数轴 (−∞,+∞) 划分为 2n +1 个区

间,在每个区间内分别求 Y 的分布函数,区间划分如
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下: (−∞, c1), [c1, c2), · · · , [ck, ck+1), · · · , [c2n−1, c2n),
[c2n ,+∞), 为简单起见假设 ck 6= ck+1,

1) 当 x ∈ [c2n ,+∞) 时, Φ1(x) = p {Y ≤ x} =
1;

2)当 x ∈ [c2n−1, c2n)时, Φ2(x) = p {Y ≤ x} =
1−∏n

j=1 pj;
3) 当 x ∈ [c2n−2, c2n−1) 时, 找到集合B 中所对

应的元素 i, 进而得到 i− 1 转化为 n 位二进制数的
每一位 ail (l = 1, 2 · · · , n), 进一步得到

Φ3(x) = p {Y ≤ x} =

1−
n∏

j=1

pj −
n∏

l=1

pail

l (1− pl)
(1−ail) =

Φ2(x)−
n∏

l=1

pail

l (1− pl)
(1−ail)

4) 当 x ∈ [c2n−3, c2n−2) 时, 找到集合 B 中所
对应的元素 c2n−2, 及相应的角标 i, 进而得到 i − 1
转化为 n 位二进制数的每一位 ail (l = 1, 2, · · · , n),
进一步得到

Φ4(x) = p {Y ≤ x} = Φ3(x)−
n∏

l=1

pail

l (1− pl)
(1−ail)

依此类推, 得到.
2n +1−k) 当 x ∈ [ck, ck+1) 时, 找到集合B 中

所对应的元素 ck+1, 及相应的角标 i, 进而得到 i− 1
转化为 n 位二进制数的每一位 ail (l = 1, 2 · · · , n),

进一步得到

Φ2n+1−k(x) = p {Y ≤ x} =

Φ2n−k(x)−
n∏

l=1

pail

l (1− pl)
(1−ail)

依此类推, 最后可得.
2n) 当 x ∈ [c1, c2) 时, 找到集合 B 中所对应的

元素 c2, 及相应的角标 i, 进而得到 i − 1 转化为 n
位二进制数的每一位 ail (l = 1, 2, · · · , n), 进一步得
到

Φ2n(x) = p {Y ≤ x} =

Φ2n−1(x)−
n∏

l=1

pail

l (1− pl)
(1−ail)

2n + 1) 当 x ∈ (−∞, c1) 时, Φ2n+1(x) =
p {Y ≤ x} = 0.
由 此 可 得 到 分 布 函 数 Φ(x) =

p {Y = w1x1 + w2x2 + · · ·+ wnxn ≤ x} 为式 (2).
另外, 如果 ck = ck+1, 则将区间 [ck−1, ck) , [ck, ck+1)
合并得到 [ck−1, ck+1), 如果 ck−1 = ck+1, 再继
续合并, 直到区间存在为止, 然后在新的区间如
[ck−1, ck+1), 找到 ck+1 所对应的集合 B 中的元素,
及其相应的角标 i, 进而得到 i− 1 转化为的 n 位二
进制数的每一位 ail (l = 1, 2, · · · , n), 再计算其分布
函数为:

Φ2n+2−k (x) = Φ2n+1−k (x) = p {Y ≤ x} =

Φ2n−k (x)−
n∏

l=1

pail

l (1− pl)
(1−ail)

Φ(x) =





Φ1(x) = p {Y ≤ x} = 1, x ∈ [c2n ,+∞)

Φ2(x) = p {Y ≤ x} = 1−
n∏

j=1

pj, x ∈ [c2n−1, c2n)

Φ3(x) = p {Y ≤ x} = Φ2(x)−
n∏

l=1

pail

l (1− pl)
(1−ail), x ∈ [c2n−2, c2n−1)

Φ4(x) = p {Y ≤ x} = Φ3(x)−
n∏

l=1

pail

l (1− pl)
(1−ail), x ∈ [c2n−3, c2n−2)

...

Φ2n+1−k(x) = p {Y ≤ x} = Φ2n−k(x)−
n∏

l=1

pail

l (1− pl)
(1−ail) x ∈ [ck, ck+1)

...

Φ2n(x) = p {Y ≤ x} = Φ2n−1(x)−
n∏

l=1

pail

l (1− pl)
(1−ail), x ∈ [c1, c2)

Φ2n+1(x) = p {Y ≤ x} = 0, x ∈ (−∞, c1)

(2)
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下面定理保证了该算法的正确性.
定理 1. 设随机变量在每时刻均服从 0/1 分

布：X∼Bern(pi(t)).
对于任意实数 w1, w2, · · · , wn, 随机变量 Y =

w1x1 + w2x2 + · · ·+ wnxn 的分布函数为式 (2).
证 明. 同 上 述 算 法 设 集 合 B =

{b1, b2, · · · , b2n}, bi =
∑n

l=1 ailwl, 其中 ail 为

将 i − 1 转化为 n 位二进制数的第 l 位, 故集
合 B 中元素相当于是从 w1, w2, · · · , wn 中任选

s (0≤s≤n, s 为 ail 中不为 0 的个数和 ) 项不重
复的元素和, 由于 x1, x2, · · · , xn 服从 0/1 分布, 故
Y = w1x1 + w2x2 + · · · + wnxn 的值属于集合 B.
集合 B 中的元素从小到大排序放入集合 C 中, 当
x ∈ [ck, ck+1) 时, 故有

Φ2n+1−k(x) = p {Y ≤ x} =
p {Y = ck}+ p {Y = ck−1}+
· · ·+ p {Y = c1}

当 x ∈ [ck+1, ck+2) 时, 有

Φ2n−k(x) = p {Y ≤ x} =
p {Y = ck+1}+ p {Y = ck}+
p {Y = ck−1}+ · · ·+ p {Y = c1}

故有

Φ2n+1−k(x) = Φ2n−k(x)− p {Y = ck+1} (3)

对于 p {Y = ck+1}即表示为w1, w2, · · · , wn 中任选

s 项不重复的元素和为 ck+1 的概率, 故此由集合 B
与集合 C 可得

p {Y = ck+1} =
n∏

l=1

pail

l (1− pl)
(1−ail) (4)

代入式 (3) 可得

Φ2n+1−k(x) = Φ2n−k(x)− p {Y = ck+1} =

Φ2n−k(x)−
n∏

l=1

pail

l (1− pl)
(1−ail)

故可得式 (2). ¤
2.2 简化布尔函数训练方法

在 n 维布尔函数 F (x1, x2, · · · , xn) 中, 经常会
存在某个变量 xi 与其余变量构成的子系统间关系

为逻辑 “与” 的情况, 可表述为 F (x1, x2, · · · , xn) =
xi ∧ F (x1, · · · , xi−1, xi+1, · · · , xn)；或者变量 xi

与其余变量构成的子系统间关系为逻辑 “或”
的情况, 可表述为 F (x1, x2, · · · , xn) = xi ∨
F (x1, · · · , xi−1, xi+1, · · · , xn). 则可以首先将这类
变量 xi 与其它变量构成的子系统间的逻辑 “与” 或

者逻辑 “或” 关系提取出来, 进而可以在低维的情况
下训练神经网络, 相应地减少网络训练的复杂程度;
其次再把提取出的逻辑关系补充到简化的网络中,
最终可以得到实现系统功能的完整网络结构. 本小
节中定理 3 和定理 4 分别给出了以逻辑 “与” 关系
和以逻辑 “或” 关系还原网络的理论依据.

根 据 布 尔 空 间 线 性 可 分 的 概 念, 设

F (x1, x2, · · · , xn) 是定义于 {0,1} 的 n 维线性可
分布尔函数,

∑n

i=1 wixi − θ = 0 是 F 的分类超平
面,则F (x1, x2, · · · , xn) = 1时,

∑n

i=1 wixi−θ ≥ 0;
F (x1, x2, · · · , xn) = 0 时,

∑n

i=1 wixi − θ < 0. 对
于如下结构的二进神经元

O = U

(
n∑

i=1

wixi − θ

)
, U (x) =

{
1, x ≥ 0
0, x < 0

则 称 二 进 神 经 元 O 表 达 布 尔 函 数

F (x1, x2, · · · , xn), 记 O 为 O (X, W, θ), 其中
X = (x1, x2, · · · , xn), W = {w1, w2, · · · , wn}.

定义 1. 二进神经网络中, 设 xi 的权值为 wi,
定义

x∗i =

{
xi, wi > 0
xi, wi < 0

其中 xi 为对 xi 取非逻辑.
定义 1 表明在 x∗i 中正逻辑变量的权值为正数,

负逻辑变量的权值为负数. 如 x1 ∧ x2 表示正逻辑变

量 x1 与 x2 的与运算, x1 ∧ x2 表示正逻辑变量 x1

与负逻辑变量 x2 的与运算; 如 x∗1 ∧ x∗2 = x1 ∧ x2,
则对应的权值有 w1 > 0, w2 < 0.
定理 2[13]. 二进神经元输入输出定义

于 {0,1}, X = (x∗1, x
∗
2, · · · , x∗j , · · · , x∗n), X

′
=

(x∗1, x
∗
2, · · · , x∗j , · · · , x∗n), 如果对于布尔函数 F (X),

用二进神经元 O (X, W 1, θ1) 可以表达, 则对于布尔
函数 F (X

′
), 可以用二进神经元 O

(
X

′
,W2, θ2

)
表

达, 其中 



w2i = w1i, i 6= j

w2j = −w1j

θ2 = θ1 − w1j

W1 = {w11, w12, · · · , w1n}, W2 = {w21, w22,
· · · , w2n}.
根据定理 2, 对于二进神经元 O (X, W, θ) , 可

将其权系数集合W = {w1, w2, · · · , wn} 中负权值,
调整为正权值, 并相应的调节阈值, 形成新的神经元
O(X, W

′
, θ

′
) , 使其权系数均为正数, 故本小节内假

设神经元的权系数均为正值.
定理 3. 若函数 F

′
(x2, · · · , xn)是 n−1维线性

可分函数, 其分类超平面是
∑n

i=2 wixi − θ = 0, 且
wi > 0, 则对于 n 维布尔函数

F (x1, x2, · · · , xn) = x1 ∧ F
′
(x2, x3, · · · , xn)
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也 为 线 性 可 分 函 数, 其 分 类 超 平 面 为∑n

i=1 wixi − (θ + w1) = 0, 且
∑n

i=2 wi < θ + w1,
w1 > 0.
证明. 对于布尔函数 F (x1, x2, · · · , xn) = x1 ∧

F
′
(x2, x3, · · · , xn), 若 x1 = 0, 有

F (x1, x2, · · · , xn) = 0 ∧ F
′
(x2, x3, · · · , xn) = 0.

又因为
∑n

i=1 wixi− (θ + w1) =
∑n

i=2 wixi −
(θ + w1), 且 wi > 0, (i = 1, 2, · · · , n), 及∑n

i=2 wi < θ + w1, 故
n∑

i=1

wixi − (θ + w1) =
n∑

i=2

wixi − (θ + w1) ≤
n∑

i=2

wi − (θ + w1) < 0

若 x1 = 1, 有

F (x1, x2, · · · , xn) = 1 ∧ F
′
(x2, x3, · · · , xn) =

F
′
(x2, x3, · · · , xn)

又 因 为
∑n

i=1 wixi − (θ + w1) = w1 +∑n

i=2 wixi− (θ + w1) =
∑n

i=2 wixi − θ, 故

F (x1, x2, · · · , xn) = x1 ∧ F
′
(x2, x3, · · · , xn)

为 线 性 可 分 函 数, 其 分 类 超 平 面 为∑n

i=1 wixi − (θ + w1) = 0. ¤
定理 4. 若函数 F

′
(x2, · · · , xn)是 n−1维线性

可分函数, 其分类超平面是
∑n

i=2 wixi − θ = 0, 且
wi > 0, 则对于 n 维布尔函数,

F (x1, x2, · · · , xn) = x1 ∨ F
′
(x2, x3, · · · , xn)

也 为 线 性 可 分 函 数, 其 分 类 超 平 面 为
n∑

i=1

wixi − θ = 0, 且 w1 ≥ θ > 0.

证明. 若 x1 = 0, 有 F (x1, x2, · · · , xn) =
0 ∨ F

′
(x2, x3, · · · , xn) = F

′
(x2, x3, · · · , xn), 又因

为
∑n

i=1 wixi − θ =
∑n

i=2 wixi − θ, 故当 x1 = 0 时
结论成立.

若 x1 = 1, 有

F (x1, x2, · · · , xn) = 1 ∨ F
′
(x2, x3, · · · , xn) = 1

又因为
n∑

i=1

wixi − θ = w1 +
∑n

i=2 wixi − θ,且wi >

0, (i = 1, 2, · · · , n), 及 w1 ≥ θ > 0, 故

n∑
i=1

wixi − θ = w1 +
n∑

i=2

wixi − θ ≥ w1 − θ ≥ 0

故有 F (x1, x2, · · · , xn) = x1 ∨ F
′
(x2, x3, · · · , xn)

为 线 性 可 分 函 数, 其 分 类 超 平 面 为∑n

i=1 wixi − θ = 0.
¤

2.3 系统可靠性分析步骤

根据第 2.2 节分析, 可以首先对系统做化简, 将
某些单元以并联或串联间的关系提取出来, 故针对
系统可靠性分析可以按下述步骤进行:
步骤 1. 根据系统的功能框图画出系统的可靠

性框图, 本文主要考虑在可靠性框图已知的基础上
进行研究, 故此步骤不做进一步说明;
步骤 2. 按照可靠性框图化简并联或串联单元,

得到需分析讨论的精简结构;
步骤 3. 对于已经得到的简化后的可靠性框图,

写出其真值表;
步骤 4. 根据其真值表, 将其训练成二进神经网

络;
步骤 5. 再将所提取出的单元补充到原网络结

构中, 相应调整神经元权值及阈值;
步骤 6. 根据每个神经元的权值及阈值情况, 得

到单元间线性组合的分布函数;
步骤 7. 最后得到系统的可靠性.

Φ (x) =





Φ1 (x) = p {Y ≤ x} = 1, x ∈ [1.2,+∞)
Φ2 (x) = p {Y ≤ x} = 1− p1p2p3, x ∈ [1.1, 1.2)
Φ3 (x) = p {Y ≤ x} = Φ2 − (1− p1) p2p3, x ∈ [0.9, 1.1)
Φ4 (x) = p {Y ≤ x} = Φ3 (x)− p1 (1− p2) p3, x ∈ [0.8, 0.9)
Φ5 (x) = p {Y ≤ x} = Φ4 (x)− (1− p1) (1− p2) p3, x ∈ [0.4, 0.8)
Φ6 (x) = p {Y ≤ x} = Φ5 (x)− p1p2 (1− p3) , x ∈ [0.3, 0.4)
Φ7 (x) = p {Y ≤ x} = Φ6 (x)− (1− p1) p2 (1− p3) , x ∈ [0.1, 0.3)
Φ8 (x) = p {Y ≤ x} = Φ7 (x)− p1 (1− p2) (1− p3) , x ∈ [0, 0.1)
0 x ∈ [−∞, 0)

(5)
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3 实例验证

本节首先对三个典型系统进行分析, 其中包括
串联系统、并联系统、表决系统、验证本文提出算法

的有效性；其次, 再针对一个非线性系统进行分析,
以便说明可靠性分析的具体步骤. 此处为简单起见,
前三个举例中考虑系统只有 3 个单元 x1, x2, x3 , 并
且对于 t > 0 均服从 0/1 分布, X∼Bern(pi(t)). 且
pi (t) = 1− e−λit.
例 1. 串联系统: 系统由 n 个单元组成, 任一单

元失效就引起系统失效, 图 2 表示由 n 个单元组成
的串联系统可靠性框图.

图 2 串联系统可靠性框图

Fig. 2 The reliability block diagram of the series system

考虑线性组合 Y = w1x1 + w2x2 + w3x3,
其中, w1 = 0.3, w2 = 0.1, w3 = 0.8, 如果设
θ1 =

∑3

i=1 |wi| − min (|w1| , |w2| , |w3|) = 1.1,
θ2 =

∑3

i=1 |wi| = 1.2, 文献 [14] 表明若 θ1 <
θ ≤ θ2 时, 二进神经元 O (X, W, θ) 表达逻辑关
系 x1 ∧ x2 ∧ x3, 此逻辑表达即为含有 3 个单元
x1, x2, x3 的串联系统, 且当 O (X, W, θ) = 1 时, 即
Y = w1x1 + w2x2 + w3x3 ≥ θ, 系统正常工作.
采用 2.1 节提出的算法, 首先计算集合 B =

{0, 0.3, 0.1, 0.4, 0.8, 1.1, 0.9, 1.2}, 再将集合B 排序
得到集合 C = {0(1), 0.1(3), 0.3(2), 0.4(4), 0.8(5),
0.9(7), 1.1(6), 1.2(8)}, 将数轴分成 23 + 1 = 9 个区
间, 在每个区间分别计算 Y 的分布函数, 最后得到
其分布函数为式 (5).
当 Y ≥ θ 时系统正常工作, 且 1.1 < θ ≤ 1.2,

故正常工作的概率为

p {Y ≥ θ} = p {Y > θ} = 1− p {Y ≤ θ} =
1− Φ2(x) = p1p2p3

与经典理论分析的结果是一致的.
例 2. 并联系统：系统由 n 个单元组成, 只有当

这 n 单元都失效时才引起系统失效, 图 3 表示由 n

个单元组成的并联系统可靠性框图.

图 3 并联系统可靠性框图

Fig. 3 The reliability block diagram of

the parallel system

同样考虑线性组合 Y = 0.3x1 + 0.1x2 + 0.8x3,
文献 [14] 表明若 0 < θ ≤ 0.1 时, 二进神经元
O (X, W, θ) 表达逻辑关系 x1 ∨ x2 ∨ x3, 此逻辑表
达即为含有 3 个单元 x1, x2, x3 的并联系统, 且当
O (X, W, θ) = 1 时, 即 Y ≥ θ, 系统正常工作. 因为
其权系数和例 1 相同, 故此处 Y 的分布函数仍为式
(5). 当 Y ≥ θ 时系统正常工作, 且 0 < θ ≤ 0.1, 故
正常工作的概率为

p {Y ≥ θ} = p {Y > θ} = 1−p {Y ≤ θ} = 1−Φ8(x)

再由式 (5), 可一步得 p{Y ≥ θ} = 1− (1− p1)(1−
p2)(1− p3), 与经典理论分析的结果是一致的.
例 3. 表决系统：n 中取 k 的表决系统由 n 个

单元组成, 当 n 个单元中有 k 个或 k 个以上单元
正常工作时, 系统才正常工作 (1 ≤ k ≤ n), 即当失
效的单元数大于或等于 n − k + 1 时, 系统失效, 通
常记为 k/n (G) 系统, 图 4 表示由 n 个单元组成的
k/n (G) 系统可靠性框图.
此处以表决系统 2/3 (G) 为例, 从真值表中分

析, 运用几何学习算法[15] 可以判断实现该系统的布

尔函数是线性可分函数, 因而隐层仅需一个神经元
即可以实现, 由文献 [12] 定理 2 可以得到相应的权
系数 w1 = 2, w2 = 2, w3 = 2, 及阈值 2 < θ ≤ 4, 由
3.1 节提出的算法可以得到 Y = 2x1 + 2x2 + 2x3 的

分布函数为式 (6).

Φ (x) =





Φ1(x) = p {Y ≤ x} = 1, x ∈ [6, +∞)
Φ2(x) = p {Y ≤ x} = 1− p1p2p3, x ∈ [4, 6)
Φ3(x) = p {Y ≤ x} = Φ2(x)− (1− p1) p2p3 − p1 (1− p2) p3 − p1p2 (1− p3) , x ∈ [2, 4)
Φ4(x) = p {Y ≤ x} = Φ3(x)− (1− p1) (1− p2) p3 − (1− p1) p2 (1− p3)−

p1 (1− p2) (1− p3) , x ∈ [0, 2)
0, x ∈ (−∞, 0)

(6)



1478 自 动 化 学 报 40卷

图 4 表决系统 k/n (G) 可靠性框图

Fig. 4 The reliability block diagram of the voting

syestem k/n (G)

当 Y ≥ θ 时系统正常工作, 且 2 < θ ≤ 4, 故正
常工作的概率为

p {Y ≥ θ} = p {Y > θ} =
1− p {Y ≤ θ} = 1− Φ3(x) =
p1p2p3 + (1− p1) p2p3+
p1 (1− p2) p3 + p1p2 (1− p3)

与经典理论分析的结果是一致的.
上述三个典型系统与经典理论的分析结果是一

致的, 更为复杂的系统往往是由典型系统所组成的,
故该算法可以应用到一般的系统可靠性分析. 由于
经典理论的方法局限于一些典型的系统, 对于一般
系统目前没有统一的分析方法, 本文提出的算法可
以适合于一般系统的可靠性分析, 通过对单元的所
有状态与相应时刻系统工作状态训练成一个二进神

经网络, 再借助 2.1 节的算法分析系统可靠性. 下面
以含 6 个单元的一般的非线性系统为例.
例 4. 假设某系统的可靠性框图如图 5, 并假设

所有单元的可靠性都为 p.

图 5 非线性系统可靠性框图

Fig. 5 The reliability block diagram of

the nonlinear system

由可靠性框图 5 可知, 如果系统正常工作, 则
元件 D 一定是正常的, 故若假设系统功能的函数为
F (xA, xB, xC , xD, xE, xF ), 则该功能可进一步分解
为

F (xA, xB, xC , xD, xE, xF ) =
xD ∧G(xA, xB, xC , xE, xF )

故此处只需根据可靠性框图写出 G(xA, xB, xC , xE,
xF ) 的真值表, 如表 1.

表 1 G (xA, xB , xC , xE , xF ) 的真值表

Table 1 The truth table of G (xA, xB , xC , xE , xF )

No. xA xB xC xE xF G No. xA xB xC xE xF G

0 0 0 0 0 0 0 16 1 1 0 0 0 0

1 0 0 0 0 1 0 17 1 1 0 0 1 0

2 0 0 0 1 1 0 18 1 1 0 1 1 1

3 0 0 0 1 0 0 19 1 1 0 1 0 1

4 0 0 1 1 0 0 20 1 1 1 1 0 1

5 0 0 1 1 1 1 21 1 1 1 1 1 1

6 0 0 1 0 1 1 22 1 1 1 0 1 1

7 0 0 1 0 0 0 23 1 1 1 0 0 1

8 0 1 1 0 0 0 24 1 0 1 0 0 0

9 0 1 1 0 1 1 25 1 0 1 0 1 1

10 0 1 1 1 1 1 26 1 0 1 1 1 1

11 0 1 1 1 0 0 27 1 0 1 1 0 1

12 0 1 0 1 0 0 28 1 0 0 1 0 1

13 0 1 0 1 1 1 29 1 0 0 1 1 1

14 0 1 0 0 1 0 30 1 0 0 0 1 0

15 0 1 0 0 0 0 31 1 0 0 0 0 0

由于该函数的连通性较高, 故可使用文献 [12]
提出的算法进行学习, 隐层采用 2 个神经元即可以
实现, 其结果如表 2.

表 2 例 4 分离节点顺序及超平面系数

Table 2 The node order and coefficients of

separating hyperplane for Example 4

神经元 分离真节点 {wA, wB , wC , wE , wF }阈值
11111, 00101, 00111, 01011,

1 10011, 10110, 01101, 01111 {3, 1, 7, 5, 9} 15

10101, 11011, 11101, 11110, 10111;

2 (11110), 11010, 10010, 11100 {4, 2, 0, 2,−4} 6

表 2 中神经元 2 中所分离的真节点 11110,
在神经元 1 中已分离, 此处为重复节点, 在后
面计算时需略加注意. 神经元 1, 2 所表达的
线性可分函数分别设为 F1 (xA, xB, xC , xE, xF ),
F2 (xA, xB, xC , xE, xF ), 由文献 [12] 定理 3 所给出
的输出元表达的函数为

G (xA, xB, xC , xE, xF ) =
F1 (xA, xB, xC , xE, xF )∨
F2 (xA, xB, xC , xE, xF )

再由 F (xA, xB, xC , xD, xE, xF ) = xD ∧ G(xA, xB,
xC , xE, xF ), 故

F (xA, xB, xC , xD, xE, xF ) =
[xD ∧ F1 (xA, xB, xC , xE, xF )]∨
[xD ∧ F2 (xA, xB, xC , xE, xF )]
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对于 F1 (xA, xB, xC , xE, xF ), 其分类超平面为
3xA + xB + 7xC + 5xE + 9xF − 15 = 0, 由定理 3,
xD ∧ F1 (xA, xB, xC , xE, xF ) 的分类超平面可设为
3xA+xB +7xC +wDxD +5xE +9xF−(15 + wD) =
0, 再进一步可知满足 wD > 10 的一切实数均
可, 此处为计算方便取 wD = 11, 故分类超平面
为 3xA + xB + 7xC + 11xD + 5xE + 9xF − 26 = 0.
对于 F2 (xA, xB, xC , xE, xF ), 其分类超平面为

4xA + 2xB + 0xC + 2xE − 4xF − 6 = 0, 由于其权
系数存在负数, 首先由定理 2 可调整分类超平面为
4xA +2xB +0xC +2xE +4xF −10 = 0,再由定理 3,
xD ∧ F2 (xA, xB, xC , xE, xF ) 的分类超平面可设为
4xA+2xB+0xC+wDxD+2xE+4xF−(10 + wD) =
0, 进一步可知满足 wD > 2 的一切实数均可,
此处为计算方便取 wD = 3, 故分类超平面为
4xA+2xB+0xC+3xD+2xE+4xF−13 = 0. 再由定
理 2转换为 4xA+2xB+0xC+3xD+2xE−4xF−9 =
0. 此时得到 F (xA, xB, xC , xD, xE, xF ) 的网络结构
为图 6.

图 6 例 4 实现系统功能所对应的神经网络结构图

Fig. 6 Implementation of the system function of

Example 4

对于 xD ∧ F1 (xA, xB, xC , xE, xF ) 与 xD ∧
F2(xA, xB, xC , xE, xF ) 及其相应的分类超平面,
按照 3.1 节的方法可以得到 Y1 = 3xA + xB +
7xC + 11xD + 5xE + 9xF 的分布函数 Φ1(x), Y2 =
4xA + 2xB + 0xC + 3xD + 2xE − 4xF 的分布函数

Φ2(x).
故系统可靠性即为

p {Y1 > 25 ∪ Y2 > 8} =
p {Y1 > 25}+ p {Y2 > 8}−
p {Y1 > 25 ∩ Y2 > 8}

由表 2 可知两个神经元只有 111110 为共同处

理的节点, 故

p {Y1 > 25 ∪ Y2 > 8} =
p {Y1 > 25}+ p {Y2 > 8} − p {111110} =
[1− p {Y1 ≤ 25}] + [1− p {Y2 ≤ 8}]−
p {111110} = [1− Φ1 (25)] + [1− Φ2 (8)]−
p5 (1− p) =

[
p6 − 4p5 + 3p4 + p3

]
+[−p4 + p3

]− p5 (1− p) =
2p6 − 5p5 + 2p4 + 2p3

故得到该系统的可靠性为 2p6 − 5p5 + 2p4 + 2p3.
由例 4 可以看出在系统可靠性框图已知的前提

下分析一般系统可靠性的全部过程.

4 结论

本文借助二进神经网络可以实现完备布尔逻辑

的特性, 将系统功能转化为单元间的逻辑关系, 再由
二进神经网络训练得到单元间的线性组合, 提出并
且证明了 0/1 分布的线性组合的概率分布函数, 利
用该分布函数, 成功地解决了一般系统的可靠性问
题. 另外本文所提到的系统和单元的含义是相对而
言的, 系统可以是机器、设备、部件或零件; 单元也
可以是机器、设备、部件或零件. 对于单元的划分,
如果划分过细增加单元数目, 使得计算量过大, 反之
则对系统可靠性的计算不够精确, 这其中的划分尺
度仍需要进一步研究. 再则从系统所对应的单元间
的线性组合, 可以分析出单元的重要程度, 在设计系
统时可以相应的增加重要单元的可靠性, 进而增强
了系统可靠性.
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