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基于鲁棒一步集的Tube不变集鲁棒模型预测控制

秦伟伟 1 刘 刚 2 王 剑 2 郑志强 3

摘 要 针对一类干扰有界的输入和状态受约束线性离散系统, 提出了一种基于鲁棒一步集的 Tube 不变集鲁棒模型预测控

制方法. 首先采用多面体不变集离线设计方法得到基于多面体不变集序列的扩展终端约束集; 然后为了扩大鲁棒模型预测控

制的初始状态允许区域, 并提高系统的鲁棒性, 在扩展终端约束集的基础上, 通过引入鲁棒一步集并借助 Tube 不变集控制策

略, 设计了基于鲁棒一步集的鲁棒模型预测控制方法, 并给出了算法的存在性和稳定性证明. 该方法不仅极大地扩大了初始状

态允许区域, 而且对有界干扰具有有效的抑制作用, 使得受扰系统收敛到以原点为中心的最小鲁棒正不变集内. 最后仿真验证

了算法的有效性.
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Robust MPC with Tube Invariant Set Based on Robust One-step Set
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Abstract A robust MPC with Tube invariant set based on robust one-step set is proposed for a constrained discrete-

time uncertain linear system with bounded unknown state disturbance. Firstly, the enlarged terminal constraint region

is obtained offline by a continuum of polytopic invariant sets. In order to enlarge the region of initial state admissible set

and improve the robustness of this method, robust one-step set and Tube invariant set are used for designing the robust

model predictive controller. The stability and the theorem of existence of this method are also proved. This algorithm not

only enlarges the region of initial state admissible set greatly, but also restrains the state disturbance effectively. And the

system states could be drived into the minimal robust positively invariant set around the origin. The simulation results

prove the availability of the proposed method.
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模型预测控制 (Model predictive control,
MPC) 广泛应用于约束系统[1], 因此一直都是研
究的热点. 在模型预测控制中, 渐近稳定正不变集
是重要的研究方向[2]. 目前广泛采用的不变集主要
有两种: 椭圆不变集和多面体不变集. 与椭圆集相
比, 多面体不仅更符合系统的多面体约束, 而且具
有更大的灵活性, 进而可以获得更大的初始状态允
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许集[3]. 为此, Cannon 等人设计了基于多面体不
变集的渐近稳定控制方法[4−5]. Pluymers 等人研究
了基于反馈控制律的多面体不变集构造方法, 并依
此提出了基于多面体不变集的鲁棒模型预测控制方

法[5−6]. 为了进一步扩大初始状态允许集, 并避免
不变集复杂的在线计算, 席裕庚等人提出了基于多
面体不变集的离线控制综合方法[7], 文中详细讨论
了基于多面体不变集的离线MPC. 该方法表明只要
系统状态属于多面体不变集构成的集合, 即可采用
控制增益切换策略实现系统渐近稳定. 但系统状态
如果不属于该集合, 上述离线方法可能无法有效控
制. 另一方面, 为了扩大双模预测控制的可控区域,
Wan 等人提出了基于椭圆集的变时域和变终端约束
MPC 控制方法[8−9]. 为此, 本文借鉴文献 [9] 中变
终端约束思想, 以多面体不变集序列作为终端约束
集设计变终端约束双模MPC.
干扰有界不确定系统的鲁棒控制一直是模型预

测控制的研究热点之一[10]. 由于有界干扰的存在和



7期 秦伟伟等: 基于鲁棒一步集的 Tube 不变集鲁棒模型预测控制 1405

持续作用, 使得控制器并不能保证系统渐近稳定收
敛到原点, 而最好的方法就是渐近稳定到一个集合
内, 这个集合也被看作受扰系统的 “原点”[10]. 文献
[10−11] 给出了干扰有界系统的收敛反馈控制策略,
即 Tube 不变集的鲁棒控制预测策略, 由Mayne 等
人提出和设计, 进而奠定了该控制策略的基础. 该
方法通过设计一个参数化的状态 Tube 不变集序列,
使得实际不确定系统的状态处于以标称系统状态为

中心的 Tube 不变集序列内, 从而通过设计干扰不
变集有效地抑制有界干扰, 并保证系统渐近收敛到
终端干扰不变集. 在双模预测控制中, 约束容许不变
集常被用作模型预测控制的终端约束集[12−13]. 对于
干扰有界系统, 文献 [14] 通过讨论最大约束容许集
的内近似算法, 提出了基于约束容许集的软约束鲁
棒模型预测控制策略. Limon 等人针对该类系统, 研
究了鲁棒 Tube 不变集的跟踪控制问题[15]. 在文献
[16] 中, 针对干扰有界的线性硬约束系统, Gilbert
等人则讨论了一种基于扩大吸引域的指令校正控制

问题. 文献 [17] 利用鲁棒 Tube 不变集, 研究了基于
扩展终端约束集的离线鲁棒模型预测控制算法.
由于双模预测控制中, 在线优化的步数N 越大,

算法的在线计算量就越大. 因此对于给定的初始状
态, 总是期望N 尽可能的小. 目前N 的选择是普遍

难题, 一般采用多次尝试来确定. 为此本文针对干扰
有界约束线性系统, 为了解决 N 的选择问题, 引入
一步集, 设计基于鲁棒一步集的Tube不变集鲁棒模
型预测控制器. 主要思路是在多面体不变集控制方
法基础上, 首先构建基于状态反馈控制律序列的扩
展终端约束集; 然后通过引入鲁棒一步集来确定在
线优化步数, 并用 N 个单步在线优化代替 N 步优

化, 克服文献 [9] 中双模预测控制因为无法确定在线
优化步数带来的计算量大和可操作性差的问题; 结
合Tube不变集控制策略,采用最小鲁棒正不变集作
为干扰不变集, 在扩大约束系统的初始状态允许区
域的基础上, 保持 Tube 不变集控制策略的鲁棒性.
同时, 相对于文献 [17], 本文算法具有更大的初始状
态允许区域, 并且通过引入鲁棒一步集, 极大降低了
双模控制策略的在线计算量.

1 问题描述

考虑一类约束离散不确定系统

x(k + 1) = Ax(k) + Bu(k) + w(k) (1)

其中, 状态变量 x(k) ∈ Rn, 控制输入 u(k) ∈ Rm,
以及范数有界干扰 w(k) ∈ Rn. 控制输入和状态约
束满足条件:

x ∈ X := {x ∈ Rn|Axx ≤ 1V1} (2)

u ∈ U := {u ∈ Rm|Auu ≤ 1V2} (3)

式中, U ⊂ Rm 是紧集, X ⊂ Rn 是闭集, 而且每个
集合均包含原点, 1V 表示元素为 1 的列向量, 且维
数与式中矩阵相对应.
有界干扰 w 满足:

w ∈ W (4)

其中, W 是包含原点的紧集.
与系统 (1) 对应的标称模型定义为:

x′(k + 1) = Ax′(k) + Bu′(k) (5)

其中, 标称状态变量 x′(k) ∈ Rn, 标称控制输入
u′(k) ∈ Rm.

鲁棒预测控制器设计目标是要针对系统 (1), 在
满足式 (2)∼ (3) 的条件下, 在每个采样时刻设计最
优控制输入, 将系统的状态驱动到原点并最小化性
能指标:

max
w∈W, i≥0

J∞(k) =

∞∑
i=0

{
‖x(k + i|k)‖2

Q1
+ ‖u(k + i|k)‖2

R

}
(6)

其中, Q1 和 R 为正定的加权矩阵.

2 鲁棒一步集及其计算方法

为了扩大约束系统的初始状态允许集, 这里在
多面体不变集的基础上引入一步集. 由于干扰有界
不确定系统 (1) 中存在有界干扰, 因此有必要引入
鲁棒一步集的概念.

定义 1 (鲁棒一步集). 对于离散系统 x(k+1) =
f(x(k), u(k)) + w(k), 状态 x(k) ∈ Ξ̃(Ω) ⊂ Rn, 有
界干扰满足 w ∈ W . 如果满足输入和状态约束, 存
在容许控制输入使得 x(k + 1) ∈ Ω, 则称 Ξ̃(Ω) 是集
合 Ω 的鲁棒一步集, 即

Ξ̃(Ω) :=

{x(k) ∈ X|∃u(k) ∈ U : x(k + 1) ∈ Ω, ∀w(k) ∈ W}
(7)

定义 2 (鲁棒 NNN 步集). 对于离散系统

x(k + 1) = f(x(k), u(k)) + w(k), 状态 x(k) ∈
Ξ̃N(Ω) ⊂ Rn, 有界干扰满足 w ∈ W . 如果在
满足输入和状态约束的条件下, 存在容许控制输
入序列 UN := {u(k), · · · , u(k + N − 1)} (其中,
u(i) ∈ U, i = k, · · · , k+N−1),使得 x(k+N) ∈ Ω,
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则称 Ξ̃N(Ω) 是集合 Ω 的鲁棒 N 步集, 即

Ξ̃N(Ω) :=

{x(k) ∈ X|∃UN : x(k + N) ∈ Ω, ∀w(k) ∈ W}
(8)

从集合运算角度, 鲁棒一步集又可表示为

Ξ̃1(Ω) :=

{x(k) ∈ X|∃u(k) ∈ U : AB(k)⊕W ⊆ Ω}

其中, AB(k) = Ax(k) + Bu(k). 因此

Ξ̃1(Ω) =

{x(k) ∈ X|∃u(k) ∈ U : AB(k) ∈ ΩªW} (9)

其中, ⊕ 表示 Minkowski 集和, ª 表示 Pon-
tryagin 集差. Ω′ := Ω ª W , 并假设 Ω′ =
{x(k) ∈ Rn|Qx(k) ≤ q},其中, Q表示维数为n×n

的常数矩阵, q 表示维数为 n× 1 的常数向量.

ΨΨΨ =

{[
x(k)
u(k)

]
∈ Rn+m

∣∣∣∣∣
{x(k) ∈ X, u(k) ∈ U, Ax(k) + Bu(k) ∈ Ω′}

}
=

{[
x(k)
u(k)

]
∈ Rn+m

∣∣∣∣∣



QA QB

Ax 0
0 Au




[
x(k)
u(k)

]
≤




q

1V1

1V2








(10)

根据文献 [18], ΨΨΨ 的前 n 个坐标展开的子空间

即为鲁棒一步集, 即

Ξ̃1(Ω) :=
{

x(k) ∈ Rn|∃[x(k), u(k)]T ∈ΨΨΨ
}

(11)

由此可以得到鲁棒 N 步集的计算方法.
算法 1.
1) 若目标集 Ω 是凸多面体集, 则集合 Ω 的鲁棒

N 步集 Ξ̃N(Ω) 可采用下面算法计算:
a) 令 k = 0, Ξ̃0(Ω) = Ω;
b) 按照鲁棒一步集方法计算

Ξ̃k(Ω) ={
x(k) ∈ X|∃u(k) ∈ U : AB(k)∈ Ξ̃k−1(Ω)ªW

}

(12)

c) 令 k = k + 1, 若 k > N , 计算结束; 否则返
回 b).

2) 若目标集为凸多面体集的并集 Ω :=⋃M

j=1 Ωj, 则鲁棒一步集计算方法如下: Ω 的鲁棒
一步集为:

Ξ̃(Ω) = Ξ̃(
M⋃

j=1

Ωj) =
M⋃

j=1

Ξ̃(Ωj) (13)

Ω 的鲁棒 N 步集为:

Ξ̃N(Ω) = Ξ̃N(
M⋃

j=1

Ωj) =
M⋃

j=1

Ξ̃N(Ωj) (14)

由鲁棒 N 步集的定义和计算方法可知, 集合运
算中包含了 Pontryagin集差,因此如果有界扰动W

过大, 鲁棒 N 步集可能不存在. 所以, 有必要讨论
鲁棒一步集的存在性问题. 这里引入可达集的概念,
讨论鲁棒一步集存在的充分必要条件.
定义 3 (一步可达集). 约束离散系统 x(k+1) =

f(x(k), u(k)) 满足状态约束 (2) 和输入约束 (3). 对
于任意给定状态 x(k) ∈ Ω, 在容许控制 u(k) ∈ U 作

用下, 下一时刻系统状态所能达到的集合 <(Ω) 称
为集合 Ω 的一步可达集, 即:

<(Ω) := {x(k + 1) ∈ X|∃u(k) ∈ U,∃x(k) ∈ Ω}
(15)

根据可达集定义, 给出干扰有界线性时不变系
统鲁棒一步集存在的充分必要条件.
定理 1. 对于干扰有界线性时不变系统 x(k +

1) = Ax(k) + Bu(k) + w(k), 状态约束满足式 (2)
和输入约束满足式 (3), 则集合 Ω 的鲁棒 i 步集存在

的充分必要条件是

<
(
Ξ̃i(Ω)/Ξ̃i−1(Ω)

) ⋂ (
Ξ̃i−1(Ω)ªW

)
6= ∅ (16)

其中, ∅ 表示空集, Ξ̃i(Ω)/Ξ̃i−1(Ω) = {x|x ∈ Ξ̃i(Ω),
x /∈ Ξ̃i−1(Ω)}.
证明. 对于实际不确定系统 (1), 假设 k 时刻状

态 x(k) 满足:

x(k) ∈ Ξ̃i(Ω)/Ξ̃i−1(Ω)(i = min{j : x(k) ∈ Ξ̃j(Ω)})
(17)

1) 充分条件.
根据可达集定义可知, 如果

<
(
Ξ̃i(Ω)/Ξ̃i−1(Ω)

) ⋂ (
Ξ̃i−1(Ω)ªW

)
6= ∅ (18)

则存在系统状态 x(k) ∈ Ξ̃i(Ω)/Ξ̃i−1(Ω), 在可行的
控制输入作用下满足

Ax(k) + Bu(k) ∈ Ξ̃i−1(Ω)ªW (19)
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即对于 ∀w(k) ∈ W , 总能找到满足输入约束的控制
输入保证:

x(k + 1) = Ax(k) + Bu(k) + w(k) ∈ Ξ̃i−1(Ω)
(20)

即 ∃x(k) ∈ Ξ̃i(Ω)/Ξ̃i−1(Ω) 和 ∃u(k) ∈ U , <(x(k))
⊕W ∈ Ξ̃i−1(Ω). 因此, 式 (8) 描述的鲁棒 i 步集为

非空集, 即第 i 步鲁棒容许集存在. 充分性得证.
2) 必要条件.
假设鲁棒 i 步集存在. 对于满足式 (17) 的系

统状态 x(k) 和任意 w(k) ∈ W , 则必存在可行输入
u(k) 使得

Ax(k) + Bu(k) + w(k) ∈ Ξ̃i−1(Ω) (21)

根据集合运算可知, 为了保证在任意 w(k) ∈ W 情

况下上式成立, 必然存在如下关系:

AB(k) ∈ Ξ̃i−1(Ω)ªW (22)

又由可达集定义可知:

x(k) ∈ Ξ̃i(Ω)/Ξ̃i−1(Ω) ⇒
AB(k) ∈ <(Ξ̃i(Ω)/Ξ̃i−1(Ω)) (23)

由式 (22)∼ (23) 可知:

AB(k) ∈ <
(
Ξ̃i(Ω)/Ξ̃i−1(Ω)

) ⋂ (
Ξ̃i−1(Ω)ªW

)

(24)

因此式 (16) 成立. 必要性得证. ¤
注 1. 定理 1 给出了鲁棒一步集存在的充分必

要条件. 如果有界扰动 W 足够大使得 i 步鲁棒容

许集无法满足式 (17), 则大于或等于 i 步的鲁棒多

步集不存在. 为此, 对于给定的有界扰动, 将满足式
(17) 的最大 i∗ ∈ N+ 定义为确定参数.

3 基于鲁棒一步集的 Tube-RMPC

下面结合干扰不变集, 引入 Tube 不变集的概
念, 给出 Tube 不变集鲁棒模型预测控制的设计思
想. 对于采用反馈控制律K 的闭环系统 x(k + 1) =
AKx(k) + w(k), 其中, AK = A + BK. Tube 干
扰不变集控制就是采用相应的控制律, 使得不确
定实际系统的状态轨迹处于干扰不变集状态序列

X : {X1, X2, · · · , XN} 中, 其中Xi = x′i⊕Z. x′i 表
示标称系统的轨迹, Z 表示干扰不变集. 为了保证
良好的鲁棒性总是希望 Z 尽可能地小, 最小干扰不
变集是最理想的选择[18].
引理 1. 假设 Z 是系统 x(k + 1) = (A +

BK)x(k) 的干扰不变集. 实际不确定系统为

x(k + 1) = Ax(k) + Bu(k) + w(k), 对应的标称

系统 x′(k + 1) = Ax′(k) + Bu′(k). 如果 k 时刻

实际系统状态 x(k) ∈ x′(k) ⊕ Z, 则采用控制输入
u(k) = u′(k) + K(x(k)− x′(k)) 可以保证对于任意
w ∈ W 都有 x(k + 1) ∈ x′(k + 1)⊕ Z.
为了使初始状态允许集尽可能地大, 同时保证

不确定实际系统 (1) 的干扰不变集尽可能地小, 这
里引入最小鲁棒正不变集来抑制干扰, 并设计鲁棒
N 步集来扩大初始状态允许集, 从而得到基于鲁
棒一步集的 Tube 不变集鲁棒模型预测控制策略
(Tube-RMPC).

算法 2. 基于鲁棒一步集的 Tube-RMPC 针
对实际不确定系统 (1), 满足约束 (2)∼ (3), 设计基
于鲁棒一步集的 Tube-RMPC 策略如下:

1) 离线部分.
步骤 1. 对于标称系统 (5), 利用文献 [7] 方

法设计并计算收敛于原点的多面体不变集序列

S1, S2, · · · , SM 及对应的控制律 K1,K2, · · · ,KM ,
记并集 S =

⋃M

j=1 Sj;
步骤 2. 根据上一步得到的反馈增益, 计算

各个控制增益对应的最小鲁棒控制不变集序列

Z1, Z2, · · · , ZM , 并选择最小的最小鲁棒控制不变
集作为 Tube 序列中的干扰不变集 (记为 Zf ), 并记
对应的反馈控制律为Kf ;

步骤 3. 取 X̄ (X̄ = X ª Zf ) 作为新状态约束,
Ū (Ū = U ªKfZf ) 作为输入约束, 计算 Ki 对应

系统 x(k + 1) = Ax(k) + Bu(k) 的控制不变集 Ω̃i,
以此, 得到新的终端约束集 Ω̃ =

⋃M

i=1 (Ω̃i);
步骤 4. 将 Ω̃ =

⋃M

i=1 (Ω̃i) 作为新的终端约束
集, 计算系统的鲁棒 N 步集 Ξ̃r

N(Ω).
2) 在线部分.
步骤 1. 给定系统初始状态 x(0) ∈ S (初始状

态 x′(0) = x(0)).
步骤 2. 对于初始时刻 k = 0, 系统状态为 x(0),

判断:
a) 如果 x(k) ∈ Zf , 取 x′(k) = 0, u′(k) = 0, 则

k 时刻采用控制律 u(k) = Kfx(k);
b) 如果 x(k) ∈ ⋃M

i=1 Ω̃i ⊕ Zf , x(k) /∈ Zf , 则可
以找到满足 x(k) ∈ x′(k) ⊕ Zf 及 x′(k) ∈ ⋃M

i=1 Ω̃i

的标称系统状态, 并设计实际控制输入:

u(k) = Kix
′(k) + Kf (x(k)− x′(k)) (25)

作用于系统和标称控制输入 u′(k) 并作用于标称系
统, 其中, i = max{j : x′(k) ∈ Ω̃j}, x′(k + 1) =
Ax′(k) + Bu′(k);

c)如果 x(k) ∈ Ξ̃r
N(Ω̃) ⊕ Zf , 且 x(k) /∈⋃M

i=1 Ω̃i ⊕ Zf .
采用 N 个单步双模鲁棒预测控制, 取标称系统

状态 x′(k) ∈ Ξ̃r
N(Ω̃), 且满足 x(k) ∈ x′(k)⊕ Zf , 通
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过在线优化计算控制输入, 即求解下面优化过程:

min
u′(k)

J(k) = ‖x′(k)‖2

Q1
+ ‖u′(k)‖2

R + ‖x′(k + 1)‖2

Qf

(26)

s.t.





x′(k) ∈ X̄, u′(k) ∈ Ū

Ax′(k) + Bu′(k) ∈
{

Ξ̃r
i−1(Ω̃), i > 1

Ω̃, i = 1

x′(k + 1) = Ax′(k) + Bu′(k)
x(k + 1) = Ax(k) + Bu(k) + w(k)
u(k) = u′(k) + Kf (x(k)− x′(k))

其中, i = min{j : x(k) ∈ Ξ̃r
j(Ω̃) ⊕ Zf}. 通过上述

优化问题可得到标称控制输入 u′(k) 作用于标称系
统和实际控制输入 u(k) 作用于系统, 以此迭代进行,
直至 i = 1; 当 i = 1 时, 按照 x(k) ∈ ⋃M

i=1 Ω̃i ⊕ Zf

及 x′(k) ∈ ⋃M

i=1 Ω̃i 的情况实施控制律切换.

步骤 3. 测量下一时刻的实际系统状态和标称
状态, 取 k = k + 1 , 返回在线部分步骤 2, 直至系统
稳定.

注 2. 算法 2 中计算了鲁棒 N 步集, 因此可以
通过多步集来判断系统状态到达终端约束集所需要

的优化步数; 同时由于已知 N 步集的覆盖区域, 因
此采用 N 个单步优化来代替步数递减的 N 步在线

优化, 可以有效降低计算量.
注 3. 优化式 (26) 中的 Qf 的选择可参考文

献 [19].
注 4. 关于在线优化步数 n 的选择问题. 在采

用鲁棒一步集 Tube 不变集 RMPC 算法实施单步
双模在线优化时, 如果 x(k) ∈ (Ξr

m1
(Ω̃n1) ⊕ Zf ) ∩

(Ξr
m2

(Ω̃n2) ⊕ Zf ), 需要确定一步在线优化的目标集
和优化步数. 本文选择在线优化时间最短的控制策
略, 即先确定到达终端约束多面体不变集序列的最
小步数 m = min{i : x(k) ∈ Ξr

i (Ω̃) ⊕ Zf}; 然后
再确定到达期望平衡点的最小控制律切换次数, 同
样, 也可以先确定距离最近的多面体不变集; 最后再
确定到达该多面体不变集的最小在线优化步数, 即
j = max

1,··· ,l
{x(k) ∈ ⋂l

i=1 Ξr
mi

(Ω̃i)⊕ Zf}, m = mj, 只

是这样需要的在线计算量相对较大.
定理 2 (算法 2 稳定性定理). 对于干扰有界

的线性不确定系统 (1), 状态和输入约束满足式
(2)∼ (3), 采用算法 2 设计的控制器可以满足输
入和状态约束, 并保证系统渐近稳定.
证明. 对于干扰有界的线性不确性系统 x(k +

1) = Ax(k) + Bu(k) + w(k), 满足状态和输入约束
(2)∼ (3). 在采样初始时刻 k = 0,

1) 如果 x(k) ∈ Zf , 可以认为此时标称系统状
态 x′(k) = 0, 此时 u′(k) = 0, 则由最小干扰不变集
的性质可知, 在 k 时刻采用控制律 u(k) = Kfx(k)
作用于系统可以保证系统状态始终处于最小干扰不

变集内部;
2) 如果 x(k) ∈ ⋃M

i=1 Ω̃i ⊕ Zf , 则可以找到满足
x(k) ∈ x′(k)⊕Zf 且 x′(k) ∈ ⋃M

i=1 Ω̃i 的标称系统状

态. 采用 u′(k) = Kix
′(k), i = max{j : x′(k) ∈ Ω̃j}

作用于标称系统 x′(k + 1) = Ax′(k) + Bu′(k) 可以
保证标称系统收敛到标称系统的原点. 根据引理 1
可知, 采用控制输入 u(k) = Kix

′(k) + Kf (x(k) −
x′(k)), i = max{j : x′(k) ∈ Ω̃j} 可始终保证实际系
统状态满足 x(k + 1) ∈ x′(k + 1)⊕Zf . 由于标称系
统最终收敛到原点, 因此实际状态最终收敛到以原
点为中心的干扰不变集 Zf 内;

3) 如果 x(k) ∈ Ξ̃r
N(Ω̃) ⊕ Zf , 取满足 x(k) ∈

x′(k) ⊕ Zf 和 x′(k) ∈ Ξ̃r
N(Ω̃) 的标称系统状态

x′(k). 采用单步优化策略 (26) 进行优化, 进而得
到标称系统控制输入 u′(k) 和不确定系统的控制
输入 u(k) = u′(k) + Kf (x(k) − x′(k)). 根据引理
1, 从而得到 x(k + 1) ∈ x′(k + 1) ⊕ Zf . 又因为
x′(k + 1) ∈ Ξ̃r

i−1(Ω̃), 则 x(k + 1) ∈ Ξ̃r
i−1(Ω̃) ⊕ Zf ,

i = min{j : x(k) ∈ Ξ̃r
j(Ω̃) ⊕ Zf}; 以此迭代, 直至

如果 i = 1, 存在控制输入 u(k) 使得 x′(k + 1) ∈ Ω̃,
x(k + 1) ∈ Ω̃ ⊕ Zf ; 一旦满足 x′(k) ∈ ⋃M

i=1 Ω̃i 且

x(k) ∈ ⋃M

i=1 Ω̃i ⊕ Zf , 则采用 u′(k) = Kix
′(k),

i = max{j : x′(k) ∈ Ω̃j} 作用于标称系统
x′(k + 1) = Ax′(k) + Bu′(k) 可以保证标称系统
收敛到标称系统的原点; 因此根据引理 1 可知, 采
用控制输入 u(k) = Kix

′(k) + Kf (x(k) − x′(k)),
i = max{j : x′(k) ∈ Ω̃j} 可始终保证实际系统状态
满足 x(k + 1) ∈ x′(k + 1)⊕ Zf , 由于标称系统最终
收敛到原点, 因此实际状态最终收敛到以原点为中
心的干扰不变集内.
下面分析系统状态变化过程中的输入约束和状

态约束.
1) 对于在线优化部分. 优化过程中加入了系统

约束 x′(k) ∈ X̄, u′(k) ∈ Ū , 因此得到的优化结果
满足上述约束, 因为 Ū = U ªKfZf 和 x′(k) ∈ X̄,
则实际不确定系统的状态满足约束 (2)∼ (3), 即
x(k) ∈ x′(k)⊕Zf ∈ X, u(k) ∈ u′(k)⊕KfZf ∈ U .

2) 控制律切换部分. 由于系统状态属于终端约
束集, 根据算法 2 离线部分步骤 2, 如果 x′(k) ∈ Ωi,
则 x′(k) ∈ X̄, 且 x(k) ∈ x′(k) ⊕ Zf ⊆ X, 因此系
统状态在不变集内部变化满足状态约束. 对于输入
约束, 因为 Ū = U ªKfZf , x(k) − x′(k) ∈ Zf , 则
u(k) = Kix

′(k)+Kf (x(k)−x′(k)) ∈ Ū ⊕KfZf =
U , 所以算法 2 设计的控制器满足系统输入约束.
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从而可以证明, 系统状态和控制输入均满足系
统约束要求.
因此, 采用算法 2 设计的控制策略可以在满足

系统状态和控制输入约束的条件下将系统稳定到平

衡原点附近的最小鲁棒正不变集内部. ¤

4 仿真算例

为了检验控制算法的有效性, 以下面离散双积
分线性模型为例设计控制器. 不确定动态模型为:

x(k + 1) =

[
1 1
0 1

]
x(k) +

[
0.5
1

]
u(k) + w(k)

系统状态约束和输入约束满足:

Ax =
[

0.1I −0.1I
]T

, Au =
[

1 −1
]T

有界不确定持续状态干扰 w ∈ W , 其中 W :=
{w|‖w‖∞ ≤ 0.1}. 性能指标函数中的加权矩阵为:
Q = I, R = 0.01.
计算多面体不变集序列, 如图 1 所示, 而后利用

最小鲁棒控制不变集的外近似算法[20], 得到不同的
控制律对应的最小鲁棒控制不变集. 选择最小的最
小鲁棒控制不变集作为干扰不变集 Zf , 对应的控制
增益记为Kf = [−0.1572 − 0.4998]. Zf 表示为:




0.5548 −0.83198
0.12309 −0.9924
−10 −1

−0.093438 −0.99563
−0.16823 −0.98575
−0.29243 −0.95629
−0.40905 −0.91251
−1 0

−0.5548 0.83198
−0.12309 0.9924

20 1
0.093438 0.99563
0.16823 0.98575
0.29243 0.95629
0.40905 0.91251

1 −20




x ≤




0.4256
0.26221
0.23416
0.22918
0.24008
0.2792
0.33201
0.60566
0.4256
0.26221
0.23416
0.22918
0.24008
0.2792
0.33201
0.60566




(27)

首先讨论不含干扰的情况, 即假设干扰为零. 此
时分别采用文献 [7−8] 以及本文方法设计控制器,
得到结果如图 1∼ 3 所示. 如图 1 所示, 分别给出了

基于椭圆不变集的变终端约束双模预测控制方法的

椭圆终端约束集 (虚线包裹的区域), 基于多面体不
变集的离线模型预测控制的初始状态可行区域 (点
划线包裹的区域), 以及基于一步集的初始状态可行
区域 (实线包裹的部分). 仿真结果表明, 本文方法较
文献 [7] 方法, 扩大了初始状态可行区域. 例如对于
初始状态 x(0) = [−5,−9]T, 本文方法采用在线优化
和离线控制增益切换的方法将系统稳定到平衡原点,
而由于 x(0) = [−5,−9]T 不属于离线设计的多面体
不变集 (如图 1 所示), 因此无法控制该初始状态点.
相对于文献 [8], 本文方法扩大了终端约束集, 另外
引入 N 步集来设计优化区域之后, 采用 N 个单步

优化代替 N 步优化, 极大地降低了在线计算量 (由
表 1 可知), 达到了预期目的. 由图 2 所示的状态及
控制变化曲线可知, 在收敛过程中系统满足状态和
输入约束, 并且该方法还具有收敛速度快, 超调量小
的优势. 由于采用 N 个单步优化代替 N 步在线优

图 1 系统状态轨迹曲线

Fig. 1 The trajectories of system states

图 2 状态及控制输入变化曲线

Fig. 2 The states and control inputs
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化, 势必影响控制性能, 因此由图 3 可知, 在线优化
部分文献 [8] 的性能要优于该方法. 但是系统状态一
旦进入终端约束集, 该方法的性能指标有了极大的
降低.

图 3 系统性能指标变化曲线

Fig. 3 The cost index

表 1 运算时间比较

Table 1 Computation loads

步骤 文献 [3] 本文方法

优化步数 计算时间 (s) 优化步数 计算时间 (s)

步骤 1 N =8 1.8637 N =1 0.3786

步骤 2 N =7 1.4216 N =1 0.3546

步骤 3 N =6 1.0876 N =1 0.3267

步骤 4 N =5 0.9846 N =1 0.3014

步骤 5 N =4 0.8435 N =1 0.2869

步骤 6 N =3 0.7291 N =1 0.2746

步骤 7 N =2 0.5813 N =0 0.0013

步骤 8 N =1 0.5432 N =0 0.0015

表 2 初始状态可行性比较

Table 2 The feasibility of initial states

[−8.9,−2.8]T [10,−1]T [−6, 0]T

文献 [10] 不可行 不可行 可行

本文方法 可行 可行 可行

下面讨论干扰存在的情况. 当系统如式 (1) 描
述存在有界干扰时, 分别采用本文方法和文献 [10]
的 Tube 鲁棒模型预测控制方法设计控制输入. 图
4 给出了本文方法的初始状态可行区域 (N =10) 以
及文献 [10] 的终端约束集. 在取相同在线优化步长
的条件下, 对于不同的初始状态, 优化可行性如表
2 所示, 由此可知本文方法的初始可行区域较大. 另
外, 从两种方法的终端约束集覆盖区域可知, 对于初

始状态 x(0) = [−6, 0]T, 本文方法只需采用离线设
计的控制增益切换即可保证系统收敛到以原点为中

心的最小鲁棒正不变集内, 而文献 [10] 方法需要进
行 6 步在线优化, 极大地减少了计算量.

图 4 系统状态轨迹曲线

Fig. 4 The trajectories of system states

5 结论

针对一类具有加性有界干扰的约束线性离散系

统, 提出了一种基于鲁棒一步集的 Tube 不变集鲁
棒模型预测控制器设计方法. 为了扩大鲁棒模型预
测控制的初始状态允许区域, 并提高系统的鲁棒性,
本文在多面体不变集离线控制算法的基础上, 借助
Tube 不变集, 并引入鲁棒一步集的概念, 设计基于
鲁棒一步集的 Tube 不变集鲁棒模型预测控制. 相
对于原 Tube 算法, 由于采用了鲁棒一步集, 本文提
出的算法扩大了初始状态允许区域, 并且采用 N 个

单步在线优化取代 N 步在线优化, 具有较低的运算
复杂性和运算量要求. 因此基于鲁棒一步集的 Tube
不变集鲁棒模型预测控制是一种行之有效的鲁棒控

制策略.
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