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基于有限时间跟踪微分器的迭代学习控制

李向阳 1

摘 要 针对迭代学习控制 (Iterative learning control, ILC) 中的初始状态问题, 提出了采用有限时间跟踪微分器安排过渡

过程方法, 根据迭代学习控制中期望轨迹已知的特点, 设计了其参数有明显物理意义并且调节方便的有限时间跟踪微分器. 在

此基础上, 针对一类具有不确定性的非线性时变系统的迭代学习控制问题, 提出了具有对不确定项进行估计的迭代学习控制

算法, 并应用类 Lyapunov 方法给出了相关定理证明. 仿真结果表明所提出的方法是有效的.
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Abstract For the initial state problem of iterative learning control (ILC), a method of arranging transition process is

presented using finite time tracking differentiators. A finite time tracking differentiator, whose parameters are easy to

adjust because of their clear physical meanings, is designed according to the feature of ILC that the desired trajectory

is known beforehand. Based on this, an ILC algorithm with estimator for system uncertainty is presented for a class of

nonlinear time-varying system with uncertainty. A Lyapunov-like approach is used to prove the corresponding theorems.

Simulation results verify the effectiveness of the proposed methods.
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在迭代学习控制 (Iterative learning control,
ILC) 的实际应用中, 每次迭代不可避免存在初始
状态误差, 如何处理初始条件是迭代学习控制研究
的基本问题. 目前, 处理初始值问题的方法主要有从
控制量角度来考虑的初始控制量校正方法[1−7] 和从

期望轨迹角度来考虑的初始期望轨迹校正方法[3, 8].
近年来, 基于边界层和有限时间死区方法也被提出
和研究[9−12], 该方法是介于初始控制量校正方法和
初始轨迹校正方法之间的方法, 能在一定程度上兼
顾初始期望轨迹和初始控制量. 基于边界层的方法
是把误差的滑动模控制在边界层以内, 通过边界层
宽度趋于容许误差以内来保证迭代学习控制的跟踪

精度. 有限时间死区方法是指经过有限时间后, 边界
层的宽度为零, 是对边界层方法的改进, 也可理解为
有限时间边界层方法. 但是, 边界层的选择和高阶系
统时初始修正函数的选择较复杂, 计算量也大. 由于
跟踪微分器在反馈控制系统中能很好地被用于安排

过渡过程[13], 受此启发, 本文提出一种应用有限时
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间跟踪微分器来安排迭代学习控制的过渡过程.
实际的迭代学习控制系统的被控对象往往是非

线性时变系统, 当模型结构满足线性参数化条件并
且其中部分模型已知时, 可以采用自适应迭代学习
控制方法[14−20], 但是当模型完全未知时, 必须研究
新的迭代学习控制方法. 本文针对一类模型未知的
非线性时变系统, 研究在随机初态时的迭代学习控
制方法.
本文的结构安排如下: 第 1 节是对所研究问题

的描述; 第 2 节给出了基于有限时间跟踪微分器的
初始问题求解方法, 并在此基础上给出了一种新的
迭代学习控制算法和相关定理证明; 第 3 节给出了
仿真结果; 第 4 节是本文的结论.

1 问题描述

考虑如下 2-D 形式表示的非线性时变系统:




ẋ1(t, k) = x2(t, k), t ∈ [0, T ]
...

ẋn−1(t, k) = xn(t, k)
ẋn(t, k) = f(xxx(t, k),t) + b(xxx(t, k),t)u(t, k)
∃i ∈ [1, n], xi(0, k) 6= ri(0, k)

(1)
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其中, xi 为可测的系统状态, u 为系统的控制输入,
t 为时间, k 为迭代次数, n 为系统阶数, ri(t, k) 为
有界期望轨迹, ri(0, k) 为期望轨迹的初始值, f 和 b
为未知有界局部 Lipschitz 连续非线性时变函数.
记 xxxT = [x1, x2, · · · , xn], rrrT = [r1, r2, · · · , rn],

设 xxx1 和 xxx2 为状态空间任意两点, 则有:
∣∣f(xxx1, t)− f(xxx2, t)

∣∣ ≤ Lf

∥∥xxx1 − xxx2
∥∥ (2)

∣∣b(xxx1, t)− b(xxx2, t)
∣∣ ≤ Lb

∥∥xxx1 − xxx2
∥∥ (3)

假设期望轨迹 rrr(t, k) 在工作区间上有 n 阶导
数, 定义跟踪误差:

µi(t, k) = ri(t, k)− xi(t, k) (4)

系统 (1) 含有非零初始误差, 由于实际中控制
量总是有限的, 必须经历一个过渡过程之后才能实
现完全跟踪. 跟踪微分器可用于安排过渡过程, 下列
系统 (5) 是一种典型的跟踪微分器[13, 21].





ż1(t) = z2(t)
...

żn−1(t) = zn(t)

żn(t) =
1

Rn
f

(
z1 − v(t),

z2

R
, · · · ,

zn(t)
Rn−1

)
(5)

如果系统 (5) 的原系统 (v(t) = 0, R = 1) 是渐
近稳定, 则对于有界可积的可测信号 v(t) 和任意给
定的 T1 > 0, 下式成立:

lim
R→∞

∫ T1

0

|z1(t)− v(t)|dt = 0 (6)

且 zi(t) 为 v(t) 的 i− 1 阶导数 v(i−1)(t) 的近似.
式 (5) 中 R 为速度因子, 它决定跟踪速度的快

慢. 跟踪微分器 (5) 在应用中, 只需知道输入信号
v(t), 则根据系统 (5) 可以得到其各阶导数. 但是,
在迭代学习控制系统中, 期望轨迹 ri(t, k) (相当于
输入信号 v(t)) 是预先设定和已知的, 关心的是从系
统 (1) 的初始状态过渡到与期望轨迹 ri(t, k) 重合的
过渡过程, 该过渡过程需要在有限时间内完成. 这需
要重新设计适合于迭代学习控制中安排过渡过程的

有限时间跟踪微分器, 并要求该微分器的参数可以
方便根据实际对象特点和工艺过程要求来调节.

2 提出的初值校正迭代学习控制方法

首先设计一种用于安排过渡过程的有限时间跟

踪微分器, 得到校正后的期望轨迹, 以下简称校正轨
迹, 把任意系统初态变为零初态; 然后在此基础上设
计迭代学习控制律实现完全跟踪控制.

2.1 安排过渡过程

由于校正轨迹随初始条件和期望轨迹的不同

而不同, 把校正轨迹改写成 2-D 形式为 zi(t, k), 记
zzzT = [z1, z2, · · · , zn]. 由于在迭代学习系统中, 期望
轨迹 ri(t, k) 是已知的, 设计如下含期望轨迹 ri(t, k)
的有限时间跟踪微分器:





ż1(t, k) = z2(t, k), t ∈ [0, T ]
...

żn−1(t, k) = zn(t, k)
żn(t, k) = ṙn(t, k)−

Rn

n∑
j=1

cjsig
(

zi(t, k)− ri(t, k)
Ri−1

)αj

(7)

式中的 sig 记号含义为

sig
(

zi − ri

Ri−1

)αj

=
∣∣∣∣
zi − ri

Ri−1

∣∣∣∣
αj

sgn
(

zi − ri

Ri−1

)

其中, sgn 为符号函数, 系统 (7) 的初始条件为

zi(0, k) = xi(0, k) (8)

对于系统 (7) 的跟踪微分器有如下定理:
定理 1. 如果系统 (7) 中系数 cj 是 Hurwitz 多

项式系数, 即多项式 sn +cnsn−1 + · · ·+c2s+c1 = 0
是 Hurwitz 多项式, 幂指数 αj 满足 0 < α1 < 1 和
αj = nα1/((j − 1)α1 + (n− j + 1)), j = 2, · · · , n,
则系统 (7) 是有限时间收敛的, 并且存在速度因子
Rp ≥ 1, 使得当 R ≥ Rp 时, 下式成立

zi(t, k) = ri(t, k), Tp ≤ t ≤ T (9)

为了证明定理 1, 先介绍如下系统 (10) 和相应
的引理 1.





ε̇1(t) = ε2(t)
...

ε̇n−1(t) = εn(t)

ε̇n(t) = −
n∑

j=1

cjsig(εj)αj

(10)

系统 (10) 中的系数和幂指数以及记号与系统
(7) 相同.
引理 1. 系统 (10) 的平衡点 εεε = 0 是有限时间

稳定的, 即经过停息时间 Ts 之后, 有 εi(t) = 0. 其
中 εεεT = [ε1, ε2, · · · , εn], cj 和 αj 满足的条件与定理

1 相同.
引理 1 的证明见文献 [22] 中的引理 7.1, 下面在

引理 1 的基础上证明定理 1.
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证明. 在系统 (7) 中, 令

εi(t) =
zi

(
t

R
, k

)
− ri

(
t

R
, k

)

Ri−1
(11)

则系统 (7) 变成了系统 (10) 的表示. 由引理 1 可
知, 经过停息时间 Ts 之后, 有 εi(t) = 0. 根据式
(11) 有 zi(t/R, k) − ri(t/R, k) = 0 (t ≥ Ts), 即
zi(t, k) = ri(t, k) (t ≥ Tp), 其中 Tp 满足下式

Tp =
1
R

Ts (12)

则存在 Rp ≥ 1, 当 R ≥ Rp 时, 有限时间跟踪微分
器式 (7) 的停息时间比系统 (10) 的停息时间成比例
缩小, 可保证 Rp < T , 在迭代学习过程的一段初始
时间内收敛. ¤
定理 1 说明:
1) 定理 1 给出的过渡过程由有限时间跟踪微分

器生成, 是一个动态过程, 与期望轨迹的变化过程有
关. 跟踪微分器中的参数具有明确物理意义, 系数
cj 决定 Hurwitz 多项式在右半平面根的位置; 幂指
数 αj 满足 αj−1 < αj < 1 保证跟踪微分器的各阶
导数有限时间收敛, 速度因子 R 决定收敛速度的快
慢. 因此, 可以根据过渡曲线大致形状确定 Hurwitz
多项式的系数 cj 和幂指数 αj, 然后根据需要的响应
时间来调节 R. 实际中可以把过渡过程分成不同的
时间段, 每段时间采用不同的 R, 甚至还可以采用随
时间递增的 R[22], 以便减少控制量的冲击, 适合不
同实际工艺过程要求.

2) 为了保证过渡轨迹充分光滑和控制量连续,
跟踪微分器的阶次可以设计为比被控对象的阶次要

高一阶.

2.2 迭代学习控制算法设计

经过有限时间跟踪微分器修正后的期望轨迹满

足零初始误差条件, 定义跟踪误差为
{

ei(t, k) = xi(t, k)− zi(t, k)
ei(0, k) = 0, i = 1, · · · ,n (13)

定义滑动面误差函数 S(t, k) 为




aaaT = [a1, a2, · · · , an−1, an]
eeeT = [e1, e2, · · · , en−1, en]

S(t, k) =
n∑

j=1

ajej(t, k) , t ∈ [0, T ]

S(0, k) = 0

(14)

其中 an = 1, aj (j = 1, 2, · · · , n) 是 Hurwitz 多项
式 sn + ansn−1 + · · · + a2s + a1 = 0 的系数. 对式

(14) 第 3 个方程两边求导, 并考虑到 an = 1 有:

Ṡ(t, k) =
n−1∑
j=1

ajej+1(t, k) + ėn(τ, k) (15)

把跟踪误差写成矩阵表示为

ėee(t, k) = Aceee(t, k) + BcṠ(τ, k) (16)

其中

Ac =




0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 −a1 −a2 · · · −an−1




BT
c =

[
0 0 · · · 1

]

式 (16) 两边积分, 考虑零初始条件, 有:

eee(t, k) =
∫ t

0

Aceee(τ, k)dτ + BcS(τ, k)

上式两边取范数, 并根据范数的相容性有:

|eee(t, k)| ≤
∫ t

0

‖Ac‖ · |eee(τ, k)|dτ + |S(τ, k)|

根据 Bellman-Gronwall 引理, 由上式有:

|eee(t, k)| ≤ ‖Ac‖ · e‖Ac‖T
∫ t

0

|S(τ, k)|dτ + |S(τ, k)|
(17)

由式 (17) 可以看出, 当 S(t, k) 收敛到零时,
eee(t, k) 也收敛到零. 下面分两种情况来研究系统 (1)
的迭代学习控制算法, 第一种情况是系统 (1) 的控
制通道增益已知, 即有:

情况 1: b(xxx, t) = b0(xxx, t) 6= 0 (18)

第二种情况是, 系统 (1) 的控制通道增益未知,
但是有一个粗略的估计 b0(xxx, t) 6= 0, 即有

情况 2: b(xxx, t) ≈ b0(xxx, t) 6= 0 (19)

情况 1. 先讨论情况 1, 构造如下的迭代学习律
来对未知参数进行学习.{

θ(t, 0) = 0
θ(t, k) = θ(t, k − 1) + γS(t, k)

(20)

式中 γ > 0 为学习增益. 所采用的控制律为

u(t, k) = b−1
0 [−βS(t, k)−

n−1∑
j=1

ajej+1(t, k)− θ(t, k) + zn+1(t)] (21)
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特别地, 当为一阶系统时, 即 n = 1, 有:

u(t, k) = b−1
0 [−βS(t, k)− θ(t, k) + zn+1(t)]

式中 β ≥ 0 为反馈控制增益. 对于系统 (1) 的迭代
学习控制, 有如下定理.
定理 2. 对于系统 (1) 在时间区间 [0, T ] 上的迭

代学习控制, 当控制通道的增益已知为 b0(xxx, t) 时,
采用学习率 (20) 和控制率 (21) 可以实现对校正轨
迹的完全跟踪, 即下式成立.

lim
k→∞

ei(t, k) = lim
k→∞

[xi(t, k)− zi(t, k)] = 0,

i = 1, · · · ,n (22)

证明. 由式 (15) 和式 (1) 有:

Ṡ(t, k) =
n−1∑
j=1

ajej+1(t, k) + f(xxx, t)−

zn+1(t) + b0u(t, k)

把控制律式 (21) 代入上式有:

Ṡ(t, k) = −βS(t, k) + f(xxx, t)− θ(t, k) (23)

定义类 Lyapunov 函数[23] L(t, k) 为

L(t, k) =
1
2
S2(t, k)+

1
2γ

∫ t

0

(f(zzz, τ)− θ(τ, k))2dτ (24)

下面通过证明 L(t, k) 的迭代过程收敛性来证
明 S(t, k) 随迭代次数收敛, 分两步进行.

1) 求出 ∆L(t, k)

∆L(t, k) = L(t, k)− L(t, k − 1) (25)

把式 (24) 代入上式有:

∆L(t, k) = −1
2
S2(t, k − 1) + PartA + PartB

(26)

式 (26) 中 PartA 和 PartB 分别为

PartA =
1
2
S2(t,k) =

S2(0, k) +
∫ t

0

S(τ, k)Ṡ(τ, k)dτ

PartB =
1
2γ

∫ t

0

((f(zzz, τ)− θ(τ, k))2−

(f(zzz, τ)− θ(τ, k − 1))2)dτ

把式 (23) 带入 PartA, 并考虑零初始条件有

PartA = −β

∫ t

0

S2(τ, k)dτ+
∫ t

0

S(τ, k)(f(xxx, τ)− θ(τ, k))dτ (27)

利用 (h−b)2−(h−d)2 = −(b−d)2−2(b−d)(h−b)有

PartB =− 1
2γ

∫ t

0

((θ(τ, k)−θ(τ, k − 1))2dτ +
1
2γ
×

∫ t

0

−2(f(zzz, τ)− θ(τ, k))(θ(τ, k)− θ(τ, k − 1))dτ

把学习律式 (20) 代入上式有:

PartB = −γ

2

∫ t

0

S(τ, k)2dτ−
∫ t

0

S(τ, k)(f(zzz, τ)− θ(τ, k))dτ (28)

把式 (27) 和式 (28) 代入式 (26) 有:

∆L(t, k) = −1
2
S2(t, k − 1)−

(
β +

γ

2

) ∫ t

0

S2(τ, k)dτ + PartC (29)

其中 PartC 为

PartC =
∫ t

0

S(τ, k) · (f(xxx, τ)− f(zzz, τ))dτ

上式右边取绝对值有

PartC ≤
∫ t

0

|S(τ, k)| · |f(xxx, τ)− f(zzz, τ)|dτ

考虑到式 (2) 的 Lipschitz 连续条件, 有:

PartC ≤ Lf

∫ t

0

|S(τ, k)| · |eee(τ, k)|dτ

考虑到式 (17), 则由上式有:

PartC ≤ Lf

∫ t

0

|S(τ, k)|2 dτ + Lf ‖Ac‖×

e‖Ac‖T
∫ t

0

|S(τ, k)|
(∫ τ

0

|S(τ1, k)|dτ1

)
dτ

利用二重积分的性质, 上式可化为

PartC ≤ Lf

∫ t

0

|S(τ, k)|2 dτ + Lf ‖Ac‖ e‖Ac‖T×
∫ t

0

|S(τ, k)|
(∫ t

0

|S(τ1, k)|dτ1

)
dτ ≤ Lf ‖Ac‖×

e‖Ac‖T
(∫ t

0

|S(τ, k)|dτ

)2

+ Lf

∫ t

0

|S(τ, k)|2 dτ
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应用 Cauchy-Schwarz 不等式, 上式可化为

PartC ≤ Lf

∫ t

0

S2(τ, k)dτ+

Lf ‖Ac‖ e‖Ac‖T t

∫ t

0

S2(τ, k)dτ ≤

(Lf + Lf ‖Ac‖ e‖Ac‖T T )
∫ t

0

S2(τ, k)dτ (30)

上式带入式 (29) 有:

∆L(t, k) ≤ −1
2
S2(t, k − 1)−

(
β +

γ

2
− Lf − LfT ‖Ac‖ e‖Ac‖T

) ∫ t

0

S2(τ, k)dτ

选取 β 和 γ, 使得下式成立:

β +
γ

2
≥ Lf + LfT ‖Ac‖ e‖Ac‖T (31)

则有

∆L(t, k) ≤ −1
2
S2(t, k − 1) (32)

2) 证明 S(t, k) 的收敛性
L(t, k) 第 1 次迭代值为

L(t, 1) = ∆L(t, 1) + L(t, 0) (33)

把式 (29) 中 k = 1 的情况带入上式, 并考虑到
θ(t, 0) = 0, 则上式可写成:

L(t, 1) =
1
2γ

∫ t

0

S(τ, 1)(f(zzz, τ)− f(τ, 1))dτ+

1
2γ

∫ t

0

(f(zzz, τ))2dτ −
(
β +

γ

2

) ∫ t

0

S2(τ, 1)dτ

上式对 t 求导有:

L̇(t, 1) =
1
2γ

(f(zzz, t))2 −
(
β +

γ

2

)
S2(t, 1)+

1
2γ

S(t, 1)(f(zzz, t)− f(xxx, t)) (34)

采用从式 (29) 获得式 (32) 相同的推导过程, 有:

L̇(t, 1) ≤ 1
2γ

(f(zzz, t))2−
(
β +

γ

2
− Lf − LfT ‖Ac‖ e‖Ac‖T

)
S2(t, 1)

当式 (31) 成立时, 由上式可得:

V̇ (t, 1) ≤ 1
2γ

(f(zzz, t))2 (35)

由于假设系统 (1) 的 f(zzz, t) 有界, 由上式有:

L(t, 1) = L(0, 1) +
∫ t

0

L̇(τ, 1)dτ ≤
∣∣∣∣
∫ t

0

L̇(τ, 1)dτ

∣∣∣∣ ≤
∫ t

0

√
1
2γ

(f(zzz, t))2dτ < ∞

因此, L(t, 1) 有界, 又根据 L(t, k) ≥ 0 和 L(t, k) 随
k 单调下降, 则 L(t, k) 必有极限, 即

lim
k→∞

L(t, k) = 0 (36)

由于

L(t, k) = (L(t, k)− L(t, k − 1)) + · · ·+
(L(t, 2)− L(t, 1)) + L(t, 1)

重复应用式 (32) 有:

L(t, k) = L(t, 1) +
k∑

j=2

∆L(t, j) ≤

L(t, 1)− 1
2

k∑
j=2

S2(t, j − 1) (37)

对式 (37) 的两边取极限有:
∞∑

j=2

S2(t, j − 1) ≤ 2L(t, 1) (38)

因此, 式 (38) 的无穷级数
∑∞

j=2 S2(t, j − 1) 收敛,
由级数收敛的必要条件有:

lim
k→∞

S(t, k) = 0 (39)

因此, 根据式 (17) 有:

lim
k→∞

ei(t, k) = 0, t ∈ [0, T ]

即式 (22) 成立, 因此状态变量 xxx(t, k) 和控制变量
u(t, k) 都是连续有界的. ¤
情况 2. 下面讨论第二种情况, b(xxx, t) 未知, 但

有粗略估计 b0(xxx, t), 设

w(xxx, t) = f(xxx, t) + (b(xxx,t)−b0(xxx, t))u(t, k) (40)

有如下定理.
定理 3. 对于系统 (1) 在时间区间 t ∈ [0, T ] 上

的迭代学习控制, 控制通道增益 b(xxx, t) 未知, 但有粗
略估计 b0(xxx, t). 假设 b(xxx, t) 和 b0(xxx, t) 都为不等于
零的有界局部 Lipshitz 连续函数, b(xxx, t) 和 b0(xxx, t)
具有相同的符号, 且符号不变并有相同的界. 仍然采
用控制律式 (21), 但迭代学习律改为式 (41) 的部分
限幅迭代学习律:{

θ(t, 0) = 0
θ(t, k) = sat(θ(t, k − 1)) + γS(t, k)

(41)
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其中

sat(θ) =





Bw, θ > Bw

θ, |θ| ≤ Bw

−Bw, θ < −Bw

(42)

Bw 取为 |w(xxx, t)|的界, 则仍然可以实现对校正
轨迹的完全跟踪, 即式 (22) 成立.

为了证明定理 3, 先引入饱和函数引理.
引理 2. 对于实数 p 和 φ, 若 p ∈ [−Bw, Bw],

即满足 p = sat(p), 则有:

[(q1 + q2)p− q1φ− q2sat(φ)] · [φ− sat(φ)] ≤ 0
(43)

式中 q1 和 q2 为非负常数.
引理 1 是文献 [12] 中引理 2.1 的标量形式, 证

明见文献 [12]. 下面证明定理 3.
证明. 由式 (15) 和式 (1) 有:

Ṡ(t, k) =
n−1∑
j=1

ajej+1(t, k) + f(xxx, t)−

zn+1(t) + bu(t, k)

把控制律式 (21) 代入上式有:

Ṡ(t, k) = − b

b0

(β + γ)S(t, k)+

(
1− b

b0

) n−1∑
j=1

ajej+1(t, k) + Part2A (44)

其中

Part2A = f(xxx, t)−
(

1− b

b0

)
zn+1(t)−

b

b0

sat(θ(t, k − 1)) (45)

由假设可知 Part2A 有界, 又由于 b 和 b0 同号,
由式 (17) 可知, 若反馈增益 (β + γ) 足够大, 则可以
克服式 (44) 第二项的扰动, 使 S(t, k) 为有界指数
衰减函数, 从而 eee(t, k) 和 u(t, k) 都有界, 且 u(t, k)
的界与 β 和 γ 无关, 设 Bu 为 |u(t, k)| 的界. 由式
(44) 可知道 (β + γ) 需要满足的关系式为

b

b0

(β + γ) |S(t, k)| >
∣∣∣∣
(

1− b

b0

)∣∣∣∣ · |aaa| · |eee(t, k)|

考虑到式 (17), 由上式有:

(β + γ) >

∣∣∣∣
b− b0

b

∣∣∣∣ · |aaa| · (1 + T ‖Ac‖ e‖Ac‖T ) (46)

由式 (46) 可知, b0(xxx, t) 越接近 b(xxx, t), 即估计
得越准确, 在时间轴上收敛所需的 (β + γ) 越小. 设
xxx1 和 xxx2 状态空间任意两点, 由式 (40) 有:
∣∣w(xxx1, t)− w(xxx2, t)

∣∣ ≤
∣∣f(xxx1, t)− f(xxx2, t)

∣∣ +∣∣b(xxx1, t)− b(xxx2, t)− b0(xxx1, t) + b0(xxx2, t)
∣∣ · |u(t, k)|

把 f , b 和 b0 的 Lipschitz 条件以及 |u(t, k)| 的界代
入上式有:

∣∣w(xxx1, t)− w(xxx2, t)
∣∣ ≤ Lw

∥∥xxx1 − xxx2
∥∥ (47)

其中 Lw = Lf + 2LbBu, 它与 β 和 γ 无关. 因此
w(xxx, t) 和 f(xxx, t) 都为局部 Lipschitz 连续的未知非
线性时变函数, 只是记号不同. 采用与定理 2 相同的
证明过程即可证明定理 3. 但是由于定理 3 采用部
分限幅迭代学习律, 需要对证明过程的第一步进行
重新推导.
定义类 Lyapunov 函数 L(t, k) 为

L(t, k) =
1
2
S2(t, k)+

1
2γ

∫ t

0

(w(zzz, τ)− θ(τ, k))2dτ (48)

由式 (48) 有:

∆L(t, k) = L(t, k)− L(t, k − 1) =

− 1
2
S2(t, k − 1) + Part2B + Part2C (49)

其中 Part2B 和 Part2C 分别为

Part2B =
1
2
S2(t,k) =

1
2
S2(0, k) +

∫ t

0

S(τ, k)Ṡ(τ, k)dτ (50)

Part2C =
1
2γ

∫ t

0

(w(zzz, τ)− θ(τ, k))2dτ−
1
2γ

∫ t

0

(w(zzz, τ)− θ(τ, k − 1))2dτ (51)

由系统 (1) 和式 (40) 有:

ẋn(t, k) = w(xxx, t) + b0u(t, k) (52)

再由式 (15) 和式 (43) 有:

Ṡ(t, k) =
n−1∑
j=1

ajej+1(t, k) + w(xxx, t)−

zn+1(t) + b0u(t, k)

把控制律式 (21) 代入上式有:

Ṡ(t, k) = −βS(t, k) + w(xxx, t)− θ(t, k) (53)
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把式 (53) 带入式 (50) 并考虑零初始条件有

Part2B = −β

∫ t

0

S2(τ, k)dτ+
∫ t

0

S(τ, k)(w(xxx, τ)− θ(τ, k))dτ (54)

式 (51) 第二项的被积函数可化为

(w(zzz, τ)− θ(τ, k − 1))2 =
(w − sat(θ) + sat(θ)− θ)2 = (w − sat(θ))2−
(θ − sat(θ))(2w − sat(θ)− θ) (55)

取式 (43)中的系数 q1 = 1, q2 = 1,变量 p = w(zzz, τ)
和 φ = θ(τ, k − 1), 则有:

(θ − sat(θ))(2w − sat(θ)− θ) ≤ 0

把上式代入式 (55) 有:

(w(zzz, τ)− θ(τ, k − 1))2 ≥
(w(zzz, τ)− sat(θ(τ, k − 1)))2

再把上式代入式 (51) 有:

Part2C ≤ 1
2γ

∫ t

0

(w(zzz, τ)− θ(τ, k))2dτ−
1
2γ

∫ t

0

(w(zzz, τ)− sat(θ(τ, k − 1))2dτ (56)

利用 (h−b)2−(h−d)2 = −(b−d)2−2(b−d)(h−b)
有:

Part2C ≤

− 1
2γ

∫ t

0

(θ(τ, k)− sat(θ(τ, k − 1)))2dτ +
1
2γ
×

∫ t

0

−2(w(zzz, τ)− θ(k))(θ(k)− sat(θ(k − 1)))dτ

把学习律 (21) 代入上式有:

Part2C ≤ γ

2

∫ t

0

S(τ, k)2dτ−
∫ t

0

S(τ, k)(w(zzz, τ)− θ(τ, k))dτ (57)

把式 (54) 和式 (57) 代入式 (49) 有:

∆L(t, k) ≤ −1
2
S2(t, k − 1)−

(
β +

γ

2

) ∫ t

0

S2(τ, k)dτ + Part2D (58)

其中 Part2D 为

Part2D =
∫ t

0

S(τ, k) · (w(xxx, τ)− w(zzz, τ))dτ

上式右边被积函数取绝对值有:

Part2D ≤
∫ t

0

|S(τ, k)| · |w(xxx, τ)− w(zzz, τ)|dτ

利用式 (47) 有:

|w(xxx, τ)− w(zzz, τ)| ≤ Lw |xxx− zzz| ≤ Lw |eee(t, k)|
代入 Part2D 式中有:

Part2D ≤ Lw

∫ t

0

|S(τ, k)| · |eee(τ, k)|dτ

把式 (17) 代入上式有:

Part2D ≤ Lw

∫ t

0

|S(τ, k)|2 dτ + ‖Ac‖×

e‖Ac‖T Lw

∫ t

0

|S(τ, k)|
(∫ τ

0

|S(τ1, k)|dτ1

)
dτ

利用二重积分的性质有:

Part2D ≤ Lf

∫ t

0

|S(τ, k)|2 dτ + ‖Ac‖ e‖Ac‖T Lw×
∫ t

0

|S(τ, k)|
(∫ t

0

|S(τ1, k)|dτ1

)
dτ ≤

Lf

∫ t

0

|S(τ, k)|2 dτ+

‖Ac‖ e‖Ac‖T Lw

(∫ t

0

|S(τ, k)|dτ

)2

由 Cauchy-Schwarz 不等式, 上式变为

Part2D ≤ Lw

∫ t

0

S2(τ, k)dτ+

‖Ac‖ e‖Ac‖T Lwt

∫ t

0

S2(τ, k)dτ ≤

(Lw + ‖Ac‖ e‖Ac‖T LwT )
∫ t

0

S2(τ, k)dτ (59)

把上式带入式 (58) 有:

∆L(t, k) ≤
(
β +

γ

2
− Lw − ‖Ac‖ e‖Ac‖T LwT

)
×

∫ t

0

S2(τ, k)dτ − 1
2
S2(t, k − 1) (60)

选取 β 和 γ, 使下式成立:

β +
γ

2
≥ Lw + ‖Ac‖ e‖Ac‖T LwT (61)

则由式 (60) 有:

∆L(t, k) ≤ −1
2
S2(t, k − 1) (62)
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上式与定理 2 中的式 (32) 一致, 采用与定理 2
的第 2) 步证明方法, 即可证明定理 3, 但要求和同时
满足式 (46) 和式 (61). ¤
定理 2 和定理 3 的说明:
1) 任意随机初态的迭代学习控制的跟踪误差由

两部分组成: 1) 修正轨迹与期望轨迹的误差 εi, 由
于采用了有限时间收敛的过渡曲线, 这部分误差在
Tp 之后为零; 2) 在迭代学习控制作用下的系统输出
跟踪修正轨迹的跟踪误差 ei, 总误差可表示为

µi = xi − ri =

{
εi + ei, 0 ≤ t ≤ Tp

ei, Tp < t ≤ T
(63)

2) 应用定理 3 时, 只需对 b(xxx, t) 进行粗略估计,
估计的误差会反映到系统的输出跟踪误差中, 学习
律在迭代过程中自动补偿, 因此, 应用起来很方便.

3) 从定理 2 和定理 3 的证明过程可以看出, 随
着迭代次数的增加, θ(t, k) 分别收敛于 f(xxx, t) 和
w(xxx, t), 因此 θ(t, k) 能实现对不确定部分的迭代
估计. 可以把 f(xxx, t) 理解为系统的内部扰动, 而把
w(xxx, t) 理解为由系统内部扰动 f(xxx, t) 和折算到输
入侧的外部扰动 (b(xxx, t) − b0(xxx, t))u(t, k) 之和, 通
过迭代学习把总扰动估计出来, 并在控制中进行补
偿, 实现前馈控制, 达到完全跟踪目标, 其控制原理
与自抗扰控制原理有许多相似之处, 只是自抗扰控
制是在时间域进行, 而迭代学习是在迭代域中完成,
它们的结合将是一个有趣的问题.

3 仿真研究

考虑如下的二阶非线性不确定系统[9, 24]:
{

ẋ1(t, k) = x2(t, k)
ẋ2(t, k) = f(xxx, t) + b(xxx, t)u(t, k)

(64)

假设系统 (64) 中的 f(xxx, t) 满足本文定理条件,
但是结构和具体参数都未知. 仿真时取

f(xxx, t) =
g sinx1 − ml(x2)2 cos x1 · sin x1

mc + m

l

(
4
3
− m(cos x1)2

mc + m

) (65)

b(xxx, t) =

cos x1

mc + m

l

(
4
3
− m(cos x1)2

mc + m

) (66)

式 (64) 和式 (66) 中的 x1(t, k) 和 x2(t, k) 分别是倒
立摆的角位移和角速度, g = 9.8m/s2 为重力加速

度, mc 是小车的质量, m 是摆的质量, l 是摆的半
长度, u 是摆的作用力. 仿真中采用与文献 [24] 相

同参考轨迹和参数, 取 mc = 1 kg, m = 0.1 kg 和
l = 0.5m. 期望轨迹为





r1(t) = −0.2 + cosπt

r2(t) = −π sinπt

r3(t) = −π2cosπt

(67)

系统状态初值为

{
x1(0, k) = 0.55 + 0.1rand 6= 0.8
x2(0, k) = 0

(68)

上述仿真实例的模型和参数, 以及期望
轨迹和系统初态与文献 [24] 完全相同, 并
采用相同的评价方法, 即采用如下完全跟踪
误差绝对值的最大值的对数来评价控制效

果, 设 J1(k) = lg maxt∈[0,T ] |e1(t, k)| , J2(k) =
lg maxt∈[0,T ] |e2(t, k)|.
假设 b(xxx, t) 的粗略估计 b0(xxx, t) = 0.5, 首先进

行期望轨迹修正,取有限时间跟踪微分器 (7)的阶次
为三阶,取Hurwitz多项式系数为 c1 = 1, c2 = 3和
c3 = 3, 幂指数为 α1 = 0.5, α1 = 0.6 和 α1 = 0.75,
采用变速度因子, 采用如下取法:

R = Rmin + (Rmax −Rmin)(1− e−λt) (69)

其中 Rmin = 10, Rmax = 40 和 λ = 10. 把上述全部
参数代入式 (7) 中, 可得到修正后的期望轨迹 zzzT.
采用定理 3 的算法, 取滑动面误差系数 a1 = 15

和 a2 = 3, 取反馈增益 β = 5, 学习增益 γ = 10, 迭
代 10 次后结果如图 1∼ 图 5 所示.

图 1 迭代 10 次后的 r1, z1 和 x1

Fig. 1 r1, z1 and x1 after the 10th iteration
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图 2 迭代 10 次后的 r2, z2 和 x2

Fig. 2 r2, z2 and x2 after the 10th iteration

图 3 迭代 10 次后的控制输入 u

Fig. 3 Control input u after the 10th iteration

图 4 J1(k) 和 J2(k)

Fig. 4 J1(k) and J2(k)

从图 1 和图 2 可以看出, 跟踪微分器的输出 zi

经过有限时间约 0.3 s 后收敛于期望轨迹 ri. 系统状
态 xi 迭代 10 次后几乎与 zi 重合, 从图 5 可以看出,
迭代学习量 θ(t, k) 实现了对扰动 w(xxx, t) 的估计.
仿真结果表明, 当系统模型的不确定项的结构

和参数都未知, 不满足线性参数化条件时, 可以应
用本文的迭代学习控制方法, 实现有限时间后, 系
统状态完全跟踪参考信号. 对比文献 [24] 的仿真结

果可以看出, 应用有限时间跟踪微分器来安排过渡
的方法为迭代学习控制的初值问题研究提供了新思

路, 特别对于高阶系统, 该方法相对于文献 [24] 的预
先设定误差轨迹的方法更容易整定工作参数; 在迭
代学习控制算法方面, 本文迭代 10 次后的跟踪性能
在收敛速度和收敛过程的平滑性方面都要好于文献

[24] 迭代 200 次以后的结果.

图 5 迭代 10 次后的 w 和 θ

Fig. 5 w and θ after the 10th iteration

4 结论

本文提出的采用有限时间跟踪微分器来安排过

渡过程的方法, 能够较好地解决迭代学习控制的初
值问题, 同时, 论文还提出了适合一类不满足线性参
数化条件的不确定非线性时变系统的迭代学习控制

方法, 应用类 Lyapunov 方法给出了证明和说明, 仿
真结果表明本文所提出的有限时间跟踪微分器和迭

代学习方法是有效的.
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