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非参数不确定系统的有限时间迭代学习控制

齐丽强 1 孙明轩 1 管海娃 1, 2

摘 要 针对任意初态情形, 引入初始修正作用, 研究一类非参数不确定时变系统能够达到实际完全跟踪性能的迭代学习控

制方法. 采用 Lyapunov-like 综合, 设计迭代学习控制器处理不确定性时变系统非参数化问题, 其中含有有限时间控制作用,

以实现在预先指定区间上的零误差跟踪. 并且, 运用完全限幅学习机制, 保证闭环系统中各变量的一致有界性以及跟踪误差的

一致收敛性. 仿真结果表明了所提出控制方法的有效性.
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Finite-time Iterative Learning Control for Systems with

Nonparametric Uncertainties

QI Li-Qiang1 SUN Ming-Xuan1 GUAN Hai-Wa1, 2

Abstract This paper presents an iterative learning control approach for systems with nonparametric uncertainties, which

achieves practical complete tracking in the presence of arbitrary initial state errors. Based on Lyapunov-like synthesis, a

learning controller is designed for handling uncertainties, without any parametrization. For the controller design, an initial

rectifying action is introduced such that the tracking error will converge to zero over a pre-specified interval as iteration

increases. With the fully-saturated learning mechanisms, the uniform boundedness of all variables in the closed-loop and,

in turn, the uniform convergence of the tracking error are guaranteed. The effectiveness of the proposed control method

is demonstrated by the presented numerical results.
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实际场合存在许多有限作业区间上运行的对

象、系统和过程, 实现这类系统有限作业区间上对期
望轨迹的完全跟踪是一种诱人的控制性能. 当控制
对象完成重复作业时, 迭代学习控制是一种适用的
控制技术. 通过足够多次的重复, 这种控制技术可实
现完全跟踪[1].

应用迭代学习控制技术, 系统在每次迭代时需
初始定位, 要求系统的初始位置严格位于期望轨迹
的起始点. 由于系统实际重复精度的限制, 初始定位
误差难以避免. 这样, 在任意初态情形下提高跟踪性
能的迭代学习控制技术是值得研究的课题. 实际完
全跟踪 (Practical complete tracking, PCT) 控制
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追求在预先指定区间 [∆, T ] 上的跟踪性能 (∆ > 0),
它不像传统迭代学习控制技术那样企图达到区间

[0, T ] 上的完全跟踪. 在 PCT 控制下, 原有的严格
初始定位要求被放宽, 允许受控对象在每次迭代时
置任意初态.
在基于压缩映射分析的迭代学习控制方法的

研究中, 已有的研究注重固定初始误差问题的解
决[2−5]. 文献 [2] 提出引入脉冲作用, 以实现完全跟
踪性能, 但理想脉冲作用的实现却是一个难题. 文献
[3] 首先讨论 D 型和 PD 型学习算法在固定初始偏
移下的极限轨迹, 其中 PD 型学习算法能够实现沿
时间轴的渐近跟踪. 我们知道, 仅能达到沿时间轴的
渐近跟踪将失去迭代学习控制早期提法中的完全跟

踪特点. 改进的 PCT 跟踪控制结果见文献 [4]. 通
过引入初始修正作用, 文献 [5] 提出的学习控制方
法能够在预先指定的区间上实现完全跟踪效果, 即
PCT 跟踪性能, 其中的初始段轨迹是可以预先规划
的. 初始修正的幅值是有限的, 克服了脉冲作用在实
现时的难题. 值得注意的是, 对于任意初态, 基于压
缩映射的迭代学习控制对一般系统仍无有效方案.
基于 Lyapunov-like 方法的迭代学习控制技术
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越来越受到人们的关注[6−8]. 这类方法能够有效处
理时变参数系统, 任意初态下以及非一致轨迹下的
迭代学习控制问题也都迎刃而解. 文献 [9] 引入时
变边界层, 由于边界层随时间单调减, 且收敛于 0,
通过学习, 被边界层限定的跟踪误差也渐近收敛于
0. 文献 [10] 总结了五种初始条件下的学习控制结
果. 文献 [11] 应用 Lyapunov-like 方法解决了非一
致轨迹下的迭代学习控制问题. 文献 [12] 针对一类
离散时变不确定系统, 在任意初态以及迭代可变轨
迹下, 提出了一种离散自适应迭代学习控制方法. 文
献 [13] 针对存在扰动的未知非线性系统，利用小波
逼近将系统参数化，结合变结构控制技术，提出了

一种鲁棒迭代学习控制算法. 文献 [14] 首先针对一
阶未知非线性参数化周期时变时滞系统, 设计了一
种自适应学习控制方案, 并将结果推广到一类含有
混合参数的高阶非线性系统. 文献 [15] 研究含有迭
代可变的时变参数的不确定系统, 基于高阶内模设
计参数学习律. 文献 [16] 借助初始修正吸引子概念,
给出了一种实现 PCT 控制性能的有限时间迭代学
习控制方法. 文献 [17] 通过对于期望误差轨迹, 设
计能够实现期望误差轨迹完全跟踪的学习算法, 放
宽了初始定位条件, 并分别讨论了定常参数、时变参
数以及复合参数三种情况.
在 Lyapunov-like 综合迭代学习控制方面, 已

发表的相关文献多研究系统可参数化 (甚至控制增
益已知) 情形[6], 或研究控制增益未知但与状态无
关的情形[7−8]. 文献 [18] 通过状态反馈处理系统中
非参数化不确定性, 提出的鲁棒迭代学习控制方法
没有触及状态依赖的控制增益问题. 为了处理与状
态相关的控制增益, 文献 [19] 设计一种状态反馈迭
代学习控制, 文中假定控制增益有上下界, 并设定
其他不确定部分可参数化. 针对非线性参数化系统,
文献 [20] 讨论了完全限幅学习下的算法收敛性.
本文讨论任意初态下的一类含有状态依赖控

制增益的非参数不确定系统在预定区间上的完全

跟踪控制问题. 借助于初始修正吸引子概念[16], 以
Lyapunov-like 方法设计有限时间迭代学习控制器.
引入的初始修正作用能够实现在任意初态下的预先

指定区间上的完全跟踪. 同时, 完全限幅学习机制导
致系统中各变量的一致有界性以及跟踪误差的一致

收敛性.

1 问题的提出与准备

考虑下述二阶非线性时变系统




ẋ = v

v̇ = f(x, v, t) + g(x, v, t)u
y = x

(1)

其中, x 和 v 是系统的状态分量, u 和 y 分别是输

入和输出变量; f(x, v, t) 和 g(x, v, t) 是系统中的非
参数化不确定性部分, f(x, v, t) 为一未知的连续非
线性函数, g(x, v, t) 为一未知的连续可微非线性函
数. 当系统在 [0, T ] 上重复运行时, 以下标 k 标记

重复运行的次数. 期望跟踪轨迹为二阶连续可导的
yd, t ∈ [0, T ]. 记跟踪误差 ek = yk − yd.

对系统 (1) 作如下假设:
假设 1. 存在已知的连续函数 g1(xk, vk, t) 和

g2(xk, vk, t), 满足

0 < g1(xk, vk, t) ≤ g(xk, vk, t) ≤ g2(xk, vk, t) (2)

假设 2. g(xk, vk, t) 和 f(xk, vk, t) 分别满足

|g(xk, vk, t)− g(xd, ẋd, t)| ≤
α1(xk, vk, t)|ek|+ α2(xk, vk, t)|ėk| (3)

和

|f(xk, vk, t)− f(xd, ẋd, t)| ≤
β1(xk, vk, t)|ek|+ β2(xk, vk, t)|ėk| (4)

其中, α1(xk, vk, t)、 α2(xk, vk, t)、 β1(xk, vk, t)、
β2(xk, vk, t) 均为已知的连续函数.

为表述简便, 记 gk = g(xk, vk, t), g1,k =
g1(xk, vk, t), g2,k = g2(xk, vk, t), gd = g(xd, ẋd, t),
α1,k = α1(xk, vk, t), α2,k = α2(xk, vk, t), fk =
f(xk, vk, t), fd = f(xd, ẋd, t), β1,k = β1(xk, vk, t),
β2,k = β2(xk, vk, t).
本文的控制任务是针对任意初态情形下的系

统 (1), 借助初始修正作用设计迭代学习控制器 uk,
使得跟踪误差 ek 能够在预先指定的区间上实现

PCT 控制性能.
首先, 引入如下误差变量

σk = ėk + cek + rk, c > 0 (5)

其中, rk 是为处理任意初态而引入的修正作用, 表
达式为

rk = ζ(t)e−ctek(0) (6)

其中, ek(0) 为初始误差, ζ(t) 满足

ζ(t) = 0, t < 0, t ≥ ∆,

∫ ∆

0

ζ(s)ds = 1

为设计迭代学习控制器, 需对 σk(0) 作如下限
制:

假设 3. 选取函数 ζ(t) 使得

σk(0) = 0, ∀k (7)
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当 ėk(0) = 0 时, 下述 ζ(t) 满足假设 3:

ζ(t) =





0, t < 0
a sin(πt

d
− π

2
) + a− c, 0 ≤ t ≤ d

2a−c
2

sin( t−d
∆−d

π + π
2
) + 2a−c

2
, d < t ≤ ∆

0, t > ∆
(8)

其中, 0 < d < ∆ 和 a > 0 为可调参数, 但需满足

a∆− dc

2
− c∆

2
= 1

当 d = 0.2, ∆ = 0.3, c = 8 时, 置 t ∈ [0, 0.3],
ζ(t) 如图 1 所示.

图 1 函数 ζ(t)

Fig. 1 Function ζ(t)

从式 (8) 可以看出, ζ(t) 在 (0, T ] 是可导的, 相
应地, σk(t) 在 [0, T ] 也是可导的. 进而由式 (5) 知,
若 σk(t) 是有界的, 则 ek(t) 和 ėk(t) 同样是有界的.
根 据 初 始 修 正 吸 引 子 的 定 义[16], 若

limk→∞ σk(t) = 0 在 [0, T ] 上成立, 则在 [∆, T ] 上
limk→∞ ek(t) = 0 以及 limk→∞ ėk(t) = 0. 因此, 若
设计出的迭代学习控制器使得 limk→∞ σk(t) = 0 在
[0, T ] 上成立, 那么借助于其中的初始作用, PCT 跟
踪性能便能够实现.

在后面的收敛性分析中, 需用到如下引理.
引理 1. 若函数列 {fk(t)} 在 [0, T ] 上逐点收敛

于 0, 且 {fk(t)} 在 [0, T ] 上等度连续, 则 {fk(t)} 在
[0, T ] 上一致收敛于 0.
证明. 由 {fk(t)} 在 [0, T ] 上的等度连续性, 因

此, 对任意 ε > 0, 存在 δ > 0, 使得当 t1, t2 ∈ [0, T ],
且 |t1 − t2| < δ 时, 有

|fk(t1)− fk(t2)| < ε

2
将 [0, T ]m 等分, 使每个小区间的长度 T/m < δ,
记 m 等分的各点为 0 = a0 < a1 < · · · < am =

T . 由 {fk(t)} 在 [0, T ] 上逐点收敛到 0, 可得,
limk→∞ fk(ai) = 0, 其中 i = 0, 1, · · · ,m, 所以对
上述 ε, 存在Ki, 使得 k > Ki 时, 有

|fk(ai)| < ε

2
令 K = max{K1,K2, · · · ,Km}, 则当 k > K

时, 对任意的 t ∈ [0, T ], 存在 ai, 使得 |ai − t| < δ,
便有

|fk(t)| ≤ |fk(t)− fk(ai)|+ |fk(ai)| < ε

2
+

ε

2
< ε

即, limk→∞ fk(t) = 0 在 [0, T ] 上一致成立. ¤

2 有限时间迭代学习控制器设计

误差 σk 的动态方程为

σ̇k = fk + gkuk − ÿd + cėk + ṙk (9)

记 fk − fd 为 δk, fd − ÿd 为未知时变参数 ϑ(t),
式 (9) 可写为

σ̇k = δk + ϑ + cėk + ṙk + gkuk (10)

为设计迭代学习控制器, 选取正定函数

Vk =
1

2gd

σ2
k (11)

对 Vk 求导:

V̇k =
1
gd

σk(δk + ϑ + cėk + ṙk + gkuk)− ġd

2g2
d

σ2
k =

gk

gd

σk

(
δk

gk

+
ϑ

gk

+
cėk

gk

+
ṙk

gk

+ uk

)
− ġd

2g2
d

σ2
k =

gk

gd

σk

(
δk

gk

+
ϑ

gd

+
cėk

gk

+
ṙk

gk

+ uk

)
+

ϑ(gd − gk)
g2

d

σk − ġd

2g2
d

σ2
k (12)

由其连续性知, ϑ 在 [0, T ] 有界, 即

|ϑ| ≤ ϑm (13)

其中, ϑm > 0 为未知常数.
进而, 利用式 (3) 可得

V̇k ≤gk

gd

σk

(
δk

gk

+
ϑ

gd

+
cėk

gk

+
ṙk

gk

+ uk

)
+

ϑmα1,k

g2
d

|σkek|+ ϑmα2,k

g2
d

|σkėk|+ |ġd|
2g2

d

σ2
k (14)

记

θ =
ϑ

gd

, ρρρ =

(
1
gd

2ϑm

gd

)
, $ =

|ġd|
2g2

d
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和

ηηηk =

(
α1,k|ekθ̂k|+ α2,k|ėkθ̂k|

α1,k|ek|
g1,k

+ α2,k|ėk|
g1,k

)

其中, θ̂k 为 θ 的估计.
通过上面的推导, 我们可采取如下迭代学习控

制律:

uk =− θ̂k − g2,k

g1,k

sgn(σk)ρ̂ρρ
T
kηηηk −

g2,k

g1,k

σk$̂k−
1

g1,k

β1,ksgn(σk)|ek| − 1
g1,k

β2,ksgn(σk)|ėk|−
c

g1,k

sgn(σk)|ėk| − 1
g1,k

sgn(σk)|ṙk| − bg2,k

g1,k

σk

(15)

其中, ρ̂ρρk 和 $̂k 分别为 ρρρ 和 $ 的估计, b > 0 为一
设计常数. 在完全限幅情形下, 各参数的估计分别由
如下更新律给出 (t ∈ [0, T ], k = 0, 1, 2, · · · )

θ̂k = satθ̄(θ̂∗k) (16)

θ̂∗k = satθ̄(θ̂∗k−1) + γ1σk (17)

ρ̂ρρk = satρ̄ρρ(ρ̂ρρ
∗
k) (18)

ρ̂ρρ∗k = satρ̄ρρ(ρ̂ρρ
∗
k−1) + γ2|σk|ηηηk (19)

$̂k = sat$̄($̂∗
k) (20)

$̂∗
k = sat$̄($̂∗

k−1) + γ3σ
2
k (21)

其中, γ1 > 0, γ2 > 0 和 γ3 > 0 为参数更新增益, 其
值越大, 参数估值每次更新的幅度也就越大; sat 为
饱和函数, 其定义及性质见文献 [20], θ̄、̄ρρρ 和 $̄ 分

别为各参数估计的限幅值. 这里, 假定各参数真值都
处于限幅值之间, 且当 k = −1 时, θ̂k = 0, ρ̂ρρk = 0,
$̂k = 0.

3 性能分析

对于所设计的控制律及参数更新律, 本节对闭
环系统的收敛性和稳定性进行分析.
考虑下述 Lyapunov-like 函数

Lk =Vk +
1

2γ1

∫ t

0

θ̃2
kds +

1
2γ2

∫ t

0

ρ̃ρρT
k ρ̃ρρkds+

1
2γ3

∫ t

0

$̃2
kds (22)

其中, θ̃k = θ − θ̂k, ρ̃ρρk = ρρρ− ρ̂ρρk, $̃k = $ − $̂k. 在

假设 3 下, 可将 ∆Lk = Lk − Lk−1 表达为

∆Lk =
∫ t

0

V̇kds− Vk−1+

1
2γ1

∫ t

0

(θ̃2
k − θ̃2

k−1)ds+

1
2γ2

∫ t

0

(ρ̃ρρT
k ρ̃ρρk − ρ̃ρρT

k−1ρ̃ρρk−1)ds+

1
2γ3

∫ t

0

($̃2
k − $̃2

k−1)ds (23)

应用控制律 (15), 可将式 (14) 写成

V̇k ≤gk

gd

σk

(
δk

gk

+
cėk

gk

+
ṙk

gk

+ u1,k

)
+ σkθ̃k+

gk − gd

gd

σkθ̃k +
ϑmα1,k

g2
d

|σkek|+
ϑmα2,k

g2
d

|σkėk|+ |ġd|
2g2

d

σ2
k (24)

其中

u1,k =− g2,k

g1,k

sgn(σk)ρ̂ρρ
T
kηηηk −

g2,k

g1,k

σk$̂k−
1

g1,k

β1,ksgn(σk)|ek| − 1
g1,k

β2,ksgn(σk)|ėk|−
c

g1,k

sgn(σk)|ėk| − 1
g1,k

sgn(σk)|ṙk| − bg2,k

g1,k

σk

同样, 由式 (3) 可知

V̇k ≤gk

gd

σk

(
δk

gk

+
cėk

gk

+
ṙk

gk

+ u1,k

)
+

σkθ̃k +
α1,k

gd

|σkekθ̃k|+ α2,k

gd

|σkėkθ̃k|+
ϑmα1,k

g2
d

|σkek|+ ϑmα2,k

g2
d

|σkėk|+ |ġd|
2g2

d

σ2
k (25)

借助于式 (13) 易得

|θ̃k| ≤ ϑm

g1,k

+ |θ̂k| (26)

利用式 (26) 和式 (25) 可写成
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V̇k ≤gk

gd

σk

(
δk

gk

+
cėk

gk

+
ṙk

gk

+ u1,k

)
+

σkθ̃k +
α1,k

gd

|σkekθ̂k|+ α2,k

gd

|σkėkθ̂k|+
2ϑmα1,k

gdg1,k

|σkek|+ 2ϑmα2,k

gdg1,k

|σkėk|+ |ġd|
2g2

d

σ2
k ≤

gk

gd

σk

(
δk

gk

+
cėk

gk

+
ṙk

gk

+ u1,k

)
+

σkθ̃k +
|σk|
gd

(
α1,k|ekθ̂k|+ α2,k|ėkθ̂k|

)
+

2ϑm|σk|
gd

(
α1,k|ek|

g1,k

+
α2,k|ėk|

g1,k

)
+
|ġd|
2g2

d

σ2
k ≤

gk

gd

σk

(
δk

gk

+
cėk

gk

+
ṙk

gk

+ u1,k

)
+

σkθ̃k + ρρρTηηηk|σk|+ $σ2
k (27)

考查式 (23) 中等号右边第二项

θ̃2
k − θ̃2

k−1 =− 2θ̃k(θ̂k − θ̂k−1)− (θ̂k − θ̂k−1)2 =

− 2θ̃k(θ̂∗k − θ̂k−1) + 2θ̃k(θ̂∗k − θ̂k)−
(θ̂k − θ̂k−1)2 (28)

借助文献 [12] 中的引理 2.1 可知

(θ − satθ̄(θ̂∗k))(θ̂
∗
k − satθ̄(θ̂∗k)) ≤ 0 (29)

由式 (16) 及式 (28), 可得

θ̃2
k − θ̃2

k−1 ≤ −2θ̃k(θ̂∗k − θ̂k−1) (30)

同样, 可得如下两式

ρ̃ρρT
k ρ̃ρρk − ρ̃ρρT

k−1ρ̃ρρk−1 ≤ −2ρ̃ρρT
k (ρ̂ρρ∗k − ρ̂ρρk−1) (31)

$̃2
k − $̃2

k−1 ≤ −2$̃k($̂∗
k − $̂k−1) (32)

将式 (27)、(30)∼ (32) 代入式 (23):

∆Lk ≤
∫ t

0

gk

gd

σk

(
δk

gk

+
cėk

gk

+
γ̇k

gk

+ u1,k

)
ds+

∫ t

0

(σkθ̃k + ρρρTηηηk|σk|+ $σ2
k)ds−

1
γ1

∫ t

0

θ̃k(θ̂∗k − θ̂k−1)ds−
1
γ2

∫ t

0

ρ̃ρρT
k (ρ̂ρρ∗k − ρ̂ρρk−1)ds−

1
γ3

∫ t

0

$̃k($̂∗
k − $̂k−1)ds− 1

2gd

σ2
k−1 (33)

由参数更新律可知, ρ̂ρρT
kηηηk ≥ 0, $̂k ≥ 0, 且

gkg2,k

gdg1,k
≥ 1. 这样, 可将式 (33) 写成

∆Lk ≤
∫ t

0

(
δk

gd

σk +
cėk

gd

σk +
ṙk

gd

σk

)
ds−

∫ t

0

(
gkβ1,k

g1,kgd

|σkek|+ gkβ2,k

g1,kgd

|σkėk|
)

ds−
∫ t

0

(
cgk

g1,kgd

|σkėk|+ gk

g1,kgd

|σkṙk|
)

ds−

b

∫ t

0

σ2
kds− 1

2gd

σ2
k−1 (34)

由于 gk/g1,k ≥ 1, 利用假设 2, 得

∆Lk ≤
∫ t

0

(
cėk

gd

σk +
ṙk

gd

σk

)
ds−

∫ t

0

(
cgk

g1,kgd

|σkėk|+ gk

g1,kgd

|σkṙk|
)

ds−

b

∫ t

0

σ2
kds− 1

2gd

σ2
k−1 (35)

同样由 gk/g1,k ≥ 1, 易知

∆Lk ≤ − 1
2gd

σ2
k−1 (36)

下面给出闭环系统的收敛性结果.
定理 1. 对于满足假设 1∼ 3的系统 (1),采用控

制律 (15) 以及参数更新律 (16)∼ (21), 可以保证系
统中的所有变量在 [0, T ] 上一致有界; 且当 k → ∞
时, σk(t) 在 [0, T ] 上一致收敛于 0.
证明. 首先对 L0 求导:

L̇0 =V̇0 +
1

2γ1

θ̃2
0 +

1
2γ2

ρ̃ρρT
0 ρ̃ρρ0 +

1
2γ3

$̃2
0 ≤

θ̃0σ0 + ρ̃ρρT
0 ηηη0|σ0|+ $̃0σ

2
0+

1
2γ1

θ̃2
0 +

1
2γ2

ρ̃ρρT
0 ρ̃ρρ0 +

1
2γ3

$̃2
0 (37)

由于 θ̂−1 = 0, ρ̂ρρ−1 = 0, $̂−1 = 0, 结合式
(30)∼ (32),

L̇0 ≤ 1
2γ1

θ2 +
1

2γ2

ρρρTρρρ +
1

2γ3

$2 (38)

由 θ、ρρρ 和 $ 的有界性可知, L̇0 在 [0, T ] 内是有界
的, 因此, L0 在 [0, T ] 内是有界的. 由式 (36) 可知,
Lk(t) 在 [0, T ] 上一致有界. 由式 (22) 可得 σk(t)
在 [0, T ] 上的一致有界性. 因而, ek(t) 和 ėk(t) 在
[0, T ] 上同样是一致有界的. 进而, 由于 yd(t) 可导,
可知 xk(t) 和 vk(t) 在 [0, T ] 上是一致有界的. 由
于这里采用了完全限幅的参数学习机制, 故 θ̂k、ρ̂ρρk
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和 $̂k 一致有界. 由控制律 (15) 可以看出, uk(t) 在
[0, T ] 上是一致有界的.

为证明 σk(t) 的一致收敛性, 对式 (36) 进行累
加,

k∑
i=2

∆Li = Lk − L1 ≤ − 1
2gd

k−1∑
i=1

σ2
i (39)

由于 Lk(t) 在 [0, T ] 上一致有界, 利用级数收敛的必
要性条件, 当 k →∞ 时, σk(t) 在 [0, T ] 上逐点收敛
于 0.
由式 (9) 可知, σ̇k(t) 在 [0, T ] 上是一致有界

的, 故 σk(t) 在 [0, T ] 上等度连续. 根据引理 1, 当
k →∞ 时, σk(t) 在 [0, T ] 上一致收敛于 0. ¤
从控制律中不难看出, 由于使用符号函数

sgn(t), 控制量不可避免地会产生振荡现象. 振荡
是由初始误差导致的, 且随着 ek(0) 的减小而减弱.
由于初始修正作用的存在, 当 t > ∆ 时, ek(t) 和
ėk(t) 将会趋于 0, 且会随着迭代次数的增加而变得
越来越小, 同时, ṙk(t) = 0; 因而, 振荡现象便会消
除. 同时可看出, ∆ 的取值与初始阶段振荡之间的关
系: ∆ 越大, 控制量中用以克服初始误差的值就越
小, 相应地振荡也就越弱, 但实际完全跟踪的起始点
将会向后推移.

依据定理 1, 可直接得到 ek(t) 在 [∆, T ] 上的一
致收敛性. 本文所提出的控制方法适用于二阶非线
性不确定系统, 将这种学习控制方法推广到高阶系
统仍值得进一步研究.

4 仿真算例

考虑如下二阶非线性系统





ẋk = vk

v̇k =
g sin xk−ml cos2 vk sin xk

mc+m

l
(

4
3−

m cos2 xk
mc+m

) +
cos xk
mc+m

l
(

4
3−

m cos2 xk
mc+m

)uk

其中, xk 和 vk 分别是倒立摆的角位移和角速度,
xk(0) = 0.6 + 0.1(ε − 0.5) (ε 为 0 到 1 之间的
随机数), vk(0) = 0, g = 9.8m/s2 为重力加速度,
mc = 1 kg 为小车的质量, m = 0.1 kg 为摆的质量,
l = 0.6m 为摆长的一半, uk 为小车的推力. 参考信
号为 [−0.2 + cos(πt) − π sin(πt)]T, 可知每次迭代
时, [xk(0) vk(0)]T 并不等于 [0.8 0]T. 取

g1(xk, vk, t) = | cos xk|/(0.88 + 0.06 cos2 xk),
g2(xk, vk, t) = 1/(0.88 − 0.06), 满足假设 1.
取 α1(xk, vk, t) = 10, α2(xk, vk, t) = 0.5,
β1(xk, vk, t) = 1.5, β2(xk, vk, t) = 0, 满足假设 2.

采用控制律 (15) 以及参数更新律 (16)∼ (21)
进行仿真, 各参数取值为 b = 5, c = 8, d = 0.2,
∆ = 0.3, γ1 = γ2 = γ3 = 6, 设定系统在 [0, 2] 内重
复运行, 迭代 40 次后, 仿真结果如图 2∼ 5 所示. 其
中, 图 5 中的 Jk = maxt∈[∆,T ]|ek(t)| 表示在 [∆, T ]
上误差绝对值的最大值.

图 2 x 及参考轨迹 xd

Fig. 2 x and the reference trajectory xd

图 3 v 及参考轨迹 ẋd

Fig. 3 v and the reference trajectory ẋd

从仿真结果可以看出, 对于任意初态情形, 通过
引入初始修正作用, 可实现在预先指定区间上对期
望轨迹的完全跟踪, 图 2∼ 3 表明 PCT 跟踪性能,
初始修正作用能够有效地消除初始误差影响. 从图
4∼ 5 可以看到控制输入和迭代过程, 其中图 4 中的
控制量 u(t) 在初始阶段出现振荡现象; 由于初始修
正作用的存在, 当 t > ∆ 时, 振荡随即消除.

5 结论

为了提高任意初态下迭代学习控制系统的跟踪

性能, 需在控制方法中引入初始修正作用, 在预先指
定区间上获得完全跟踪, 即实现 PCT 跟踪性能. 本
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文针对一类非参数不确定系统, 在完全限幅学习机
制下, 设计了有限时间迭代学习控制器. 通过分析可
知, 所设计的学习控制器能够实现闭环系统中变量
的一致有界性以及跟踪误差的一致收敛性. 仿真结
果验证了这种控制方法能有效地解决任意初态下的

完全跟踪问题.

图 4 控制输入 u

Fig. 4 The control input u

图 5 指标 Jk

Fig. 5 The index Jk
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