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具有Markov跳跃参数的一类随机非线性系统逆最优增益设计

李桂林 1, 2 王传锐 1 季海波 1

摘 要 研究了一类随机非线性系统的逆最优增益设计问题, 系统中除了方差未知的Wiener 噪声之外, 还含有Markov 跳跃

参数. 首先, 给出此类系统逆最优增益设计问题可解的一个充分条件. 其次, 针对一类具有严格反馈形式的随机非线性系统, 利

用积分反推法, 给出了依概率全局渐近稳定和逆最优控制策略的设计方法. 其中, 所设计的 Lyapunov 函数和控制策略与模态

显式无关, 克服了由于Markov 跳跃模态引起的耦合项所带来的设计困难. 最后, 通过仿真验证了控制策略的有效性.
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Inverse Optimal Gain Assignment Control for a Class of Stochastic

Nonlinear Systems with Markovian Jump Parameters
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Abstract In this paper, the inverse optimal gain assignment problem for a class of stochastic nonlinear systems with

Markovian jump parameters is investigated. Firstly, a sufficient condition to solve this problem for Markovian jump

nonlinear systems with bounded indefinite Wiener noises is given. Then, the control strategies of global asymptotic

stability and inverse optimal stabilization in probability are presented for a class of strict feedback nonlinear systems. To

avoid dealing with the “interconnected” term caused by Markovian jump, the Lyapunov function and the controller are

designed to be independent of the regime. Finally, simulation verifies the effectiveness of the control algorithm.
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Markov 跳跃系统的状态向量包括状态 (State)
和模态 (Regime) 两部分, 各模态之间的转移是随机
的, 服从Markov 过程. 在许多结构或参数常会发生
无法预知变化的实际系统中, Markov 跳跃模型有着
广泛的应用. 因此, Markov 跳跃系统一直受到控制
界的普遍关注, 并在其线性系统稳定性分析和控制
方面取得了一系列的成果[1−7]. 然而, 对Markov 跳
跃非线性系统的研究目前仍多为稳定性分析[8−9] 而

非控制器设计, 因为在用 Lyapunov 函数作用无穷
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小算子时, 出现了由于 Markov 跳跃引起的耦合项,
给设计带来了本质困难. 例如, 文献 [10] 研究了一类
二维 Markov 时滞跳跃系统的镇定控制, 但它同时
也指出, 由于耦合项的影响, 该方法不适用于一般 n

维严格反馈 Markov 跳跃时滞系统. 为了处理耦合
项, 文献 [11−12] 要求 Markov 过程具有平稳分布,
并且初始分布要恰好是此平稳分布, 但这一假设具
有一定的局限性, 实际中难以应用.
非线性系统的最优控制问题通常都归结于求解

Hamilton-Jacobi-Isaacs (HJI) 偏微分方程, 而在许
多情况下, HJI 方程难于求解或无解, 因此, 文献
[13] 提出逆最优控制问题, 利用控制 Lyapunov 函
数 (Control Lyapunov function, CLF), 把对 HJI
方程的求解转变为寻求闭环系统的 CLF. 逆最优控
制从理论上解决了非线性系统的全局稳定与全局优

化问题[14],因此,对非线性系统逆最优控制的研究受
到了广泛的关注. 文献 [15] 研究了具有确定扰动的
非线性系统逆最优增益设计问题, 文献 [16] 讨论了
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具有Markov 跳跃参数以及确定扰动的非线性系统
逆最优增益设计问题. 对于随机非线性系统, 常假定
系统受到的随机扰动是Wiener 过程, 而对Wiener
随机系统进行控制设计存在一个难点在于, 在随机
控制 Lyapunov 分析中出现了 Hessian 函数矩阵的
二阶项. 文献 [17] 最早研究了随机控制 Lyapunov
函数, 将 Sontag 一般镇定公式推广到随机非线性系
统, 文献 [18−19] 将逆最优控制引入到随机非线性
系统, 解决了随机严格反馈非线性系统的镇定与逆
最优增益设计问题. 文献 [20] 研究了随机非线性系
统的零和微分对策也即逆最优控制问题.

在实际情形中, 非线性系统往往既含有随机扰
动又符合Markov 跳跃模型, 目前, 对此类系统的逆
最优控制设计研究较少. 基于此, 本文讨论同时具有
随机扰动和Markov 跳跃参数的非线性系统逆最优
增益设计问题. 首先将文献 [18] 中的逆最优增益设
计问题可解的定义扩展到具有Markov 跳跃参数的
随机非线性系统, 然后给出 Markov 跳跃非线性系
统在未知方差Wiener 噪声作用下, 逆最优增益设计
问题可解的一个充分条件; 接下来应用积分反推法,
给出了一类严格反馈Markov 跳跃随机非线性系统
的依概率全局渐近稳定和逆最优控制策略的设计方

法. 在控制策略的设计过程中, 为了去除对Markov
过程的一些约束条件 (如文献 [11−12]), 文中构造了
一个与模态显式无关的 Lyapunov 函数, 以满足不
同模态下的函数稳定要求. 另外, 以往绝大多数关于
Markov 跳跃系统的相关工作均要求模态的转移概
率完全或部分已知, 而本文设计的控制策略与模态
的转移概率无关, 具有在模态及转移概率未知的情
况下依然有效的优势.

1 问题描述

对本文使用的记号做如下约定: R 表示实数集,
R+ 表示非负实数集, Rn 表示 n 维实 Euclidean 空
间. 对一个向量或矩阵 A, |A| 表示 Euclidean 范
数 (2-范数). 若 A 为方阵, tr(A) 为 A 的迹. 对任
意对称矩阵 A, 存在一个正交阵 Q 使得 QAQT =
diag{a1, a2, · · · , an}, a1 ≥ a2 ≥ · · · ≥ an 和一个常

数 k (0 ≤ k ≤ n) 使得 ak ≥ 0, ak+1 ≤ 0 (a0 = 1,
an+1 = −1), 我们用 p(A) 来代表 QTdiag{a1, · · · ,
ak, 0, · · · , 0}Q. ∀x, y ∈ R, x∧ y = min{x, y}. (Ω,
F , {Ft}t≥0, P ) 表示全概率空间, 其中, Ω 为样本空
间, F 为 σ−代数, P 为概率测度. E 表示求期望
算子. C2,1(Rn × R+ × S;R+) 为所有定义在 Rn

× R+ × S 上的满足对 xxx, t 分别是二次和一次连续

可微的非负函数 V (xxx, t, i) 的集合, 其中 S = {1, 2,

· · · , N}, N 是正整数. LfV 表示沿着方向 f 函数

V 的导数. 一个连续函数 α : [0,∞) → [0,∞) 被称
为属于 K∞ 类函数, 如果它严格递增, α(0) = 0 且
当 r →∞ 时, α(r) →∞. 对于函数 γ(·) ∈ K∞, 若
其导数 γ ′(·) ∈ K∞ , `γ(r) 是 Legendre-Fenchel 变
换满足[18]

`γ(r) = r(γ ′)−1(r)− γ
(
(γ ′)−1(r)

)
=∫ r

0

(γ ′)−1(s)ds (1)

且 `γ(r) ∈ K∞.
首先考虑一般具有Markov 跳跃参数的 n 维随

机非线性系统

dxxx(t) = fff(xxx, t, rt,uuu)dt +

g(xxx, t, rt,uuu)dwww(t), t ≥ 0 (2)

其中, xxx ∈ Rn, uuu ∈ Rm 分别表示系统的状态和输

入, 初始值 xxx0 ∈ Rn, 噪声干扰 www 是定义在全概率

空间 (Ω,F , {Ft}t≥0, P ) 上的 r 维Wiener 过程, 记
增量 dwww 的协方差为 ΣΣTdt, 即均值 E{dwwwdwwwT} =
Σ(t)Σ(t)Tdt, 其中 Σ(t) 是一个非负定, 未知有界的
函数矩阵. 跳跃模态 rt 是取值于离散有限状态空间

S 上的连续时间 Markov 过程, 转移概率矩阵 P =
{pij} 为

pij = P (rt+h = j|rt = i) ={
πijh + o(h), j 6= i

1 + πiih + o(h), j = i

式中, h > 0, o(h) 表示比 h 高阶的无穷小量, πij ≥
0, i 6= j 表示从模态 i 转移到模态 j 的速率, πii =
−∑N

j=1,j 6=i πij. 假定Markov 过程 rt 与Wiener 过
程www(t) 相互独立. 对任意给定的 i ∈ S, 函数 fff : Rn

× R+×S×Rm → Rn 和 g : Rn×R+×S×Rm →
Rn×r 是光滑的. 对 V (xxx(t), t, rt) ∈ C2,1(Rn×R+×
S; R+), 定义广义无穷小算子

LV (xxx, t, i) =
∂V (xxx, t, i)

∂t
+

∂V (xxx, t, i)
∂xxx

fff(xxx, t, i,uuu) +
N∑

j=1

πijV (xxx, t, j)+

1
2
tr
[
ΣT(t)gT(xxx, t, i,uuu)

∂2V (xxx, t, i)
∂xxx2

g(xxx, t, i,uuu)Σ(t)
]

特别地, 当函数 V 与模态无关, 即 V (xxx, t, i) =
V (xxx, t), i = 1, · · · , N 时, 有

∑N

j=1 πijV (xxx, t) = 0.
若 τ1, τ2 是两个有界停时, 且满足 0 ≤ τ1 ≤ τ2,

V , LV 在 t ∈ [τ1, τ2] 上几乎处处有界, 根据文献 [2]
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中引理 1.9 可知 EV (xxx(τ2), τ2, rτ2) = EV (xxx(τ1), τ1,
rτ1) + E

∫ τ2

τ1
LV (xxx(s), s, rs)ds.

下面给出本文在证明过程中将用到的两个引理

(Young 不等式) 以及随机 LaSalle 定理.
引理 1[21]. 对于函数 γ(·) ∈ K∞, 若其导数

γ ′(·) ∈ K∞, `γ(r) 是 Legendre-Fenchel 变换, 则对
∀xxx,yyy ∈ Rn, 有如下不等式成立:

xxxTyyy ≤ γ(|xxx|) + `γ(|yyy|)
当且仅当 yyy = γ ′(|xxx|) xxx

|xxx| , 即 xxx = (γ ′)−1(|yyy|) yyy
|yyy| 时,

上式等号成立.
引理 2[15]. 对 ∀xxx,yyy ∈ Rn, 有如下不等式成立:

xxxTyyy ≤ εp

p
|xxx|p +

1
qεq |yyy|q

其中, ε > 0, 常数 p > 1, q > 1, 且 (p− 1)(q− 1) =
1.
定理 1 ( 随机 LaSalle 定理)[15]. 对于随机系

统 (2), 假设存在正定、渐小且径向无界的二阶连续
可微函数 V (xxx), 以及连续的非负函数W (xxx) ≥ 0, 使
得 V (xxx) 沿随机系统 (2), 有:

LV =
∂V

∂xxx
fff(xxx) +

1
2
tr

{
ΣTgT ∂2V

∂xxx2
gΣ

}
≤ −W (xxx)

成立,则系统 (2)在平衡点xxx = 0达到依概率全局一
致稳定, 且有渐近特性 P{limt→∞W (xxx) = 0} = 1.

2 随机逆最优增益设计

考虑如下的Markov 跳跃随机非线性系统:

dxxx = fff(xxx, rt)dt + h(xxx, rt)uuudt + g(xxx, rt)dwww (3)

其中, 各函数变量的定义同系统 (2), 光滑函数 fff, g

满足 fff(000, i) = 0, g(000, i) = 0, i = 1, · · · , N .
定义 1. 称系统 (3) 的随机逆最优增益设计问

题是可解的, 如果存在函数 γ1, γ2 ∈ K∞ 且其导数
γ′1, γ′2 ∈ K∞, 矩阵值函数 R(xxx, i), 满足对 ∀xxx, R =
RT > 0, 正定函数 l(xxx, i), 正定且径向无界的函数
S(xxx, i) ∈ C2,1(Rn × S;R+), 和处处连续的控制策
略 uuu = ααα(xxx, rt) (ααα(000, i) = 0, i = 1, · · · , N), 使得系
统 (3) 是依概率全局渐近稳定的, 并使性能指标

J(uuu) =

sup
ΣΣT∈D

{
lim
t→∞

E
[
S(xxx, rt) +

∫ t

0

(
l(xxx(τ), rτ )+

γ2

(∣∣∣R 1
2 (xxx(τ), rτ )uuu

∣∣∣
)
− γ1

(∣∣ΣΣT
∣∣
F
) )

dτ

]}

(4)

达到极小. 其中 D 是局部有界函数的集合.
定理 2. 考虑控制策略

uuu = ααα(xxx, rt) = −R−1(LhV )T
`γ2(|LhV R− 1

2 |)
|LhV R− 1

2 |2 (5)

这里 V (xxx, rt) ∈ C2,1 (Rn×S;R+) 是备选的正定且
径向无界的 Lyapunov函数,函数 γ1(·), γ2(·) ∈ K∞,
其导数 γ′1(·), γ′2(·) ∈ K∞, 矩阵值函数 R(xxx, i), 满足
对 ∀xxx, R = RT > 0, 及如下辅助系统:

dxxx = fff(xxx, rt)dt + h(xxx, rt)uuudt + g(xxx, rt)dw̄ww (6)

其中, w̄ww 为 r 维Wiener 噪声, 具有协方差

Σ̄Σ̄T = 2p

(
gT ∂2V

∂xxx2
g

) `γ1

(∣∣∣∣p
(

gT ∂2V

∂xxx2
g

)∣∣∣∣
F

)

∣∣∣∣p(gT
∂2V

∂xxx2
g)

∣∣∣∣
2

F
(7)

对所给定的 Lyapunov 函数 V (xxx, rt), 如果在控制策
略 (5) 下, 辅助系统 (6) 依概率全局渐近稳定, 则控
制策略

uuu∗ = ααα∗(xxx, rt) =

− β

2
R−1(LhV )T

(γ ′
2)
−1(|LhV R− 1

2 |)
|LhV R− 1

2 |2 (8)

其中, β ≥ 2, 通过最小化性能指标函数

J(uuu) = sup
ΣΣT∈D

{
lim
t→∞

E
[
2βV (xxx, rt)+

∫ t

0

(
l(xxx(τ), rτ )+

β2γ2

(
2
β

∣∣∣R 1
2 (xxx(τ), rτ )uuu

∣∣∣
)
−

βλγ1

( |ΣΣT|F
λ

))
dτ

]}
, λ ∈ (0, 2] (9)

其中,

l(xxx, rt) = 2β

[
`γ2

(∣∣∣LhV R− 1
2

∣∣∣
)
− LfffV −

`γ1

(∣∣∣∣p(gT ∂2V

∂xxx2
g)

∣∣∣∣
F

)
−

N∑
j=1

πrtjV (xxx, j)
]
+

β(2− λ)`γ1

(∣∣∣∣p(gT ∂2V

∂xxx2
g)

∣∣∣∣
F

)
+

β(β − 2)`γ2

(∣∣∣LhV R− 1
2

∣∣∣
)

(10)

使得系统 (3) 的随机逆最优增益设计问题是可解的.
证明. 由式 (1) 知, 在控制策略 (5) 中, 分式

`γ2(|LhV R−1/2|)
|LhV R−1/2|2 在奇点 (分母为零) 极限存在[19], 因
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此方程 (5) 是有意义的. 因为控制策略 (5) 使系统
(6) 和 (7) 依概率全局渐近稳定, 则存在一个连续
正定的函数W : Rn → R+ 使得 LV |(5) = LfffV +

(LhV )α+ 1
2
tr

{
Σ̄TgT ∂2V

∂xxx2 gΣ̄
}

+
∑N

j=1 πrtjV (xxx, j) =

LfffV + `γ1

(∣∣∣p
(
gT ∂2V

∂xxx2 g
)∣∣∣
F

)
− `γ2(|LhV R−1/2|) +

∑N

j=1 πrtjV (xxx, j) ≤ −W (xxx, rt). 依据文献 [2] 中定
理 3.19 知, 系统 (6) 有一个几乎处处唯一解. 因为
l(xxx, rt) ≥ 2βW + β(2 − λ)`γ1

(∣∣∣p(gT ∂2V
∂xxx2 g)

∣∣∣
F

)
+

β(β − 2)`γ2

(∣∣LhV R−1/2
∣∣), 且 W (xxx, rt) 正定, β ∈

[2,∞), λ ∈ (0, 2], `γ1, `γ2 ∈ K∞, 所以 l(xxx, rt) 正
定.
在开始证明控制策略 uuu∗ 最小化性能指标 J(uuu)

之前, 先说明它是能稳的. 由式 (1) 可以得到:

LV |(8) =
1
2
tr

{
Σ̄TgT ∂2V

∂xxx2
gΣ̄

}
+

N∑
j=1

πrtjV (xxx, j)+

LfV − β

2

∣∣∣LhV R− 1
2

∣∣∣(γ ′
2)
−1

(∣∣∣LhV R− 1
2

∣∣∣
)

=

1
2
tr

{
Σ̄TgT ∂2V

∂xxx2
gΣ̄

}
+

N∑
j=1

πrtjV (xxx, j)+

LfV − β

2

[
`γ2

(∣∣∣LhV R− 1
2

∣∣∣
)

+

γ2

(
(γ ′

2)
−1

(∣∣∣LhV R− 1
2

∣∣∣
))]

≤
LV |(5) < 0, ∀xxx 6= 0 (11)

则控制策略 uuu∗ 可以保证系统 (6) 和 (7) 依概率全局
渐近稳定.
下面证明逆最优可解. 令 k 为一正整数, 定义停

时 ηk = inf{t ≥ 0 : |xxx(t)| ≥ k}. 令 tk = min{t, ηk},
∀ t ≥ 0, 则 V,LV 在 t ∈ [0, tk] 上几乎处处有界,
依据文献 [2] 中定理 3.19, limk→∞ ηk = ∞, 因此,
limk→∞ tk = t.将 l(xxx, rt)和控制策略uuu∗ 带入 J(uuu),
可得:

J(uuu) = sup
ΣΣT∈D

{
lim
t→∞

lim
k→∞

E
[
2βV (xxx(tk), rtk

) +

∫ tk

0

(
l(xxx, rτ )− βλγ1

( |ΣΣT|F
λ

)
+

β2γ2

(
2
β

∣∣∣R 1
2 (xxx(τ), rτ )uuu

∣∣∣
))

dτ

]}
=

sup
ΣΣT∈D

{
lim
t→∞

lim
k→∞

E [2βV (xxx(0), r0) +

∫ tk

0

(
2βLV |(3) + l + β2γ2

(
2
β

∣∣∣R 1
2uuu

∣∣∣
)
−

βλγ1

( |ΣΣT|F
λ

))
dτ

]}
=

sup
ΣΣT∈D

{2βV (xxx(0), r0)+

lim
t→∞

lim
k→∞

E
∫ tk

0

[
β2γ2

(
2
β

∣∣∣R 1
2uuu

∣∣∣
)
−

βλγ1

( |ΣΣT|F
λ

)
+ 2βLhV uuu +

β2`γ2

(∣∣∣LhV R− 1
2

∣∣∣
)
− βλ`γ1

(∣∣∣∣p(gT ∂2V

∂xxx2
g)

∣∣∣∣
F

)
+

βtr
{

ΣTgT ∂2V

∂xxx2
gΣ

}]
dτ

}
(12)

依据 Young 不等式 (引理 1), 有:

− 2βLhV uuu = β2

(
2
β

R
1
2uuu

)T (
−R− 1

2 (LhV )T
)
≤

β2`γ2

(∣∣∣LhV R− 1
2

∣∣∣
)

+ β2γ2

(
2
β

∣∣∣R 1
2uuu

∣∣∣
)

及

βtr
{

ΣTgT ∂2V

∂xxx2
gΣ

}
≤

βtr
{

ΣTp(gT ∂2V

∂xxx2
g)Σ

}
≤

βλ`γ1

(∣∣∣∣p(gT ∂2V

∂xxx2
g)

∣∣∣∣
F

)
+ βλγ1

( |ΣΣT|F
λ

)

成立, 且当下式满足时, 上式等号成立:

uuu∗ = −β

2
R−1(LhV )T

(γ′2)
−1(|LhV R− 1

2 |)
|LhV R− 1

2 | (13)

(ΣΣT)∗ = λ(γ′1)
−1×

(∣∣∣∣p(gT ∂2V

∂xxx2
g)

∣∣∣∣
F

) p

(
gT ∂2V

∂xxx2
g

)

∣∣∣∣p
(

gT
∂2V

∂xxx2
g

)∣∣∣∣
F
(14)

这里称由式 (14) 给出的为 “最坏情况” 未知协方差.
在控制策略 uuu = uuu∗ 时, 式 (9) 达到极小, 且 J(uuu∗)
= minuuu J(uuu) = 2βV (xxx(0), r0).

为了满足定义 1 的要求, 下面只需要证明控制
策略 uuu∗ 是连续的, 并且 uuu∗(000, rt) = 0. 由 uuu∗ 的表达
式可知, uuu∗(000, rt) = 0. 因为 ∂V

∂xxx
(000, rt) = 0, 且

lim∣∣∣ ∂V
∂xxx hR−

1
2

∣∣∣→0

|uuu∗(xxx, rt)| ≤
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lim∣∣∣ ∂V
∂xxx hR−

1
2

∣∣∣→0

{∣∣∣R− 1
2

∣∣∣ (γ′2)
−1

(∣∣∣∣
∂V

∂xxx
hR− 1

2

∣∣∣∣
)}

= 0

则 uuu∗(xxx, rt) 是处处连续的. ¤
定理 2 中的 β 代表了系统的设计自由度, λ 则

表明所给出的 J(uuu) 是一类性能指标函数.
注 1. 这里需要指出, 在文献 [18] 中, 作者在研

究逆最优增益设计时, 给出的辅助系统的未知噪声

的协方差为 Σ̄Σ̄T = 2gT ∂2V
∂xxx2 g

`γ1(
∣∣∣gT ∂2V

∂xxx2 g
∣∣∣
F

)

|gT ∂2V
∂xxx2 g|F

, 然而此

项不一定是半正定的, 由此, 本文引入 p(A) (简写

为 p), 令 Σ̄Σ̄T = 2p
(
gT ∂2V

∂xxx2 g
) `γ1(

∣∣∣gT ∂2V
∂xxx2 g

∣∣∣
F

)

|gT ∂2V
∂xxx2 g|F

, 以保

证满足半正定的条件.

3 严格反馈系统设计

考虑如下严格反馈型随机Markov 跳跃系统:

dxi = xi+1dt + gggT
i (x̄xxi, rt)dwww, i = 1, · · · , n− 1

dxn = udt + gggT
n(x̄xxn, rt)dwww (15)

其中, x̄xxn = [x1, · · · , xn]T ∈ Rn, u ∈ R 分别为系统
的状态和输入信号. gggi : Rn×S → Rr, i = 1, · · · , n,
是光滑非线性函数向量.

为了寻找解系统 (15) 逆最优增益设计问题的控
制策略, 首先令 γ1(r) = 1

2
r2, γ2(r) = 1

4
r4, 并给出辅

助系统

dxxx = fff(xxx)dt + hhhudt + gdw̄ww (16)

其中, xxx = [x1, · · · , xn], fff(xxx) = [x2, · · · , xn, 0]T,

hhh = [0, · · · , 0, 1]T, g = [ggg1(x̄xx1, rt), · · · , gggn(x̄xxn,

rt)]T, Σ̄ 是一个 r 维的Wiener 过程, 具有协方差

Σ̄Σ̄T = 2p

(
gT ∂2V

∂xxx2
g

) `γ1

(∣∣∣∣p(gT ∂2V

∂xxx2
g)

∣∣∣∣
F

)

∣∣∣∣p(gT
∂2V

∂xxx2
g)

∣∣∣∣
2

F

=

p

(
gT ∂2V

∂xxx2
g

)
(17)

依据定理 2, 我们要设计形如下式的光滑控制策
略:

u =−R−1(LhhhV )T
`γ2(|LhhhV R− 1

2 |)
|LhhhV R− 1

2 |2 =

− 3R−1(LhhhV )T

4|LhhhV R− 1
2 | 23 (18)

其中, R = RT > 0, 使得沿系统 (16), LV (xxx) 负定.

由于存在二阶微分项 ∂2V
∂xxx2 , 并为了克服耦合项

的影响, 选用与模态无关的 4 次 Lyapunov 函数

V (zzz) =
1
4

n∑
i=1

z4
i (x1, · · · , xi)

zi(x1, · · · , xi) = xi − αi−1(x1, · · · , xi−1),

i = 1, · · · , n (19)

式中, zzz = [z1, · · · , zn], αi, i = 1, · · · , n− 1 是光滑
函数且 αi(000) = 0. 为记号方便, 约定 z0 = 0, α0 =
0, zn+1 = 0 且 αn = u. 利用 Itô 随机微分公式, 得
到:

dzi = d(xi − αi−1) =
(

xi+1 −
i−1∑
k=1

∂αi−1

∂xk

xk+1−

1
2

i−1∑
p,q=1

∂2αi−1

∂xp∂xq

gggT
p (Σ̄Σ̄T)gggq

)
dt +

(
gggT

i −
i−1∑
k=1

∂αi−1

∂xk

gggT
k

)
dw̄ww, i = 1, · · · , n

(20)

下面的任务是要选择合适的 αi(x̄xxi), 以使 LV ≤
−W (xxx). 沿着式 (20), V (zzz) 的广义无穷小算子为

LV =
n∑

i=1

z3
i

(
xi+1 −

i−1∑
k=1

∂αi−1

∂xk

xk+1−

1
2

i−1∑
p,q=1

∂2αi−1

∂xp∂xq

gggT
p (Σ̄Σ̄T)gggq

)
+

3
2

n∑
i=1

z2
i

(
gggi −

i−1∑
k=1

∂αi−1

∂xk

gggk

)T

×

Σ̄Σ̄T

(
gggi −

i−1∑
k=1

∂αi−1

∂xk

gggk

)
≤

n∑
i=1

z3
i

(
αi−

i−1∑
k=1

∂αi−1

∂xk

xk+1

)
+

n∑
i=1

z3
i zi+1 +

1
2

n∑
i=1

|zi|3
i−1∑

p,q=1

∣∣∣∣
∂2αi−1

∂xp∂xq

∣∣∣∣ |gggp||gggq||Σ̄Σ̄T|+

3
2

n∑
i=1

z2
i

(
gggi −

i−1∑
k=1

∂αi−1

∂xk

gggk

)T

×
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(
gggi −

i−1∑
k=1

∂αi−1

∂xk

gggk

)
|Σ̄Σ̄T| (21)

其中, zn+1 = 0, 利用 Young 不等式 (引理 2), 式
(21) 变为

LV ≤
n∑

i=1

z3
i

(
αi −

i−1∑
k=1

∂αi−1

∂xk

xk+1

)
+

3
4

n∑
i=1

ε
4
3
i z4

i +
n∑

i=1

z4
i

4ε4
i−1

+

1
4

n∑
i=1

z6
i

i−1∑
p,q=1

(
∂2αi−1

∂xp∂xq

)2

gggT
p gggpggg

T
q gggq +

3
4

n∑
i=1

z4
i

((
gggi −

i−1∑
k=1

∂αi−1

∂xk

gggk

)T

×
(

gggi −
i−1∑
k=1

∂αi−1

∂xk

gggk

))2

+

1
4

n∑
i=1

i−1∑
p,q=1

|Σ̄Σ̄T|2 +
3
4

n∑
i=1

|Σ̄Σ̄T|2 =

n∑
i=1

z3
i

{
αi −

i−1∑
k=1

∂αi−1

∂xk

xk+1 +
3
4
ε

4
3
i zi +

zi

4ε4
i−1

+
1
4
z3

i

i−1∑
p,q=1

(
∂2αi−1

∂xp∂xq

)2

gggT
p gggpggg

T
q gggq +

3
4
zi




(
gggi −

i−1∑
k=1

∂αi−1

∂xk

gggk

)T

×

(
gggi −

i−1∑
k=1

∂αi−1

∂xk

gggk

))2


 +

(
n(n− 1)(2n− 1)

24
+

3
4
n

)
|Σ̄Σ̄T|2 =

z3
n

{
u−

n−1∑
k=1

∂αn−1

∂xk

xk+1 +
1

4ε4
n−1

zn +

1
4
z3

n

n−1∑
p,q=1

(
∂2αn−1

∂xp∂xq

)2

gggT
p gggpggg

T
q gggq +

3
4
zn




(
gggn −

n−1∑
k=1

∂αn−1

∂xk

gggk

)T

×

(
gggn −

n−1∑
k=1

∂αn−1

∂xk

gggk

))2


 +

n−1∑
i=1

z3
i

{
αi −

i−1∑
k=1

∂αi−1

∂xk

xk+1 +
3
4
ε

4
3
i zi +

zi

4ε4
i−1

+
1
4
z3

i

i−1∑
p,q=1

(
∂2αi−1

∂xp∂xq

)2

gggT
p gggpggg

T
q gggq +

3
4
zi




(
gggi −

i−1∑
k=1

∂αi−1

∂xk

gggk

)T

×

(
gggi −

i−1∑
k=1

∂αi−1

∂xk

gggk

))2


 +

(
n(n− 1)(2n− 1)

24
+

3
4
n

)
|Σ̄Σ̄T|2 (22)

其中, εi > 0, i = 1, · · · , n− 1, εn = 0, 且 ε0 = ∞.
因为 xk+1 = zk+1 + αk, k = 1, · · · , n− 1, 且 zzz

= 0 时, ak = 0, 则根据中值定理, 存在一个光滑的
函数 φk(x̄xxi), i = 1, · · · , n, 使得:

−
n−1∑
k=1

∂αn−1

∂xk

xk+1 =
n∑

k=1

φkzk (23)

存在正定矩阵 Hi(x̄xxi, rt), i = 1, · · · , n, 使得:

Σ̄Σ̄T = p(gT ∂2V

∂xxx2
g) ≤

n∑
i=1

z2
i Hi(x̄xxi, rt) (24)

将式 (23) 和 (24) 带入式 (22), 得:

LV ≤ z3
n

{
u +

n∑
k=1

φkzk +
1

4ε4
n−1

zn +

3
4
zn




(
gggn −

n−1∑
k=1

∂αn−1

∂xk

gggk

)T

×

(
gggn −

n−1∑
k=1

∂αn−1

∂xk

gggk

))2

+

1
4
z3

n

n−1∑
p,q=1

(
∂2αn−1

∂xp∂xq

)2

gggT
p gggpggg

T
q gggq

}
+

n−1∑
i=1

z3
i

{
αi −

i−1∑
k=1

∂αi−1

∂xk

xk+1 +
3
4
ε

4
3
i zi +

zi

4ε4
i−1

+
3
4
zi




(
gggi −

i−1∑
k=1

∂αi−1

∂xk

gggk

)T

×

(
gggi −

i−1∑
k=1

∂αi−1

∂xk

gggk

))2

+
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1
4
z3

i

i−1∑
p,q=1

(
∂2αi−1

∂xp∂xq

)2

gggT
p gggpggg

T
q gggq

}
+

(
n(n− 1)(2n− 1)

24
+

3
4
n

) ∣∣∣∣∣
n∑

i=1

z2
i Hi

∣∣∣∣∣

2

(25)

由 Young 不等式 (引理 2) 可得:

z3
n

n∑
k=1

φkzk ≤ 3
4
z4

n +
1
4
z4

n

n∑
k=1

φ4
k +

1
4

n−1∑
k=1

z4
k

且有:
∣∣∣∣∣

n∑
i=1

z2
i Hi

∣∣∣∣∣

2

≤ n

n∑
i=1

z4
i |Hi|2

则式 (25) 可进一步写为

LV ≤ z3
n

{
u +

3
4
zn +

1
4
zn

n∑
k=1

φ4
k +

1
4ε4

n−1

zn +

1
4
z3

n

n−1∑
p,q=1

(
∂2αn−1

∂xp∂xq

)2

gggT
p gggpggg

T
q gggq +

3
4
zn




(
gggn −

n−1∑
k=1

∂αn−1

∂xk

gggk

)T

×

(
gggn −

n−1∑
k=1

∂αn−1

∂xk

gggk

))2

+

(
n2(n− 1)(2n− 1)

24
+

3
4
n2

)
zn|Hn|2

}
+

n−1∑
i=1

z3
i

{
αi −

i−1∑
k=1

∂αi−1

∂xk

xk+1 +
3
4
ε

4
3
i zi +

zi

4ε4
i−1

+
1
4
zi +

1
4
z3

i

i−1∑
p,q=1

(
∂2αi−1

∂xp∂xq

)2

×

gggT
p gggpggg

T
q gggq +

3
4
zi




(
gggi −

i−1∑
k=1

∂αi−1

∂xk

gggk

)T

×

(
gggi −

i−1∑
k=1

∂αi−1

∂xk

gggk

))2

+

(
n2(n− 1)(2n− 1)

24
+

3
4
n2

)
zi

∣∣H2
i

∣∣
}

(26)

注意到函数 gggi(x̄xxi, rt), i = 1, · · · , n 以及矩阵 Hi =
Hi(x̄xxi, rt), i = 1, · · · , n 均与模态 rt 有关, 为了克服
模态的影响, 将式 (26) 变为

LV ≤ z3
n

{
u +

3zn

4
+

zn

4

n∑
k=1

φ4
k +

zn

4ε4
n−1

+

3
4
zn

N∑
l=1

((
gggn(l)−

n−1∑
k=1

∂αn−1

∂xk

gggk(l)
)T

×

(
gggn(l)−

n−1∑
k=1

∂αn−1

∂xk

gggk(l)
))2

+

1
4
z3

n

n−1∑
p,q=1

(
∂2αn−1

∂xp∂xq

)2

×

N∑
l=1

gggT
p (l)gggp(l)gggT

q (l)gggq(l)+

(
n2(n− 1)(2n− 1)

24
+

3
4
n2

)
zn×

N∑
l=1

|Hn|2(l)
}

+
n−1∑
i=1

z3
i

{
αi−

i−1∑
k=1

∂αi−1

∂xk

xk+1 +
3
4
ε

4
3
i zi +

zi

4ε4
i−1

+
zi

4
+

1
4
z3

i

i−1∑
p,q=1

(
∂2αi−1

∂xp∂xq

)2

×

N∑
l=1

gggT
p (l)gggp(l)gggT

q (l)gggq(l)+

3
4
zi

N∑
l=1

((
gggi(l)−

i−1∑
k=1

∂αi−1

∂xk

gggk(l)
)T

×

(
gggi(l)−

i−1∑
k=1

∂αi−1

∂xk

gggk(l)
))2

+

(
n2(n− 1)(2n− 1)

24
+

3
4
n2

)
zi

N∑
l=1

|Hi|2 (l)

}

(27)

由式 (27), 我们设计 αi, i = 1, · · · , n − 1 和控
制策略 u

αi =−
{

cizi −
i−1∑
k=1

∂αi−1

∂xk

xk+1 +
3
4
ε

4
3
i zi +

zi

4ε4
i−1

+
zi

4
+

1
4
z3

i

i−1∑
p,q=1

(
∂2αi−1

∂xp∂xq

)2

×

N∑
l=1

gggT
p (l)gggp(l)gggT

q (l)gggq(l)+
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3
4
zi

N∑
l=1

((
gggi(l)−

i−1∑
k=1

∂αi−1

∂xk

gggk(l)
)T

×

(
gggi(l)−

i−1∑
k=1

∂αi−1

∂xk

gggk(l)
))2

+

(
n2(n− 1)(2n− 1)

24
+

3
4
n2

)
zi

N∑
l=1

|Hi|2 (l)

}

(28)

u =−
{

cnzn +
3
4
zn +

1
4
zn

n∑
k=1

φ4
k +

1
4ε4

n−1

zn +
1
4
z3

n

n−1∑
p,q=1

(
∂2αn−1

∂xp∂xq

)2

×

N∑
l=1

gggT
p (l)gggp(l)gggT

q (l)gggq(l)+

3
4
zn

N∑
l=1

((
gggn(l)−

n−1∑
k=1

∂αn−1

∂xk

gggk(l)
)T

×

(
gggn(l)−

n−1∑
k=1

∂αn−1

∂xk

gggk(l)
))2

+

(
n2(n− 1)(2n− 1)

24
+

3
4
n2

)
zn×

N∑
l=1

|Hn|2(l)
}

=

− zn

{
cn +

3
4

+
1
4

n∑
k=1

φ4
k +

1
4ε4

n−1

+

1
4
z2

n

n−1∑
p,q=1

(
∂2αn−1

∂xp∂xq

)2

×

N∑
l=1

gggT
p (l)gggp(l)gggT

q (l)gggq(l)+

3
4

N∑
l=1

((
gggn(l)−

n−1∑
k=1

∂αn−1

∂xk

gggk(l)
)T

×

(
gggn(l)−

n−1∑
k=1

∂αn−1

∂xk

gggk(l)
))2

+

(
n2(n− 1)(2n− 1)

24
+

3
4
n2

)
×

N∑
l=1

|Hn|2(l)
}

= −M(xxx)zn (29)

其中, ci, i = 1, · · · , n 为正常数, M(xxx) 为连续且正
定的函数, 则 LV ≤ −∑n

i=1 ciz
4
i , 由式 (18) 可以得

到:

R =
(

4
3
M(xxx)

)− 3
2

(30)

定理 3. 对于严格反馈 Markov 跳跃随机非线
性系统 (15), 控制策略

u∗ = −β

2
R− 2

3 zn, β ≥ 2 (31)

其中, R = ( 4
3
M)−3/2, 解系统 (15) 的逆最优增益设

计问题; 选取 u = u∗ 以及未知协方差为 “最坏情况”
协方差

ΣΣT = λp

(
gT ∂2V

∂xxx2
g

)
, λ ∈ (0, 1] (32)

则对于适当设计的 Lyapunov 函数 V (xxx) (如上文中
的式 (19)), 闭环系统 (15) 和 (31) 的平衡点 xxx = 0
是依概率全局渐近稳定的.

证明. 选择 γ1(r) = 1
2
r2, γ2(r) = 1

4
r4, 根据式

(5), (8) 和 (29) 可得表达式 (31). 由上文设计的控
制策略 u 可以看出, M(xxx) 是一个连续且正定的函
数. 则由定理 2 知, 控制策略 (31) 通过最小化性能
指标 (9) 解决了系统 (15) 的随机逆最优增益设计问
题.

根据文中的构造, 有:

LV |(16) = LfffV + (LhhhV )α +

1
2
tr

{
Σ̄TgT ∂2V

∂xxx2
gΣ̄

}
=

LfffV +
1
2
tr

{
Σ̄TgT ∂2V

∂xxx2
gΣ̄

}
−R− 2

3 z4
n ≤

−
n∑

i=1

ciz
4
i

则当系统 (15) 的Wiener 噪声满足协方差 ΣΣT =
λp

(
gT ∂2V

∂xxx2 g
)
, λ ∈ (0, 1] 时, 在控制策略 (31) 下,

有:

LV |(15) = LfffV − β

2
R− 2

3 z4
n +

λ

2
tr

{
Σ̄TgT ∂2V

∂xxx2
gΣ̄

}
≤ −

n∑
i=1

ciz
4
i

成立, 其中, β ≥ 2, 0 ≤ λ ≤ 1. 则由定理 1 可知, xxx

= 0 是依概率全局稳定的平衡点. ¤
注 2. 本文没有对Markov 过程作与文献 [11−

12] 等类似的约束, 所得到的控制策略不显含跳跃模
态, 在模态或转移概率未知的情况下依然有效.
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4 仿真算例

考虑下列二阶Markov 跳跃随机非线性系统

dx1 = x2dt

dx2 = udt + g(x, rt)dw

并设 Markov 跳跃模 rt 的状态空间为 S = {1, 2},
其他参数为 π11 = π22 = −0.5, π12 = π21 = 0.5,
g(xxx, 1) = x1, g(xxx, 2) = x2.
注 3. 上述系统为 Van der Pol 方程和 Duffing

方程的推广, 可被用于实际的物理系统[22].
取 γ1(r) = 1

2
r2, γ2(r) = 1

4
r4, β = 2, λ = 1,

c2 = 1/2, Young 不等式中对应的 ε = 1. 则根
据第 3 节介绍的设计方法可计算控制策略及其他
参数 V (xxx) = 1

4
x4

1 + 1
4
z4
2 , α1(x1) = −x1, z2 = x2

− α1(x1) = x2 + x1, M(xxx) = 2 + 17
4
(x4

1 + x4
2),

u = −M(xxx)z2. 则由式 (9) 和 (10), 注意其中的∑N

j=1 πrtjV (xxx, j) = 0, 计算性能指标函数为

J(u) = sup
ΣΣT∈D

{
lim
t→∞

[
x4

1 + z4
2 +

∫ t

0

(283
64

M(xxx)z4
2 − 4(x3

1 + z3
2)x2−

9z4
2g

4(xxx, rτ )− 2γ1

(|ΣΣT|F
) )

dτ

]}

依据式 (14), 选择未知协方差为 “最坏情况” 协
方差, 即 ΣΣT(t) = 3z2

2g
2(xxx, rt) 以及初始条件 xxx(0)

= [0.5, 0.5], r0 = 2. 则系统仿真曲线如图 1 所示.
这里需要指出的是, 性能指标函数 J(u) 需要求期望
值, 而这在一次仿真中是不可能获得的. 为了进一
步说明本文所设计的逆最优控制策略在模态与转移

概率未知的情况下仍然有效, 图 2 给出在新的模态
转移概率 π11 = −0.3, π12 = 0.3, π21 = 0.7, π22 =
−0.7 下的仿真曲线. 对比图 1 和图 2 可以看出, 即
使模态转移概率发生了变化, 本控制策略同样能达
到预期的控制目标.

5 结论

本文讨论了 Markov 跳跃随机非线性系统的逆
最优增益设计问题. 给出了其可解的一个充分条件,
并进一步分析证明了严格反馈Markov 跳跃随机非
线性系统存在一个依概率全局渐近稳定的控制策略

使得系统的逆最优增益设计问题是可解的, 构造了
一个与系统模态显式无关的 Lyapunov 函数, 使用
积分反推法给出该系统的一个构造性解. 本设计的
关键是处理由 Markov 跳跃系统的模态带来的耦合

图 1 仿真曲线 1

Fig. 1 Simulation curve 1

图 2 仿真曲线 2

Fig. 2 Simulation curve 2

项以及由Wiener 噪声产生的 Hessian 函数矩阵二
阶项. 仿真结果表明, 所设计的逆最优控制策略具有
良好的控制效果.
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