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概率图模型学习技术研究进展

刘建伟 1 黎海恩 1 罗雄麟 1

摘 要 概率图模型能有效处理不确定性推理, 从样本数据中准确高效地学习概率图模型是其在实际应用中的关键问题. 概

率图模型的表示由参数和结构两部分组成, 其学习算法也相应分为参数学习与结构学习. 本文详细介绍了基于概率图模型网

络的参数学习与结构学习算法, 并根据数据集是否完备而分别讨论各种情况下的参数学习算法, 还针对结构学习算法特点的

不同把结构学习算法归纳为基于约束的学习、基于评分搜索的学习、混合学习、动态规划结构学习、模型平均结构学习和不完

备数据集的结构学习. 并总结了马尔科夫网络的参数学习与结构学习算法. 最后指出了概率图模型学习的开放性问题以及进

一步的研究方向.
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Abstract Probabilistic graphical models are powerful techniques to deal with uncertainty inference efficiently, and

learning probabilistic graphical models exactly and efficiently from data is the core problem to be solved for the application

of graphical models. Since the representation of graphical models is composed of parameters and structure, their learning

algorithms are divided into parameters learning and structure learning. In this paper, the parameters and structure

learning algorithms of probabilistic graphical models are reviewed. In parameters learning, the dataset is complete or

not is also considered. Structure learning algorithms are categorized into six principal classes according to their different

characteristics. The parameters and structure learning of Markov networks are also presented. Finally, the open problems

and a discussion of the future trend of probabilistic graphical models are given.
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概率图模型能简洁有效地表示变量间的相互关

系, 为不确定性推理体系提供强有力的工具, 近年来
已成为人工智能和机器学习的热门研究领域. 目前,
概率图模型已在图像分析、生物医学和计算机科学

等多个领域成功应用. 在利用概率图模型进行不确
定推理之前, 需要先根据领域知识构造出概率图模
型. 过去, 概率图模型的构造通常由领域专家利用专
业知识进行人工构造, 但是该过程耗时长而且实现
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过程复杂. 在当今的信息时代, 从样本数据中学习概
率图模型已成为主要的构造手段.
目前, 常用的概率图模型主要有贝叶斯网络

(Bayesian network, BN) 和马尔科夫网络 (Markov
network, MN). BN 是有向图模型, 而 MN 是无向
图模型, 两者的学习算法存在一定的区别. 由于概率
图模型的表示分参数表示和结构表示两个部分, 因
此学习算法也分为参数学习与结构学习两大类.

BN 的参数学习假设结构已知, 然后从样本数
据中学习每个变量的概率分布. 概率分布的形式一
般已预先指定, 如多项式分布、高斯分布和泊松分布
等, 只需利用一定的策略估计这些分布的参数. 学习
过程中需要注意样本数据集的观测程度. 若每一个
样本都是所有随机变量的充分观测样例, 则数据集
为完备数据集; 若样本中缺失某些变量的观测样例

或者存在不可能被观测的隐变量, 则数据集为不完
备数据集. 而不完备数据集的数据缺失假设有三种
情况: 随机缺失、完全随机缺失和非随机缺失. 根据
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数据集的不同观测情况, 相应的学习算法也有所不
同.

BN 的结构学习是贝叶斯网络学习的最主要部
分, 此时 BN 的参数与结构均未知, 需要从样本数据
中找到与数据匹配度最好的网络结构. 当确定网络
结构之后, 参数学习只是相对简单的参数估计问题.
结构学习的精度取决于其学习目标, 而学习目标主
要有两种: 知识发现和密度估计. 知识发现就是通过
研究所学结构的节点依赖性, 发现相关变量的依赖
关系. 这种依赖关系由结构中的边反映出来, 所以结
构学习越精确越好, 最好的情况就是能恢复真实结
构. 密度估计, 即估计真实分布的统计模型, 从而能
预测新观测数据的后验概率, 典型的如分类任务. 密
度估计需要结构对数据具有很好的泛化能力.
结构学习算法主要分为三类: 基于约束 (Con-

straint based, CB) 的学习算法、基于评分搜索
(Scoring and searching, SS) 的学习算法和混合学
习算法. CB 算法认为结构学习问题是约束满足
问题, 通过检验条件独立性 (Conditional indepen-
dence, CI) 来构建结构. SS 算法则把结构学习问题
表述为结构优化问题, 利用评分函数评价每个候选
结构, 然后搜索出分数最高的结构. CB 算法的实现
比较简单, 但是高阶 CI 检验很复杂并且结果不一定
可靠. 虽然 SS 算法是目前使用最为广泛的结构学习
算法, 可以灵活地把专家经验知识以结构先验概率
分布的形式融入到学习过程中, 并可处理不完备数
据情况, 但算法收敛速度慢, 计算复杂. 混合学习算
法把 CB 算法和 SS 算法结合起来, 充分利用两者的
优点, 可显著提高学习速度并可处理大型网络. 混合
学习算法一般先使用 CI 检验构造变量序列或缩减
搜索空间, 然后再通过 SS 算法进行结构学习.

除了这三类主要的结构学习算法外, 还有动态
规划结构学习、模型平均结构学习和不完备数据集

的结构学习等算法. 动态规划结构学习算法与 SS算
法很相似, 但不是使用搜索过程学习结构, 而是利用
动态规划寻找最优模型. 动态规划结构学习是求新
观测数据的后验概率预测值的精确方法, 而模型平
均则是估计新观测数据后验概率的近似方法. 模型
平均算法可返回多个模型, 而不是单个模型. 因为当
数据样本不足时很难选择出分数最高的模型, 若非
要选择一个相对较高分数的模型, 则这种选择带有
任意性, 缺乏对结构的置信度.

MN 的学习任务比 BN 的学习更加复杂. MN
的参数学习中, 其划分函数耦合了结构中的所有参
数, 使得参数学习问题不能分解, 不能分别独立估计
每个局部参数. 而且 MN 的最优参数没有解析解,
所以一般使用迭代方法求解最优参数, 如梯度下降
法. 庆幸的是, 迭代中的似然目标函数为凹函数, 迭

代方法能保证收敛至全局最优解. 但是迭代中的每
一步都需要在网络中进行推理, 使得计算成本相当
高. MN 的结构学习也需要计算划分函数, 所以其
参数学习存在的问题对结构学习有很大的影响. MN
的结构没有无环性约束, 能有效降低 BN 结构学习
过程中遇到的困难, 但MN 的结构学习要在网络上
执行推理, 其学习效率不高. MN 的结构学习也可采
用 CB 算法和 SS 算法.

本文对概率图模型的学习算法进行系统分类.
第 1 节先简单介绍 BN 和MN 的表示理论. BN 的
学习技术是目前最热门最广泛的研究内容, 所以第 2
节和第 3 节分别讨论 BN 的参数学习和结构学习算
法. 第 4 节分析马尔科夫网络的学习. 第 5 节则给
出概率图模型学习算法的新挑战, 而第 6 节指出概
率图模型学习的研究趋势. 最后, 第 7 节对本文进行
总结.

1 概率图模型

概率图模型结合图论与概率论来紧凑地描述多

元统计关系. 概率图模型有多种表示类型, 如贝叶
斯网络、马尔科夫网络、链图 (Chain graph, CG)、
暂态模型 (Temporal model, TM) 和概率关系模型
(Probabilistic relational model, PRM) 等. 虽然这
些表示类型各异, 但主要思想都是利用条件独立性
假设来对联合概率分布进行因式分解, 简化表示形
式和推理计算过程. 本文主要研究贝叶斯网络和马
尔科夫网络的学习算法, 因此下面对这两种网络进
行简单的介绍. 概率图模型更多的详细介绍可参考
文献 [1−2].

1.1 贝叶斯网络

BN 能够表示随机变量集 X = {X1, · · · , Xn}
的联合概率分布, 它由两个部分组成: 网络拓扑结构
和参数. BN 的结构为有向无环图 (Directed acyclic
graph, DAG), 节点表示变量, 有向边表示变量间的
条件依赖关系. BN 的参数是节点随机变量的条件概
率分布, 即已知父节点时该变量的条件概率分布. 根
据结构中隐含的独立性假设: 已知父节点时, Xi 与

其非子节点条件独立, 那么可以把联合概率分布分
解为多个条件概率分布的乘积:

P (X1, · · · , Xn) =
∏

i

P (Xi|PaXi
) (1)

其中, PaXi
表示变量 Xi 的父节点.

1.2 贝叶斯网络的应用

贝叶斯网络最早的应用之一是奥尔堡大学开发

的MUNIN 专家系统, 用于辅助肌电图的诊断, 通过
对人类神经肌肉系统建模, 能够处理多于 1 000 个变
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量之间的关系学习. 同期开发的 Hugin 专家系统则
通过比较直观和易于使用的界面利用 BN 进行医疗
诊断, MUNIN 和 Hugin 系统极大推动了概率图模
型的发展, 是 BN 在很多其他领域成功应用的基础.

由于BN的强大推理能力, BN已在众多领域获
得成功应用, 如医疗诊断、临床决策、生物信息学、
法医学、语音识别、风险分析和可靠性分析等. 文献
[3] 详细综述了 BN 在多个领域的实际应用示例, 并
针对每个领域给出具体的建模以及推理过程. 文献
[4] 给出了 BN 在法医学和基因学方面的应用综述,
归纳了 BN 在这两方面的应用发展. 而文献 [5] 综述
了 BN 近几年在可靠性分析、风险分析和机器维护
领域的应用.
随着 BN 的不断发展, 研究人员开发出很多 BN

的应用软件包. Korb和Nicholson的书[6] 对BN的
部分软件包进行了详细地比较. 目前, 关于 BN 的
学术类软件包主要有 Elvira[7]、BN PowerContruc-
tor[8]、BNT[9]、BUGS[10]、gr[11]、JavaBayes[12] 和

Tetrad[13] 等, 而商用型软件包主要有 Hugin[14]、

BayesiaLab[15] 和 Netica[16] 等.

1.3 马尔科夫网络

MN 是一类表示随机变量间对称影响关系的概
率图模型, 也是由拓扑结构和参数两部分组成. MN
的结构为无向图, 节点表示随机变量, 无向边表示变
量间的依赖关系. MN 的参数为因子集合, 每个因子
就是定义在无向图中某个团上的非负函数, 因子也
称为团的势函数. MN 结构中的变量可划分为多个
团, 那么联合概率分布可以分解为每个团的因子的
乘积:

P (X1, · · · , Xn) =
1
Z

m∏
k=1

φk(Ck) (2)

其中, m 为团数, φk 为第 k 个团的因子, Ck 为第 k

个团的随机变量集, Z =
∑

X1,··· ,Xn

∏m

k=1 φk(Ck)
为划分函数. 在学习任务中, MN 通常用对数线性模
型表示, 即每个因子表示为变量集的特征函数的指
数加权求和:

P (X1, · · · , Xn) =
1
Z

exp

(∑
i

ωifi(Ci)

)
(3)

特征函数 fi(Ci) 为变量集 Ci 的任意实值函数, ωi

为 fi(Ci) 的权值.

1.4 马尔科夫网络的应用

由于 MN 为非因果模型, 能够灵活地表示变量
间的相互作用, 因此MN 最常用于计算机视觉和图
像处理领域, 为像素点之间的关系建模. 目前, MN

的主要应用包括图像重构[17]、图像分割[18]、图像恢

复[19]、3D 视觉[20]、目标识别和目标匹配[21] 等. 文
献 [22] 总结了MN 在图像处理领域的多种应用, 给
出了MN 在图像分析中的建模理论、方法和最新研
究进展. 文献 [23] 介绍了MN 在图像分割、图像超
分辨率和图像恢复等方面的成功应用, 讨论了 MN
应用的最新的算法.
除了在计算机视觉方面的出色表现之外, MN

在基因网络建模中也十分热门. Wei 和 Li 利用离散
马尔科夫随机场为基因网络建模[24], 而Wei 和 Pan
把基因网络表达为高斯马尔科夫随机场[25]. 文献
[26] 对MN 在基因表达中的不同应用进行了比较.

2 参数学习

贝叶斯网络的参数学习问题也是很多结构学习

算法的一部分, 因为结构学习的前提是结构与参数
均未知. 参数学习过程假设网络结构已知, 从数据
集 D = {ξ[1], · · · , ξ[K]} 中学习每个变量的条件概
率分布. 条件概率分布的参数模型已预先指定, 只需
估计其中的参数. 根据样本数据的观测程度, 数据集
D 可分为完备数据集和不完备数据集. 完备数据集
就是每一个样本 ξ[K] 都是所有随机变量的充分观
测样例, 而不完备数据集则缺失某些变量的观测样
例或者存在不可能被观测的隐变量.
当 D 为完备数据集时, BN 的参数学习算法

主要有两种: 极大似然估计 (Maximum likelihood
estimation, MLE)算法和贝叶斯估计 (Bayesian es-
timation, BE) 算法[27]. MLE 和 BE 算法都是统计
学中的典型算法, 但它们在 BN 的参数学习中所要
估计的参数有所不同. MLE 的参数为条件概率表中
每个节点的实际概率, 而 BE 的参数则为条件概率
表中概率的条件密度函数.
当 D 为不完备数据集时, 参数学习问题需要借

助近似方法来求解. 其算法分三种情况: 随机缺失、
完全随机缺失和非随机缺失.

2.1 利用完备数据集学习参数

大多数参数学习研究工作都假设 BN 的变量为
离散变量, 但是实际应用中却常常遇到连续变量. 下
面根据离散变量和连续变量分别对参数学习算法进

行总结.
2.1.1 离散变量

最常见的离散变量是多项式变量, 具有有限个
可能取值. 含有多项式变量的 BN 参数学习通常可
使用MLE 或者 BE 方法求解. 但是, 当数据集为稀
疏结构时, 即某些概率没有定义时, MLE 算法估计
得到的条件概率表中很多项为 0, 使得后续的推理过
程出现问题.因此, 一般使用BE算法进行参数学习.
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BE 算法先对变量定义一个先验分布, 然后根据数据
来更新该先验分布. 假设参数互相独立并且参数的
密度函数严格为正时, 先验分布可用 Dirichlet 分布
表示, 而且更新后的分布依然为 Dirichlet 分布[28].
文献 [29] 提出一种收缩参数估计算法, 对MLE

进行平滑, 能有效处理样本噪声带来的方差增大以
及克服数据的过拟合现象, 并且能在结构学习中加
速参数估计过程.

2.1.2 连续变量

连续变量的最简单的参数估计方法是对变量进

行离散化后再估计, 但是会损失大量信息, 估计值准
确性不高. 最常见的方法是对连续变量的概率密度
函数进行模型假设. 当连续变量的概率密度函数假
设为正态分布时, 父节点的概率密度函数服从条件
高斯密度, 该网络也称为条件高斯网络, 此时可利用
连续样本数据来学习参数[30−31]. 但是, 当网络较复
杂时这种高斯近似并不是最优的近似.
为了消除高斯近似的过多约束条件, 可以使用

核密度估计方法[32−33]. 核密度估计是一种非参数方
法, 克服高斯近似过于简单的特点, 能够有效近似复
杂网络分布.
另一种克服过多约束条件的方法是半参数方

法, 不要求概率密度函数为某种特定类型, 近似后
的模型大小只随求解问题的复杂度增加而增加. 最
常用的半参数方法为混合模型 (Mixture models)
方法[34]. 混合模型的参数学习一般使用 MLE 算
法或期望最大化 (Expectation-maximization, EM)
算法, 而文献 [35] 提出低阶矩法 (Method of mo-
ments) 对高维混合模型进行参数学习, 其估计值具
有更低的方差, 并给出了严格的无监督学习结果, 精
确参数估计的抽样复杂度也只是混合分量个数的多

项式. Hsu 和 Kakade 则给出一种矩估计方法来进
行球面高斯混合模型的参数学习[36], 其计算效率高
并且能保证统计一致性.

2.2 利用不完备数据集学习参数

不完备数据集的数据缺失假设有三种: 随机
缺失 (Missing-at-random, MAR)、完全随机缺失
(Missing-completely-at-random, MCAR) 和非随
机缺失 (Missing-not-at-random, MNAR). MAR
假设下, 缺失值取决于观测数据, 可从观测数据中
估计缺失数据. MCAR 假设下, 缺失值与观测数据
和缺失数据都无关, 通常是由于隐变量的存在, 且不
可能得到隐变量的观测值. MNAR 假设是最复杂的
情况, 缺失值同时取决于观测数据和缺失数据, 这意
味着需要已知缺失数据的数学模型, 而该模型一般
未知. 文献 [37] 对不完备数据集下 BN 的参数学习
方法进行了简单的综述, 并给出特定的应用例子.

2.2.1 随机缺失

MAR 情况下的参数学习算法主要为吉布斯抽
样和 EM 算法.
吉布斯抽样[38] 是最基本的学习算法, 可应用于

任意图模型, 如有向图和无向图模型, 其随机变量可
以是离散的或者连续的. 吉布斯抽样从已知的数据
中估计缺失的数据, 从而把数据集补充完整, 再利用
该完整数据集来学习参数. 但是当连续样本之间具
有相关性时, 吉布斯抽样不一定收敛.

EM 算法[39] 对模型参数的极大似然 (Maxi-
mum likelihood, ML) 函数和最大后验 (Maximum
a posteriori, MAP) 函数进行搜索. 但是, 存在大量
缺失数据时, EM 算法容易陷入局部最优值. 而且,
EM 算法对初始点的选取很敏感, 若初始点离最优
值较远, 则参数学习结果不可信.
研究人员提出很多方法来避免陷入局部极大

值. 文献 [40] 提出 IB-EM (Information-bottleneck
EM) 算法来学习带有隐变量的 BN 的参数. IB-EM
把学习问题看作是两个信息论目标函数之间的权衡,
其中一个目标函数使隐变量不为特定样例的识别提

供任何信息, 而另一个目标函数则使隐变量为观测
数据提供信息. 在简单贝叶斯网络中, IB-EM 算法

比 EM 算法性能更优越. 文献 [41] 则通过随机置换
训练数据来避免局部极大值. 虽然数据随机置换法
能找到更优解, 但它依然是启发式方法, 不一定能避
免陷入局部极大值, 且收敛速度较慢.

2.2.2 完全随机缺失

隐变量的存在使得参数学习过程中出现

MCAR 现象, 无法得到隐变量的观测值, 此时的
参数学习问题为病态问题, 因此需要结合隐变量的
先验知识来学习参数. 先验分布的参数约束方法
包括 Dirichlet 先验分布法、参数共享法和定性约
束法. 文献 [42] 指出使用 Dirichlet 先验分布表示
先验分布时存在多个问题, 不能表示参数间的等式
约束关系, 而且专家也无法说明参数的完备 Dirich-
let 先验分布. 参数共享法允许多个先验分布模型
共享相同的参数, 并且可使用参数间的等式约束关
系. 但是, 参数共享法不能获得参数间的复杂关系,
如不等式约束关系. 而定性约束 (Qualitative con-
straints)[43−45] 能克服上述问题, 它根据先验知识使
用一系列等式和不等式来表示参数的取值范围或参

数间的关系, 清晰描述了参数的近似定性关系, 并把
定性关系融合到参数估计过程中, 可有效简化学习
空间并避免陷入局部最优值.

2.2.3 非随机缺失

针对数据的 MNAR 情况, Ramoni 和 Se-
bastiani 提出约束收缩法 (Bound and collapse,
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BC)[46−47], 有效解决 MNAR 假设下的 BN 参数
学习问题. 他们还把 BC 算法与 EM 和吉布斯抽样
算法相比较, 指出 BC 算法的收敛速度比其他两种
算法要快. 但是, BC 算法仍需要知道缺失数据的
模型, 而该模型信息一般不可获取. 随后, 他们提
出鲁棒贝叶斯估计法 (Robust Bayesian estimator,
RBE)[48], 并不需要对缺失数据类型作出假设, 而是
计算出含有估计值的概率区间, 此概率区间的长度
是关于数据集信息的单调上升函数, 因此可度量数
据所传递的信息. RBE 算法对任意类型的缺失数据
都具有鲁棒性.
此外,文献 [49]还根据EM算法给出AI& M算

法 (Adjusting imputation and maximization). 在
MNAR 假设下的参数估计过程中, AI& M 算法的

估计精度比 EM 算法要高. 但是, 该算法依然存在
具有多个极大值的问题, 估计的参数有可能无法辨
识.

3 结构学习

BN 的结构学习问题就是在结构和参数都未知
的前提下, 从样本数据中选择与数据匹配最好的模
型. BN 的结构学习是 NP 难问题[50], 候选结构的
数量会随着节点数的增加而指数倍增加, 而实际应
用场景一般都具有大量变量, 因此评价所有候选结
构的任务不现实. 结构学习算法主要分为基于约束
的学习、基于评分搜索的学习和混合学习算法三类.
CB算法认为 BN编码了一系列条件独立性关系,通
过 CI 检验来辨识变量间的依赖关系和独立关系, 然
后建立能满足这些依赖和独立关系的网络结构. SS
算法是目前使用最广泛的结构学习算法, 它把结构
学习问题处理为模型选择问题, 由评分函数和搜索
算法组成. 混合学习算法把 CB 算法和 SS 算法结
合起来, 利用两者的优点, 可显著提高学习速度并可
处理大型网络.
除了这三类主要的结构学习算法外, 还有动态

规划结构学习、模型平均结构学习以及不完备数据

情况下的结构学习等. 下面分别讨论各种结构学习
算法.

3.1 基于约束的学习算法

CB 学习算法, 一般使用 CI 检验或互信息来辨
识变量间的依赖关系和独立关系, 然后建立满足这
些关系的网络. 但是, CB 算法的性能取决于 CI 检
验的次数和约束集的大小. 约束集越大, 高阶 CI 检
验的次数越多, 则算法的精度越低, 所以 CB 算法一
般适用于稀疏贝叶斯网络. 而且, 结构学习过程中对
检验错误具有高度敏感性, 当某次 CI 检验出错时,
会直接误导后续的检验结果.

Spirtes 等归纳了 CB 算法的早期研究成果[51].
最早利用 CI 检验来学习 DAG 结构的算法为 SGS
算法[51], 它首先构造一个无向图, 然后通过 CI 检验
过程来删除图中的冗余边. 但是该算法效率很低, 每
对变量间的 CI 检验都需要利用其他所有变量子集,
使得运算次数为变量个数的指数次幂. 在此基础上
提出的 PC 算法[51] 能有效提高学习效率, 但是由于
该算法只是利用邻节点子集来检验节点 X 和 Y 的

d-分离性, 所以在删除弧的过程中很容易出错. 文献
[52] 讨论了 PC 算法在高维数据中的适应性, 而文
献 [53] 给出了如何控制 PC 算法执行过程中的错误
率的方法.

SGS 算法的另一种变型为 Pearl 和 Verma 提
出的 IC (Inductive causation) 算法[54]. 与 SGS 算
法和 PC 算法不同, IC 算法考虑到隐变量的存在,
首先构造出一个能为变量关系建模的局部无向图,
图中的边可能为无向的、单方向的或双方向的. 后
来, Spirtes 根据这种思想把 PC 算法改进为 IG 算
法[51].

Cheng 等基于互信息和 CI 检验提出一种三
阶段的依赖性分析算法[55], 称为 TPDA (Three-
phase dependency analysis) 算法. TPDA 算法分
Drafting、Thickening 和 Thinning 三个阶段, 可以
在O(n4)次CI检验内学习到具有 n个变量的DAG
结构. 然而, TPDA 算法需要变量依赖关系满足单
调性假设, 文献 [56] 指出该假设只适用于少量特定
情况, 而这些特定情况中已经有快速的学习算法.

为了有效减少计算时间和构建网络时出现的错

误, Yehezkel 和 Lerner 提出 RAI (Recursive au-
tonomy identification) 算法[57], 递归地进行 CI 检
验、边定向和结构分解, 并对更小的结构使用更高
阶的 CI 检验. Xie 和 Geng 还提出另一种递归算
法[58],他们递归地把变量分成两个子集,直到子集不
能再细分的时候就构造一个 DAG, 然后根据分离的
方向来组合这些 DAG, 从而得到最终的网络结构.
文献 [59] 为了解决大型 BN 的结构学习问题,

提出两种 CB 算法用于学习 BN 的超结构, 即学习
包含 BN 骨架的无向图模型. 其中一种算法称为
Opt01SS, 只利用零阶或一阶 CI 检验学习超结构;
另一种算法称为 OptHPC, 对 HPC (Hybrid par-
ents and children) 算法[60] 进行计算优化并用于超

结构学习.

3.2 基于评分搜索的学习算法

SS 学习算法把结构学习问题处理为模型选择
问题, 由评分函数和搜索算法两部分组成. 评分函数
用于评价候选结构与数据的拟合度, 拟合越好, 则评
分越高. 搜索算法在候选结构组成的空间上搜索评



1030 自 动 化 学 报 40卷

分最高的结构. 但是, 由于候选结构空间大小随着节
点数的增加而指数增加, 所以搜索任务是 NP 难的.
搜索空间一般分三种: DAG 组成的空间、DAG 等
价类组成的空间和变量序列组成的空间. 大多数搜
索算法都是基于 DAG 空间开发的. 当在 DAG 等
价类空间或变量序列空间上搜索时, 结构学习过程
会更快.
3.2.1 评分函数

评分函数用于评价结构与数据样本的拟合程度,
拟合度越高, 则分数越高. 根据不同的假设条件和
拟合度的不同定义, 评分函数可分为多种. 评分函数
必须满足两个重要的假设: 评分等价性以及可分解
性. 评分等价性即满足相同独立性关系的等价网络
所获得的分数相同. 而可分解性则保证评分函数能
分解为多个子函数的累加, 当结构发生局部变化时,
并不会影响其他结构部分的分数, 能有效减少搜索
过程的计算复杂性. 表 1 给出了几种典型的评分函
数. 本小节分别讨论各种评分函数.

1) BD 评分
Cooper 和 Herskovits 首先提出一种 BN 结构

学习的贝叶斯评分函数, 称为 CH 评分或 K2 评分
函数[61]. 已知结构 S 和数据集 D 时, K2 评分函数
为

P (S,D) = P (S)
n∏

i=1

qi∏
j=1

(ri − 1)!
(Nij + ri − 1)!

ri∏
k=1

Nijk!

(4)

其中, n 为变量数, qi 为变量 i 的父节点数, ri 为变

量 i 的取值数, Nijk 为当父节点是变量 j 时变量 i

取 k 值的次数, 并且有 Nij =
∑ri

k=1 Nijk. P (S) 是
结构 S 的先验概率分布, 而等式中的其他成分为已
知数据时结构的似然函数.
后来, Heckerman 赋予该等式更加可靠的理论

基础, 提出 BD 评分函数[62]:

P (S,D) =

P (S)
n∏

i=1

qi∏
j=1

Γ(αij)
Γ(Nij + αij)

ri∏
k=1

Γ(Nijk + αijk)
αijk

(5)

这里, Γ(x) = (x − 1)! 为 Gamma 函数. 参数 αijk

表示配置 ijk 的先验知识, αijk 越高, 那么配置 ijk

的可能性越大, 并且有 αij =
∑ri

k=1 αijk. BD 评分
就是在已知结构时通过计算样本数据的边际似然函

数来对 BN 结构进行评分. 而似然函数的计算需要
对 BN 的参数作 Dirichlet 先验分布假设. BD 评分
在实际中并不常用, 因为需要确定所有超参数 αijk,
其工作量过大.
当 αijk = 1 时, BD 评分即为 K2 评分.
当给出似然等价性约束时, 即等价结构获得的

分数相同时, 那么 BD 评分函数就改进为 BDe 评分
函数.

当假设所有配置的可能性相同时, 即 αijk =
α/riqi 时, α 为等价样本大小,此时的 BD 评分函数

表 1 典型评分函数

Table 1 Classic scoring fuctions

Scoring function Complete name Author

CH/K2 Cooper and Herskouits Cooper and Herskouits (1992)[61]

BD Bayesian Dirichlet Heckerman 等 (1995)[62]

BDe Bayesian Dirichlet with likelihood equivalence Heckerman 等 (1995)[62]

BDeu Bayesian Dirichlet with likelihood equivalence

and a uniform joint distribution Heckerman 等 (1995)[62]

AIC Akaike information criterion Akaike (1974)[65]

BIC Bayesian information criterion Schwarz (1978)[66]

MDL Minimum description length Rissanen (1978)[67]

MML Minimum message length Wallace (1996)[69]

GU Globally uniform Kayaalp and Cooper (2002)[72]

MIT Mutual information tests de Campos (2006)[73]

MAP Max a posterior Riggelsen (2008)[74]

fNML Factorized normalized maximum likelihood Silander 等 (2010)[75]

fCLL Factorized conditional log-likelihood Carvalho 等 (2011)[76]
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为 BDeu 评分函数. BDeu 评分函数只取决于参数
α. 结构学习对 α 的取值具有高度敏感性, 所以 α 的

选择很重要. 文献 [63] 系统地分析了 α 在精确结构

学习中的重要作用. Steck 还给出了 α 的优化选择

方法[64].
2) AIC 评分和 BIC 评分
AIC 评分[65] 和 BIC 评分[66] 都是基于带惩罚

函数的极大似然函数的评分方法. 惩罚极大似然函
数的计算过程为

P (S,D) =
n∏

i=1

qi∏
j=1

ri∏
k=1

(
Nijk

Nij

)Nijk

− f(N) dim(S)

(6)
式中第 1 项为似然函数. dim(S) 为贝叶斯网络
的维数, 即表示模型所需的参数个数, dim(S) =∑n

i=1 qi(ri − 1). f(N) 为非负罚函数, 取决于数据
集的大小 N . 罚项是为了避免数据过拟合现象的出
现. AIC 评分函数和 BIC 评分函数的区别正在于罚
函数 f(N)的选取. AIC评分的罚函数为 f(N) = 1,
而 BIC 评分的罚函数为 f(N) = 1

2
log N .

3) 最小描述长度 (MDL)
MDL 由 Rissanen 提出, 是一种基于信息论和

数据压缩的评分方法. 利用 MDL 原理学习结构
时[67], 已知结构 S, 编码数据集 D 的成本等价于

描述结构的成本加上描述数据的成本: Cost(S) +
Cost(D|S). 那么 MDL 评分过程就是选择总描述
成本最小的模型, 这意味着学习过程要在网络结构
的复杂性与网络结构表示样本的准确性之间选择平

衡点.
文献 [68] 对 MDL 和 BIC 作出详细比较, 将

BIC 定义为

BIC(S,D) = − log P (D|Θ, S) +
dim(S)

2
log N

(7)

其中, Θ 为结构 S 的极大似然参数. 另外, 将MDL
定义为

MDL(S,D) =

− log P (D|Θ, S) +
dim(S)

2
log N + Ck (8)

其中, k 为变量个数, Ck =
∑k

i=1(1 + |PaXi
|) log k,

|PaXi
| 为变量 Xi 的父节点个数. 由此可以看出,

MDL 评分函数实际上是带有模型复杂度惩罚项的
BIC 评分函数.

4) 最小信息长度 (MML)
Wallace 等受通信过程启发, 提出 MML 来对

结构进行评分[69]. 类似于MDL 中的惩罚项, MML

也对过于复杂的模型进行惩罚, 而对能较好拟合数
据的模型进行奖励. 其基本思想是在发送器和接收
器之间传递最小可能性的消息. Korb 和 Nicholson
以新的方式重新定义了MML[70]. 文献 [71] 还研究
了MML 在带有节点局部相互作用的贝叶斯网络中
的应用.

5) 其他评分函数
除了上述比较常见的评分函数外, 研究人员还

给出了其他形式的评分函数. Kayaalp 和 Cooper
基于缺省参数先验分布的特定形式提出 GU 评分
函数[72]. 而 de Campos 给出 MIT (Mutual infor-
mation tests) 评分函数[73], 该评分函数基于信息论,
并且其性能比 K2 评分、BDeu 评分和 BIC 评分要
好. Riggelsen 还在 BD 评分的基础上提出一种新
的贝叶斯评分函数, 称为 MAP 评分函数[74], 不需
要 Dirichlet 假设, 而且可以同时学习参数和结构.
Silander 等提出 fNML 评分函数[75], 在无先验知识
的前提下学习结构, 该评分函数满足可分解性, 可与
目前多种搜索算法相结合. Carvalho 等提出 fCCL
评分函数[76], 为对数似然评分的近似. fCCL 评分与
传统的对数似然评分具有相同的时间和空间复杂性,
但是能够获得更优的估计.
3.2.2 搜索算法

大多数 SS 算法都是在 DAG 空间中进行搜索.
即使约束每个节点的最大父节点数, 在如此庞大的
空间中搜索最优结构仍然是 NP 难的. 由于搜索任
务的困难性, 目前多采用启发式搜索算法, 如贪婪搜
索、遗传算法 (Genetic algorithm, GA)、进化规划
(Evolutionary programming)、模拟退火算法、粒子
群算法 (Particle swarm optimization, PSO) 和蚁
群算法 (Ant colony optimization, ACO) 等. 表 2
给出了典型的 SS 算法, 并列出它们的评分函数、搜
索算法和搜索空间. 下面介绍几种 SS 算法中常用
的启发式搜索算法.

1) 贪婪搜索
贪婪搜索是结构搜索算法中最基本的启发式算

法, 但贪婪搜索是局部搜索方法, 容易陷入局部极大
值. 根据变量序列是否已知, 结构学习的贪婪搜索算
法分两个研究方向. 若已知变量序列, 那么序列中靠
前的变量有可能是后面变量的父节点, 此时的结构
搜索比较简单.
基于贪婪搜索, Cooper 和 Herskovits 给出 K2

算法[61], 在已知数据样本和特定变量序列时构
造 BN 结构, 所使用的评分函数为 K2 评分函数.
Bouckaert 在K2 算法的基础上提出K3 算法[77], 也
需要已知变量序列, 然后利用数据集来产生 DAG,
但是评分函数使用MDL评分函数. Liu和 Zhu也基
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表 2 典型的基于评分搜索的学习算法

Table 2 Classic scoring and searching learning algorithms

Methods Scoring functions Searching procedure Searching space

K2 K2 Greedy search DAG

K3 MDL Greedy search DAG

K2GA K2 Genetic algorithm Ordering

ChainGA K2 Genetic algorithm Ordering

MDLEP MDL Evolutionary programming DAG

HEP CI test and MDL Evolutionary programming DAG

HEA CI test and MDL Evolutionary programming DAG

ACO-B K2 Ant colony optimization DAG

ACO-E K2 Ant colony optimization DAG equivalence classes

K2ACO K2 Ant colony optimization Ordering

ChainACO K2 Ant colony optimization Ordering

于特定变量序列, 把结构搜索看做特征选择问题[78].
文献 [79] 改进了贪婪爬山算法, 在搜索过程中对将
要评估的候选结构进行动态约束, 证明了在特定条
件下算法返回的解是训练数据联合概率分布的最小

独立映射 (Independence map, I-map).
还有其他学者研究变量序列未知时的结构学习

贪婪搜索算法. Heckerman 等提出 BD 评分[62], 并
利用贪婪搜索来验证该评分函数, 搜索中的每一步
都在当前 DAG 上增加边、删除边或对边取反方向.

2) 遗传算法和进化规划
GA 和进化规划的搜索过程能搜索出更加匹配

的 BN 结构, 具有强大的计算能力. GA 在结构搜
索中的使用逐渐受到人们的关注. 文献 [80] 首先使
用 GA 来搜索序列空间, 并用 K2 算法对序列评分.
而 Faulkner 提出 K2GA 算法[81], 在遗传算法执行
过程中使用修改后的 K2 算法进行评分. Kabli 等
则把GA 应用在链图上, 提出 ChainGA 算法[82], 首
先基于模型评估过程使用 GA 求出最优序列, 然后
在序列上连续运行 K2 算法, 返回最优的总体结构.
ChainGA 算法能减少评估的数量, 但降低了网络结
构质量. 文献 [83] 在孤岛模型 (Island model) 的实
现过程中使用 K2GA 算法, 并通过拟合度和边的分
析证明了其学习性能比原来的 K2GA 算法显著提
升.

Wong等把MDL评分与进化规划相结合,提出
在 DAG 空间上搜索的 MDLEP 结构学习算法[84].
随后, Wong 等又把带有 CI 检验的评分搜索与进
化规划相结合, 给出 HEP (Hybrid evolutionary al-
gorithm) 算法[85]. HEP 算法中, DAG 搜索空间
是有约束的, 当不同 DAG 之间有较强的依赖性时,
它们只能连接两个节点. HEP 算法寻找能使MDL

评分最小的 DAG 结构. 基于前面的工作, Wong 和
Leung提出HEA (Hybrid evolutionary algorithm)
算法[86], HEA 算法同样是基于混合的方法. Wong
和 Guo 把 HEA 算法推广到不完备数据的情况, 称
为 HEAm 算法[87].
文献 [88] 对进化算法在 BN 学习中的应用情况

进行了详细的综述.
3) 模拟退火算法
模拟退火算法能够解决贪婪算法容易陷入局部

极大值的问题, 并十分类似于遗传算法, 但是模拟
退火算法在结构学习中的有效性还缺乏详细的理论

分析. 遗传算法并不是选择最优的邻状态进行移动,
而模拟退火算法则根据状态的评分函数以及迭代

的步数选择移动方向. Campos 和 Huete 比较了遗
传算法和模拟退火算法在变量序列空间上搜索的不

同[89], 他们的实验表明这两种搜索算法所得到的变
量序列的质量并没有明显差异, 都能收敛到最优值,
但是模拟退火算法的收敛速度比遗传算法要快.

4) 粒子群算法
粒子群算法是目前比较受欢迎的结构学习的启

发式搜索算法. 与 GA 和模拟退火相比, PSO 不仅
实现简单, 需要调整的参数较少, 而且适用于各类
搜索空间以及具有快速发现最优解的能力. 但是由
于经典 PSO 算法只运行在连续实值空间中, 而 BN
的结构学习一般是基于离散空间, 所以目前的研究
工作主要是把 PSO 改进为离散空间中的搜索算法.
Heng 等通过字母顺序来表示候选结构, 然后定义了
计算速率更新和位置更新的规则[90]. 他们还把该方
法用于动态贝叶斯网络的结构学习[91]. Li 等提出一
种二值 PSO 算法来搜索结构, 避免结构学习过程中
的过早收敛[92]. 而文献 [93] 给出分布式粒子群算法.
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Wang 和 Yang 对 PSO 中的速率和位置更新法则进
行修改, 提出一种基于二值离散 PSO 的结构学习算
法[94].

5) 蚁群算法
ACO 算法是一种仿生学算法, 其灵感来源于蚁

群通过传播化学信息素而产生的协同合作行为. 它
们能有效找出食物与巢穴之间的最短路径. 目前蚁
群算法已经应用在 BN 的结构学习中.

de Campos 等首先使用 ACO 算法对 DAG
空间进行搜索, 称为 ACO-B 算法[95]. 后来 Daly
和 Shen 把该方法推广到 DAG 等价类空间的搜
索中[96]. Pinto 等还提出 MMACO (Max-min ant
colony optimization) 算法[97], 在可能边组成的空
间中搜索, 把 ACO 与混合学习算法结合起来, 使
用混合学习算法构建网络骨架, 再使用 ACO 算法
为骨架中的边定向. 而 Wu 等基于 K2GA 算法和
ChainGA 算法, 把其中的 GA 过程修改为 ACO 过
程, 提出两种基于 ACO 的结构学习算法, 分别称为
K2ACO 算法和 ChainACO 算法[98]. 这两种算法
都是在变量序列上进行搜索的方法.
类似于 ACO 算法, 文献 [99] 提出一种元启发

式算法用于 BN 的结构搜索, 称为人工蜂群 (Artifi-
cial bee colony, ABC) 算法. 他们把 ABC 算法与
ACO-B 算法进行比较, 实验结果表明 ABC 算法具
有更好的有效性.

3.2.3 在等价类空间中搜索

当使用 DAG 表示 BN 的结构时, 由于满足相
同独立关系的结构的 DAG 相同, 则导致结构的描
述不是唯一的, 从而引起辨识问题. 为了简化结构学
习的过程, 需要对每个特定结构使用独特的表示方
式. DAG 等价类就是最经典的表示方式. DAG 等
价类中, 满足独立等价关系的结构共享相同的骨架,
并同时含有无向边和有向边. 当所有结构的某条边
都满足一个方向时, DAG 等价类中的该边也满足
该方向, 而当某些结构出现某条边的方向不一致时,
DAG 等价类中的该边为无向边. 前面在总结搜索算
法的研究时, 已经提到了某些在等价类空间中搜索
的结构学习算法. 文献 [100] 还提出一种基于交互信
息的算法在等价类空间中学习 BN 结构. 他们首先
利用交互信息和 CI 检验构造一个初始网络, 然后在
等价类空间中通过贪婪搜索得到最优结构, 其迭代
步数和运行时间显著减少.

Studený 提出了一种新的结构表示方法, 不再
使用 DAG 等价类, 而是使用分量为整数的特定向
量, 称为 Imsets[101]. 这是一种代数表示方法, 每个
结构都统一使用标准 Imsets 表示. 其优点是使得评
分函数成为标准 Imsets 的一个映射函数. Studený

等还给出了标准 Imsets 表示的几何观点描述, 认
为固定变量集上的标准 Imsets 是某个多面体的顶
点[102]. 该几何观点使得学习问题转化为线性规划问
题, 在有约束多面集上优化线性函数. 而Hemmecke
等提出另一种向量表示方式, 称为 Characteristic
imsets[103], 该向量由标准 Imsets 通过一对一映射
而获得, 向量中只包含 0、1 两种成分. 但是, 目前还
没有专门针对向量表示法的结构学习算法.

3.2.4 在序列空间中搜索

序列空间比 DAG 空间要小得多, 因此在序列
空间中搜索能更加高效. 而且, 序列空间搜索的每一
步都对当前假设给出更加全局的修改, 有效避免陷
入局部最优值. 另外, 序列空间无须考虑无环性, 而
无环性检查是大型网络中成本很高的运算, 因此在
序列空间中搜索能显著降低计算成本. 但是, 序列空
间中的搜索需要事先对每个节点和每个父节点集计

算充分统计量, 当样本数据集很大时该计算成本也
很高.

Larranaga 等首先在序列空间上使用遗传算法
进行搜索[80]. Friedman 和 Koller 提出用解析表达
式对序列进行评分的有效方法[104], 其节点只具有有
限数量的父节点. Teyssier 和 Koller 根据这种序列
评分方法, 通过贪婪爬山算法能简单快速地求出最
优序列[105].

3.3 混合学习算法

虽然 CB 学习算法相对快速, 并具有定义良好
的停止规则, 但是其性能依赖于 CI 检验的次数, 而
且前阶段的检验错误对后阶段的检验有连锁反应.
而 SS 学习算法可以灵活地把专家经验知识以结构
先验概率分布的形式融入到学习过程中, 并且可以
处理不完备数据情况. 但 SS 算法收敛速度慢, 计算
复杂. 混合学习算法把这两种算法结合起来, 利用各
自的优点, 不需要一开始就构建完整的网络, 而是构
建目标节点附近的局部图. 混合学习算法一般先使
用 CI 检验来构造变量序列或缩减搜索空间, 然后再
通过 SS 算法学习结构.

Singh 和 Valtorta 首先提出混合学习算法, 先
使用 CI 检验构建变量序列, 然后把变量序列作
为 K2 算法的输入, 进行结构学习[106]. Dash 和
Druzdzel 结合两类学习算法的特征给出 EGS (Es-
sential graph search) 算法, 使用 PC 算法获得局
部 DAG 的初始推测, 再扩展为 DAG 并进行贪婪
搜索[107]. 与此相反, de Campos 等则提出 IMAPR
(I-map restart) 算法[108], 先以随机起始点进行贪婪
搜索, 在获得的DAG 上通过 CI 检验增加或删除边.

为了进一步提高搜索速度, 近年来出现很多对
结构进一步约束的混合学习算法. Friedman 等提出
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的 SC (Sparse candidate) 算法[109] 在初始阶段并

没有构造一个完整结构, 而是使用 CI 检验找出较
好的候选父节点, 因此约束了后面阶段的搜索空间
大小. 该算法不仅能加速搜索, 还不会过度破坏评
分过程. 在此基础上, Tsamardinos 等提出MMHC
(Max-min hill-climbing) 算法[110], 其候选父节点的
产生使用 MMPC 算法[111] 实现, 然后使用贪婪搜
索算法为边定向. MMHC 算法是目前能在合理时
间内学习含有上千个节点的 BN 的最有效的算法.
Perrier 等还提出一种算法能在结构约束的情况下
学习到最优的 BN[112]. 他们定义这种约束的无向图
为超结构, 算法执行过程中考虑到的每个图的骨架
都强制约束为超结构的一个子图. 当超结构的平均
入度为 2 时该算法能学习到含有最多 50 个节点的
最优 BN. 后来, Kojima 根据超结构的概念并基于
聚类结构约束提出一种优化搜索策略, 把超结构划
分为多个聚类簇, 在每个聚类簇上优化搜索[113]. 该
方法可学习具有几百个节点的最优 BN. de Campos
和 Ji 根据分支定界法约束搜索空间[114], 但保证最
优解仍然位于约束后的空间中.

3.4 动态规划结构学习

动态规划结构学习算法类似于 SS 算法, 但不再
使用搜索过程学习结构, 而是利用动态规划寻找较
小子网络的最优模型, 从而利用这些较小的最优模
型寻找较大的子网络的最优模型, 直到求出所有变
量的最优模型. 动态规划是求新观测数据的后验概
率预测值的精确方法.

Ott 等最早利用动态规划学习结构, 给出寻找
最优模型的算法并证明了算法的正确性[115]. Ott 和
Miyano 指出当限制父节点个数时, 动态规划方法可
应用于任意大小的 BN[116]. 与此同时, Koivisto 和
Sood 给出了类似的算法, 但更深入地分析了动态规
划的结构学习问题[117]. 他们的出发点是要计算子网
络的后验概率. 后来, Koivisto 给出了更加快速的动
态规划算法, 可在 O(n2n) 时间内计算所有边的后
验概率[118]. 基于 Koivisto 和 Sood 的研究, Singh
和Moore 提出一种类似的算法, 但优化等式的形式
不同. 该算法结构更简单, 存储量更少, 但约束节点
的输入边数时, 算法运算很慢[119]. 为了解决动态规
划只能利用次模先验分布, 并只能计算次模特征上
的后验概率, 而且很难计算密度函数的问题, Eaton
和 Murphy 把动态规划算法作为 MCMC (Markov
chain Monte Carlo) 的建议分布, 从而得到学习精
度更高的结构[120]. Malone 等对动态规划方法做出
修改, 提高了其效率, 把存储量由 O(n2n) 减少为
O(C(n, n/2)), 并利用 MDL 评分函数的特点减少
了算法的运行平均时间[121].

3.5 模型平均结构学习

BN的结构学习通常是求出一个最优结构, 但是
当样本不足时, 这种方式就会出现问题. 样本不足可
能会使得没有某一个模型所取得的分数比其他模型

都高得多, 那么就需要在相对较高分数的几个模型
中进行选择. 这种选择带有任意性, 缺乏对最终得到
的结构的置信度. 解决该问题的一种方法是, 令学习
算法返回多个模型, 而不是单个模型, 然后在推理过
程中根据模型的概率分别为其加权. 这就是模型平
均的基本思想. 模型平均学习出来的结构通常用于
密度估计. 虽然模型平均是一种近似方法, 但其预测
值比由单个模型获得的预测值更具鲁棒性.
早期的模型平均研究都集中于Madigan等提出

的随机方法, 他们使用 MCMC 模型分量来进行模
型平均, 称为 MC3[122]. MC3 方法首先在模型空间

上构造一条马尔科夫链, 并逐个模型前进, 每一步都
计算出所需的模型并最后对结果求平均. 后来他们
把MC3 方法推广到DAG等价类空间中[123]. Fried-
man和Koller则在变量序列空间上使用MCMC过
程进行模型平均, 其混合速度和估计值的鲁棒性都
比 DAG 空间中的 MCMC 过程要好[104]. Giudici
和 Castelo 对MC3 方法作出改进, 在状态空间中使
用新的前进方式, 并给出多个实际应用场景的概率
分布的分析[124]. 在此基础上, Grzegorczyk 和 Hus-
meier 加速了 MC3 方法的收敛性[125], 而 Liang 和
Zhang 提出了 SAMC (Stochastic approximation
Monte Carlo) 方法[126]. 文献 [127] 使用广义动态规
划结构算法求出 k 个最优结构, 并对这 k 个最优结

构进行模型平均, 其预测性能比目前的模型选择方
法和MCMC 方法都要好.
其他相关的研究包括, Dash 和 Cooper 提出的

加快模型平均过程的方法[128], 他们的算法能够找到
与平均值等价的一个网络. 基于这种合并的思想,
Kim 和 Cho 利用进化算法把多个 BN 合并为单个
模型[129]. Gou 等提出的并行 TPDA 算法则在不
同数据集上并行使用 TPDA 算法, 然后对所产生的
DAG 结构进行组合操作[130]. 而 Liu 等则使用 CI
检验学习结构, 再把生成的 DAG 组合起来[131].

3.6 利用不完备数据集学习结构

类似于参数学习的情况, 当数据缺失时结构学
习也是比较复杂的问题. 此时, 数据缺失同样分三种
情况: 随机缺失、完全随机缺失和非随机缺失. 由于
多数结构学习算法能处理各种数据缺失情况, 所以
下面的讨论不再根据数据缺失情况对结构学习算法

分类.
早期, Cooper和Herskovits首先开展在结构学

习过程中处理数据缺失情况的研究工作, 他们提出
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了 K2 算法和 K2 评分函数, 并给出了如何利用概率
法则归纳出缺失数据的所有可能组合情况[61]. 然而
这种可能组合事件为缺失项的指数倍. 虽然他们的
方法可以应用于隐变量情况, 但是可能缺失情况也
是数据个数的指数倍, 并且不知道存在哪些隐变量
以及隐变量的取值是什么. CI 检验也可处理数据缺
失, Kwoh 和 Gillies 提出一种 CI 方法, 为两个独立
节点增加一个共享隐父节点[132], 而 Sanscartier 和
Neufeld 提出的方法可以从上下文独立中辨识出隐
变量[133].

虽然上述方法的原理相当简单, 但是计算过程
过于复杂. Geiger 等使用 BIC 评分函数为数据缺
失情况下的结构打分[134], 其极大似然参数估计过程
则使用数据缺失情况下的参数学习算法, 如 EM 算

法. Ramoni 和 Sebastiani 使用 BC 算法学习数据
非随机缺失下的结构[135]. 而文献 [136] 利用已观察
数据的原始关系来辅助不完备数据情况下的结构学

习, 获得良好的学习效果.
目前, 从不完备数据集中学习结构的最热门方

法是 Friedman 提出的 SEM (Structural expecta-
tion maximization) 算法[137]. SEM 算法把模型选

择与 EM 算法进行融合, 能估计参数, 并已证明能
收敛到局部极大值. Beal 和 Ghahramani 利用变
分贝叶斯 EM 算法对 SEM 算法进行改进[138], 而
文献 [139] 证明了其有效性. Elidan 提出 BSEM
(Bagged SEM) 算法[140], 能显著减少结构学习过程
的运行时间.

4 马尔科夫网络的学习

MN 的学习任务比 BN 的学习任务更加复杂.
MN 的划分函数包含网络中的所有参数, 使得参数
学习问题不能分解, 也就不能分别独立地估计每个
局部参数. 而且 MN 的最优参数没有解析解, 所以
一般使用迭代方法求解最优参数, 如梯度法. 庆幸的
是, 迭代中的似然目标函数为凹函数, 迭代方法能保
证收敛至全局最优解. 但是迭代中的每一步都需要
在网络中进行推理, 使得计算成本相当高. MN 的结
构学习过程仍然需要计算划分函数. 所以其参数学
习存在的问题对结构学习有很大的影响. MN 的结
构没有无环性约束, 能有效降低 BN 结构学习过程
中遇到的困难, 然而MN 的结构学习要在网络上执
行推理, 其学习效率仍然不高. MN 的结构学习也可
采用 CB 算法和 SS 算法.
4.1 参数学习

MN 的参数就是其对数线性模型中的权值, 学
习过程中的优化目标为权值的似然函数. 然而, 目标
函数在 ωi 点的梯度为数据特征函数期望与模型特

征函数期望之差. 因此计算 ωi 点的梯度时需要在模

型上进行推理计算. 有两种方法可以降低参数学习
的计算成本: 使用近似推理过程计算梯度, 或使用其
他目标函数替代.
近似推理可有效简化参数学习过程, 主要有信

任传播近似推理和抽样近似推理两种技术. 有很多
学者研究了信任传播算法与 MN 学习之间的关系.
Wainwright 等推导出信任传播学习中的伪矩匹配
方法[141]. 矩匹配是一类等式约束问题, 即数据的
特征期望要与模型的特征期望相等. 而伪矩匹配是
指信任传播过程中的团信任要与数据中的经验边际

分布相一致. 受此启发, Sutton 和Minka 引入了分
段训练目标函数, 直接在所有网络势函数上进行矩
匹配[142]. 后来, Wainwright 还给出证据, 指出使
用近似算法训练模型比使用精确推理算法训练模型

的性能更好[143]. 他还指出在学习算法的内循环中
使用非稳定推理算法 (如和积信任传播) 不利于学
习. 而 Ganapathi 等定义了 CAMEL (Constrained
approximate maximum entropy learning) 优化问
题, 其优化函数为带有期望约束的极大熵近似, 可在
单一联合目标函数中学习和推理[144].
除了信任传播近似推理技术之外, 还可使用抽

样近似推理过程学习权值, 如 MCMC 方法. Mur-
ray 和 Ghahramani 提出几种抽样学习方法, 其平
稳分布都只是参数后验分布的近似[145]. Murray 等
还提出完美抽样方法, 不需要估计划分函数, 但实用
性不高[146].

虽然极大似然函数是MN 学习中最常用的目标
函数, 但它带来的问题是参数学习时复杂的推理过
程. 因此, 研究人员提出了其他替代目标函数, 如伪
似然函数、对比离差 (Contrastive divergence) 函数
和最大间隔函数等. Besag 最早提出了伪似然函数
的概念[147]. 原似然函数中的条件概率分布为已知
父节点时某节点的条件概率分布, 而伪似然函数中
的条件概率分布则为已知其他所有变量时某节点的

条件概率分布. 若只需求解少数变量的概率查询时,
伪似然函数能更好地学习模型. McCallum 等提出
的多条件学习算法扩展了伪似然函数, 其目标函数
中的条件概率分布不再是单个节点的条件概率分布,
而是多个节点上的条件概率分布[148]. 对比离差函
数[149] 由 Hinton 提出, LeCun 等总结了对比离差
函数在结构学习中的发展过程[150]. 最大间隔函数来
源于支持向量机, 使用非线性核函数映射, 可在无穷
维特征空间中学习判别函数. Taskar 等提出两种方
法处理最大间隔目标函数中指数个约束条件的优化

问题[151].
4.2 结构学习

MN 的结构学习也可使用 CB 算法和 SS 算法.
但是, 由于MN 中的 CB 算法的约束假设比较苛刻,
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在实际应用中通常不能实现, 所以其算法研究很少.
文献 [152] 给出了两种基于 CI 检验的 MN 结构学
习算法.
最常用的 MN 结构学习算法为 SS 学习算法.

由于 MN 的结构学习中通常使用对数线性模型, 对
于两两关系MN (Pairwise Markov network) 来说,
两个节点间存在边时其对数线性模型相对应的权值

不为零, 所以其结构学习问题可认为是特征归纳问
题, 学习出相应的权值, 根据不为零的权值即可得到
MN 的结构. 因此, MN 的结构学习任务就是在样本
空间中发现高概率区域, 用特征函数表示这些区域,
并且学习其相应的权值. 该过程有两种实现策略: 全
局搜索策略, 但权值学习成本很高; 局部学习策略,
先学习出局部模型再组合为全局模型.

4.2.1 全局搜索

全局搜索策略中, 使用搜索算法求解结构学习
问题. 该策略利用当前特征集构造出候选特征集, 再
对每个特征进行评分, 得分最高的特征就作为所学
模型的特征. 由于候选结构数量很多, 所以基于全局
搜索的算法运行很慢. 而且, 为每个候选结构评分时
需要学习每个特征的权值, 而权值学习需要进行迭
代优化, 每次迭代都要在模型上执行推理过程, 计算
成本很高.

Della 等给出了最经典的 MN 结构学习算法,
算法中进行自上而下的搜索, 也称为从一般到特殊
的搜索[153]. 每一步搜索都把特征函数与使评分提
高最多的特征相结合, 从而对特征函数特殊化. Kok
和 Domingos 也在马尔科夫逻辑网的学习中进行这
种自上而下的搜索[154]. 但是, 自上而下的搜索会找
到很多与数据不匹配的特征函数, 学习效率低, 并很
容易陷入局部最优解.

Domingos 在规则归纳领域提出自下而上的学
习算法[155], 能克服自上而下搜索的缺点. MN 的特
征归纳问题与分类任务的规则归纳问题很相似. 自
下而上的归纳从包含很多前提的规则体开始, 然后
通过从规则体中去掉前提而把规则一般化, 这就扩
大了与规则匹配的样例数. Mihalkova 和 Mooney
基于自下而上的思想提出BUSL (Bottom-up struc-
ture learning) 算法[156], 用于学习马尔科夫逻辑网.
但是 BUSL 算法只是在预处理阶段使用自下而上思
想减少候选特征数, 主要的特征归纳过程仍为自上
而下. Davis 和 Domingos 提出 BLM (Bottom-up
learning of Markov networks) 算法[157], 自下而上
地学习 MN 结构. BLM 算法首先把完备样例作为

初始特征集, 然后逐步令特征一般化, 即丢弃变量使
特征与 k 个最近样本相匹配, 使特征覆盖邻近的高
概率区域.

4.2.2 局部学习

局部学习在最近几年受到很多研究人员的关注.
局部学习就是先学习出一系列局部模型, 然后把局
部模型组合为全局模型. 该策略依次考虑每个变量,
并构造一个模型来预测当已知其他变量时该变量的

取值. 每个预测模型都会被转化为特征集, 这些特征
集就构成了最后的全局模型. 但是当数据集包含较
多变量时, 局部模型的学习成本相当高.

Ravikumar 等提出的算法把 L1 逻辑斯蒂回归
作为局部模型[158]. 在此之前, 已有学者利用 L1 正
则化来进行特征选择. L1 正则化同时实现参数学习
与特征选择过程, 并强制约束大部分权值为 0. 给出
带有初始特征集合的优化算法后, 模型选择就是在
优化算法执行后选择带有非零权值的特征函数. 但
是, 这些方法只能构造两两关系马尔科夫网络[159].
Pekins 等首次提出使用 L1 逻辑斯蒂回归算法选择
特征, 并给出特征选择的梯度启发式算法和基于 L1
的停止准则[160]. 使用 L1 正则化目标函数学习MN
结构的算法由 Lee 等提出[161]. 他们的算法理论上
可学习任意长度的特征, 但实际中只能评价长度为 2
的特征. Yang 等把图模型表示为广义线性模型, 再
利用 L1 正则化构造结构学习的目标函数, 实现能够
表示为指数分布族的所有图模型的结构学习, 并给
出统计保证[162].

Lowd 和 Davis 提出的 DTSL (Decision tree
structure learner) 算法[163] 使用概率决策树作为局

部模型. 决策树可表示变量间更丰富的结构. DTSL
算法使用概率决策树预测变量的值, 并把决策树转
换为变量间的连接特征集. 他们还提出了多种不同
的转换方法.

Haaren 和 Davis 提出的 GSSL (Generate se-
lect structure learning) 算法分两个阶段学习 MN
的结构, 结合了全局搜索和局部学习的特点[164]. 第
一阶段为特征产生阶段, 通过自下而上的搜索产生
候选特征空间; 第二阶段为特征选择阶段, 使用 L1
正则化目标函数学习权值. 该算法的精度显著提高,
时间复杂性也有效降低.

5 概率图模型学习算法的新挑战

随着概率图模型在实际领域中的应用日益增加,
不同的学习任务和学习环境对概率图模型的学习算

法提出了不同的新要求. 由于概率图模型的结构学
习是其学习算法的主要部分, 本节针对结构学习总
结概率图模型学习算法所面临的新挑战, 并指出其
待解决的问题.

5.1 概率图模型的并行学习

概率图模型的结构学习过程计算复杂性很高,



6期 刘建伟等: 概率图模型学习技术研究进展 1037

这势必成为实际应用的一大阻碍. 许多学者致力于
提高结构学习的效率. 除了从算法上提高学习效率
之外, 并行学习也是加速学习过程的解决策略. 并行
学习使得学习问题可以同时由多个计算资源共同处

理, 效率显著提高. 例如, SS 算法最大的问题就是求
解所需的充分统计量. 当评价不同结构时, 若以并行
方式进行, 能极大地解决 SS 算法的计算问题. 已有
学者在其构建的算法中融入并行学习的思想. Sahin
和 Devasia 演示了如何利用粒子群算法进行并行学
习[93]. Yu 等在 SEM 算法的 EM 部分使用并行学

习的策略, 在每个样本上并行运行 E 步骤[165]. Gou
等的 TPDA 算法则并行执行 CI 检验, 然后把结果
组合起来[130].
虽然并行学习能有效提高概率图模型的学习效

率, 但其实际应用并不多, 因为并行学习在概率图模
型中还存在关键的开放性问题仍未解决: 由于概率
图模型的样本数据通常存在一定依赖性, 如何在并
行学习中对数据进行调度是一个很关键的问题; MN
的参数和结构学习都需要迭代计算, 某些参数在迭
代终止时被重新定义, 如何给出动态的迭代平行机
制来直接编码这些迭代运算?

5.2 概率图模型的在线学习

概率图模型的学习一般是批处理过程, 即给定
数据块, 从数据块中学习该部分数据的模型. 然而,
在实际应用中, 很多系统需要不断地处理新到达的
数据, 以修改所学到的模型. 以往的批量学习把旧数
据与新数据合并, 重新学习模型, 但该方法不能使用
先前的学习结果, 而且所需处理的存储量很大. 研究
人员提出了概率图模型的在线学习算法, 也称为增
量学习算法. Lam 早就提出 BN 在新数据情况下的
学习问题, 在旧网络与新数据间权衡考虑, 先使用新
数据学习出一个局部网络, 然后通过该局部网络来
改进旧网络[166]. Friedman 和 Goldszmidt 则对精
确度和存储量进行取舍, 只保留一部分对结构再学
习有用的旧数据[167]. Nielsen 等考虑了存在概念漂
移现象的非平稳系统的增量学习[168]. 概念漂移即随
着时间的变化, 样本可能来自于不同的概率分布. 他
们的方法由两部分组成: 首先监控和检测模型何时
应该进行更新, 然后使用局部搜索策略整合与观测
数据矛盾的模型部分. Castillo 和 Gama 提出了变
化环境中的自适应学习算法[169]. Yasin 和 Leray 把
MMHC 算法改进为增量形式的学习算法[170].

概率图模型的在线学习或增量学习还存在需要

解决的问题: 目前多数在线学习算法都是从局部上
对模型进行修改, 如何以增量形式来辨识整体的结
构; 如何改进算法使其能实时检测系统的漂移情况,
并在漂移情况出现时进行参数的自适应修改; 如何

通过计算和存储充分统计量来优化结构的连续更新

过程; 如何在爬山搜索过程中使用更加精细的回溯
方法等.

5.3 概率图模型的主动学习

从观测数据中学习模型的方法一般只能求出网

络结构的等价类, 即表示相同独立集的 BN 网络集.
仅利用观测数据, 我们很难从等价类中精确辨识出
网络结构. 然而, 很多实际应用需要知道网络的精
确结构, 从而发现变量间的因果依赖关系. 概率图模
型的主动学习能够解决该问题, 其学习器主动选择
未标注数据, 并交由人类专家进行标注, 使某些特定
变量被赋予特定的取值, 然后把人类专家标注的数
据整合到原观测数据中, 从而在数据集较小的情况
下获得较高的学习精度. 主动学习方法一般分为学
习引擎和选择引擎两个部分. Cooper 和 Yoo 最早
利用主动学习来发现图中的因果关系[171]. Tong 和
Koller给出了最优的选择引擎算法[172]. He和Geng
使用主动学习的策略学习结构等价类, 并通过选择
引擎来为无向边定向[173]. Hauser 和 Bühlmann 描
述了等价类的图论特性[174], 随后他们还给出寻找有
价值选择引擎的两种主动学习策略[175].
目前, 概率图模型的主动学习已吸引许多学者

进一步研究, 然而, 其主动学习还存在有待解决的问
题: 当前大多数研究都把 DAG 拆分成多个链图成
分进行主动学习, 虽然这能简化学习过程, 但必然损
失原图的部分信息, 如何就 DAG 整体进行主动学
习还需研究; 如何在隐变量存在的情况下解决变量
选择操作问题; MN 的主动学习研究算法还很少.

5.4 概率图模型的迁移学习、多任务学习和域自适

应学习

迁移学习、多任务学习和域自适应学习是机器

学习领域的新技术, 目前已逐渐受到研究学者的关
注. 概率图模型的学习与这些新技术的结合显然十
分必要, 但同时也带来了新挑战. Pan 和 Yang 给出
了迁移学习的明确定义[176]: 已知源域 DS 及其学习

任务 TS 以及目标域DT 及其学习任务 TT , 其中DS

6= DT 和 TS 6= TT , 那么迁移学习就是利用 DS 和

TS 中的知识来辅助 DT 中目标预测函数 fT 的学习

过程. 若学习过程还需同时改进 TS 的性能, 那么这
就是多任务学习. 若 TS 与 TT 相同, 那么学习过程
为域自适应学习.
概率图模型的迁移学习就是当学习任务所需的

样本个数不足时, 可以借助相关辅助任务的样本数
据来实现原目标任务. Dai 等在朴素贝叶斯网络的
参数学习中使用迁移学习, 其基本思想是首先利用
有标签数据集估计朴素贝叶斯网络的初始概率分布,
然后利用另一个分布中的无标签数据通过 EM 算法
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修改概率分布模型[177]. Roy 和 Kaelbling 则提出朴
素贝叶斯分类器的另一种迁移学习方法, 把数据集
划分为多个聚类簇, 每个聚类簇在所有学习任务中
都具有相同的概率分布. 然后, 他们利用每个聚类簇
分别训练得到一个分类器, 并通过 Dirichlet 过程组
合得到最终的分类器[178]. Luis 等提出 BN 的归纳
迁移学习方法, 该方法考虑了 BN 的结构学习与参
数学习[179]. 概率图模型的迁移学习还需要考虑如何
同时组合多个相关任务, 如何处理目标任务与相关
任务的样本数据都不足的情况.

在 SS 算法中, 结构搜索空间通常根据评分近
似等价的结构划分为多个大的凹空间. 而概率图模
型的多任务结构学习则是选择搜索空间中相邻的网

络作为输出网络集, 而不再输出评分相似的网络集.
这种选择有利于领域专家在数据集中发现独立关系,
最近已有学者对此展开研究[180−181]. 但是多任务结
构学习中的任务关联性定义还没有系统的分析, 而
且如何从数据中估计任务关联性, 如何有效学习大
规模结构任务也是未来的工作.
在实际应用中, 训练数据和测试数据的概率分

布一般不相同, 由训练数据学习得到的模型可能在
测试数据中并不能获得很好的表现, 而域自适应学
习可以解决该问题. 但是, 目前研究人员还没有对概
率图模型的域自适应学习开展研究工作, 下一步可
以考虑概率图模型的学习与域自适应学习的结合.

6 概率图模型学习的研究趋势

由于概率图模型能够简洁紧凑地表示多变量间

的复杂依赖关系, 是不确定性推理体系的重要组成
部分, 众多学者对概率图模型的研究热情一直高涨
不退. 虽然概率图模型的学习算法已在多个方面取
得重要的进展, 但是仍然存在不少问题需要解决. 本
节总结概率图模型学习的未来研究热点.

1) 结构学习的 SS 算法中, 多数评分函数都对
参数具有敏感性, 或者在有限样本大小的情况下得
不到最优解, 这限制了结构学习的精度. 将来的研究
应进一步开发性能更好的评分函数, 提高学习的精
度.

2) 结构学习过程的计算成本很高, 而实际领域
中却通常包含大量变量, 使得结构学习难以实现. 除
了前一节介绍的并行学习策略之外, 未来应该从搜
索算法上对结构学习过程提速, 优化中间计算过程.

3) 不完备数据是实际应用中经常出现的情况,
但目前能够处理不完备数据的学习算法仍不成熟,
特别是存在隐变量的情况. 如何在不完备数据情况
中学习结构还有待进一步的研究.

4) MN 的学习由于需要执行推理任务, 其学习
任务比 BN 要复杂很多. 而且MN 的学习研究也没

有 BN 的成熟. 由于马尔科夫逻辑网的提出, 借鉴其
学习过程, MN 的学习才有了进一步的发展. 未来需
要开发更加快速的权值学习算法; 在其局部结构学
习中, 需要确定局部学习的渐进一致性的充分条件;
进一步提高算法速度, 如在算法中引入频繁项集挖
掘算法.

5) 除了贝叶斯网络和马尔科夫网络之外, 动态
贝叶斯网络、状态观测模型和概率关系模型等也是

重要的概率图模型. 但是, 这些概率图模型的学习研
究还比较缺乏, 下一步应该对 BN 和MN 学习算法
的新技术进行改良以适应这些概率图模型的学习过

程, 并且根据这些概率图模型自身的特点开发出新
的学习方法.

7 总结

本文系统综述了 BN 和MN 的学习算法的研究
进展. 其中, 主要以 BN 的学习为主, 详细介绍了参
数学习和结构学习的算法. 参数学习是假设结构已
知时的简单参数估计问题, 本文分别考虑其在数据
完备和不完备时的不同学习情况. 结构学习是学习
任务中的主要部分, 其算法可大致分为基于约束的
学习算法、基于评分搜索的学习算法、混合学习算

法、动态规划结构学习和模型平均结构学习, 本文还
介绍了不完备数据的结构学习算法. 与 BN 的学习
相比, MN 的研究则还不够成熟, 本文也分别对MN
的参数和结构学习算法进行简单介绍. 最后, 还指出
了概率图模型学习的新挑战以及其研究趋势.
概率图模型是不确定性推理的一种强有力工具,

在机器学习领域势必日益重要. 概率图模型应时刻
结合机器学习领域出现的新理论新技术, 不断完善
自身体系的理论与技术, 以便更好地在实际领域中
应用.
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