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基于鲁棒优化的系统辨识算法研究

钱富才 1, 2 黄姣茹 1 秦新强 3

摘 要 输入-输出数据是解决系统辨识问题的关键要素, 传统的辨识

理论除了假定影响输入-输出数据干扰的密度函数已知外, 还要假定输

入-输出数据能够精确获得, 完全忽略了所用数据的质量. 本文突破了传

统理论的两个假设, 首先用工程上易于获得的干扰的有界集合代替干扰

的密度函数, 并在特定数据不确定性结构下, 考虑了数据质量问题, 然后,

以半定规划为基础, 导出了鲁棒对等式, 从而将系统辨识转化为对数据质

量具有鲁棒性的优化问题, 通过求解该优化问题, 得到了一种新的鲁棒优

化辨识方法, 仿真结果表明了新方法的可行性和有效性.
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Abstract Input-output data is a key element in solving the

problem of system identification. The traditional identification

theory takes into account the assumptions that the density func-

tion of the disturbance is known and the input-output data can

be accurately obtained, while completely ignores the quality of

the data used. In the paper, to overcom the limitation of the

two assumptions, a bounded set is firstly taken which can be ob-

tained easily in engineering as an alternative to the density func-

tion. Subsequently, with the specific uncertain data structure

and considering the effect of the data quality, robust counter-

part is derived by the semi-definite programming theory. And,

the system identification problem is converted to an optimiza-

tion problem which is robust to the uncertain data. By solving

the optimization problem, a new identification algorithm based

on robust optimization is proposed. Simulation results show the

feasibility and effectiveness.
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系统辨识是在给定系统模型结构的前提下, 利用输入-输

出数据, 按照一定的优化准则, 确定模型中的未知参数[1]. 经

过半个多世纪的发展, 以随机理论为框架的系统辨识已经取

得了丰富成果并得到了广泛应用, 产生了利用带噪声的观测

数据对模型未知参数进行估计的一大批算法, 如最小二乘算

法[2]、随机逼近算法[3]、信息准则算法[4] 和偏差补偿算法[5]

等. 另外, 当假设模型不确定扰动为高斯白噪声时, 以 Bayes

理论为基础, 提出了针对线性系统的 Kalman 方法[6] 和针对

非线性系统的扩张 Kalman 方法[7]. 系统辨识的建模方法以

控制系统为目的, 系统辨识与反馈机制相结合产生了自适应

控制, 特别地, 当系统中存在两种不确定性时, 为解决控制与

辨识的耦合问题, Li 等提出了一些新的对偶控制策略[8−11],

以此为基础设计出的控制器, 一方面能够驱动系统朝着期望

的目标运行, 另一方面又能兼顾估计质量.

系统辨识方法的本质就是利用输入-输出数据把模型中

未知参数的估计问题转化为优化问题.近年来,在优化领域中

产生了许多新方法处理不确定性, 特别是鲁棒优化[12−14]. 鲁

棒优化最早由 Soyster[15] 提出, 用于求解不确定线性规划问

题 (minx c′x s.t. Ax = b). 其基本思想为, 假定在线性规划

中, 数据矩阵 A 中的每个列向量、向量 b 和 c 在一些给定的

有界集 (如椭圆或圆) 内变化, 求决策变量 x, 使得对有界集

内的所有向量, 目标函数达到最优. 由于该模型工程上的实

用性和数学上的易处理性, 随后众多学者对其进行了进一步

的深入研究和应用推广, 代表性工作有 Ben-Tal 等和 Bandi

等[16−17]. Ben-Tal 等对不确定集合下各类凸规划的鲁棒问

题进行了研究, Bandi 等将重点放在了鲁棒对等式继承初始

不确定优化问题的计算复杂度上, 建立了相应的鲁棒优化理

论. 鲁棒优化的主要特点是获得一个 “鲁棒解”, 这个解可能

不是最好的, 但在给定的不确定有界集合中, 却始终能保持

该方案的可行性, 使所建立的不确定模型能适应外界干扰在

一定范围内变化带来的影响, 实现了最优性和鲁棒性间的有

效折衷.

上述所有辨识方法有 2 个基本特点: 1) 影响系统的不确

定性干扰具有随机统计特性, 即概率分布函数已知. 2) 所用

的输入输出数据不但已知, 而且能够精确得到. 受鲁棒优化

的启发, 本文对模型不确定性和数据不确定性共存的系统辨

识问题进行深入研究.

我们有足够理由认为测量数据中存在不确定性, 这是因

为: 1) 这些数据本身反映了特定技术下的设备工况或者过程

特性的种种波动, 很难或者几乎无法精确已知. 2) 正如文献

[18] 指出的那样, 系统结构往往具有非随机不确定性以及数

据信息不足而产生的不确定性. 系统结构上的不确定性多数

来自于对复杂系统的简化, 如, 用线性模型近似非线性系统、

低阶模型代替高阶系统、有限维模型描述无限维系统、简单

非线性函数组合逼近未知结构的复杂系统. 所有这些都会引

入未建模动态或者导致模型失配, 不可避免地会产生结构不

确定性. 而这些不确定性不随时间和观测数据的改变而改变,

它们一般不具有随机性质, 这类不确定性对估计模型的精度

有直接影响. 3) 存在一些不确定性也可能本质上具有随机性

质, 但由于缺乏数据信息而得不到它们的统计性质[18]. 传统

的统计类方法需要大量的实验数据. 研究表明, 即使统计数

据的较小误差, 可能会导致推断出的分布与实际分布存在巨

大差异, 因此, 在滤波器最初设计阶段, 就算有很多可用的实

验数据, 也未必能获得不确定性变量可靠的分布函数, 但是,

如果把可用数据与工程经验、容忍范围相结合, 很容易能够

确定出包含不确定性变量的某个集合. 对于上述两种不确定
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性或者它们的混合形式, 用统计平均量来减少或消除它们的

影响有很大困难; 4) 目前的工程问题都是以计算机作为求解

基础, 也许这些数据向量在前若干位与真值相同, 而在其他

位会差异很大, 同样的问题也存在于数/模转化之中. 文献

[19] 对于由 1 000 个决策变量和 410 个约束的线性规划问题

进行了深入研究, 结果表明: 当第 372 个约束中的系数 aj 扰

动成 aj + ξaj (ξ 是来自于区间 [−0.001, 0.001] 的均匀分布),

该约束不满足的概率高达 50% 以上. 由此可以看出, 尽管标

称值 aj 的扰动极小, 但其对解的影响应引起足够重视.

本文用系统噪声无穷范数有界条件替代了传统辨识问题

中的概率分布已知的假设, 同时, 假定获得的数据也包含结

构上的不确定性, 推广了传统的最小二乘算法 (Least square

method, LS). 针对这类系统辨识问题, 提出了一种以鲁棒

二阶锥规划理论为基础的鲁棒最小二乘算法 (Robust least

square method, RLS). 与传统方法相比, 该方法只需知道未

知干扰的变化范围, 从而弥补了噪声局限于特定概率分布的

缺陷. 这样处理更适合解决实际问题, 因为验前估计不确定

干扰的变化范围比验前假定其概率密度函数要容易得多. 同

时, 从最坏情况出发, 即通过实现不确定集合中最大残差的

最小化, 达到对未知系统的辨识, 具有更强的鲁棒性, 另外,

也考虑了基于数据辨识的数据质量问题, 即数据的不确定性.

1 问题描述

考虑如下单输入单输出离散线性系统:

y(k) =a1y(k − 1) + · · ·+ any(k − n) + b0u(k)+

b1u(k − 1) + · · ·+ bmu(k −m) + w(k) (1)

其中, u(k) 为系统的输入, y(k) 为系统的输出, m, n 为系统

的模型阶次, a1, · · · , an, b0, b1, · · · , bm 为待辨识的系统参

数, w(k) 为系统噪声.

定义如下数据向量 h(k) 和参数向量 θ:

h(k) =[y(k − 1), · · · , y(k − n),

u(k), · · · , u(k −m)] (2)

θ =[a1, a2, · · · , an, b0, b1, · · · , bm]T (3)

根据式 (2) 和式 (3), 系统 (1) 可以表示为

y(k) = h(k)θ + w(k) (4)

对系统进行 L 次实验, 即 k = 1, · · · , L, 利用式 (4) 可得

Y = Hθ + w

其中

HT =[hT(1), · · · , hT(L)]

Y =[y(1), · · · , y(L)]T

w =[w(1), · · · , w(L)]T

当噪声为白噪声时, 最小二乘方法可以实现对参数的无

偏估计. 然而在实际问题中, 系统会受到各种外界的不确定

因素干扰, 比如通过模数转化器或传感器进行测量所引入的

误差, 机器数的摄入误差和建模误差等, 这些不一定服从某

种概率分布.

本文给出下述假设:

假设 1. 噪声 w 无穷泛数有界, 即 ‖w‖∞ ≤ ρ, 其中

ρ (≥ 0) 根据实际工程问题验前确定.

假设 2. 数据 H, Y 的不确定性如下描述:

H(η) =H0 +

s∑
i=1

ηiHi (5)

Y (η) =Y0 +

s∑
i=1

ηiYi (6)

其中, [H0, Y0] 为标称数据, [Hi, Yi] 为扰动方向, η =

[η1, · · · , ηs]
T 为扰动噪声, 满足 ‖η‖∞ ≤ δ.

在假设 1 和假设 2 下, 辨识问题可以转化为下述形式的

优化问题:

min {‖H(η)θ − Y (η)‖2|‖η‖∞ ≤ δ} (7)

其中, ‖η‖2 =
√

ηTη, ‖η‖∞ = max |ηi|.
为了使未知参数的辨识结果, 对所有满足假设 1 和假设

2 中的可能取值, 都能实现残差的最小化, 如下处理上述优化

问题:

min
θ

max
‖η‖∞≤δ

‖H(η)θ − Y (η)‖2 (8)

问题 (8) 的最优解称为原辨识问题的鲁棒最优解.

问题 (8) 表明, 鲁棒最优解就是在满足有界噪声的所有

可能残差的最坏情况下, 即选取最大残差作为辨识的准则函

数, 通过实现该准则函数的最小化, 获得具有鲁棒性的辨识

结果. 这里的 “鲁棒解” 虽然不是全局最好的, 但对外界噪声

有很强的抑制作用, 而且能够保证一定辨识精度的要求, 在

抑制外界干扰和保证辨识精度间起到了良好的折衷作用. 与

传统方法相比, 一方面, 弥补了扰动局限于概率分布的缺陷,

另一方面, 也较好地处理了辨识数据的不确定性, 更符合实

际的需要.

2 鲁棒模型求解

问题 (8)中 [H(η), Y (η)]与扰动噪声 η 有关,可看作是 η

的函数, 因此该问题实际上是一个半无限优化问题[20]. 对于

这类问题的求解, 鲁棒优化的核心思想是将原始问题 (8) 以

一定的近似程度转化为一个多项式时间内可以解决的凸优化

问题, 所以鲁棒优化的关键点就是, 如何将原问题转化为或

逼近为多项式可解的问题, 这和不确定集合的选取也有很重

要的关系[12]. 在辨识问题中表现为不确定数据 [H(η), Y (η)]

关于 η 表示形式的选取问题, 如果选择不恰当, 则问题会很

难或是不能求解, 为此本文假设 H(η) 和 Y (η) 分别具有式

(5) 和式 (6) 的形式.

为了实现不确定系统的辨识, 首先给出下述引理[21]:

引理 1 (S-过程). F0, · · · , Fp 为 ζ 的二次函数,

Fi(ζ) = ζTTiζ + 2dT
i ζ + vi, i = 0, 1, 2, · · · , p

且 Ti = TT
i , 如果 Fi(ζ) ≥ 0, i = 1, 2, · · · , p, 则 F0(ζ) ≥ 0 成

立的充分条件是, ∃τi ≥ 0, 使得

[
T0 d0

dT
0 v0

]
−

p∑
i=1

τi

[
Ti di

dT
i vi

]
≥ 0
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为了表述方便, 令

M(θ) =[H1θ − Y1, · · · , Hsθ − Ys]

F =MT(θ)M(θ)

g =MT(θ)(H0θ − Y0)

l =‖H0θ − Y0‖22
定义

ϕ(H, Y, δ, θ) = ‖H(η)θ − Y (η)‖22
定理 1. 对于不确定数据 [H(η), Y (η)], 问题 (8) 可等价

转化为下述优化问题:

min
θ

max
ηTQjη≤δ2

[
1

η

]T [
l gT

g F

] [
1

η

]
(9)

证明. 定义范数

‖η‖Qj =
√

ηTQjη, j = 1, · · · , s

其中, Qj ≥ 0,
∑s

j=1 Qj > 0, 取 Qj 选为第 j 行第 j 列元素

为 1, 其他元素为 0 的适当维数的矩阵, 有

‖η‖Qj = |ηj |, j = 1, 2, · · · , s

而 ‖η‖∞ ≤ δ 可用下式等价表示:

|ηj | ≤ δ, j = 1, 2, · · · , s

因此, 可以用

‖η‖Qj ≤ δ, j = 1, 2, · · · , s

实现对 ‖η‖∞ ≤ δ 的等价转化.

同时, 由于残差和残差平方的最优化问题等价, 因此, 问

题 (8) 可以等价转化为下述问题:

min
θ

max
ηTQjη≤δ2

ϕ(H, Y, δ, θ)

根据 H(η), Y (η) 的定义, 可得

H(η)θ − Y (η) = (H0θ − Y0) +

s∑
i=1

ηi(Hiθ − Yi) (10)

由 ϕ(H, Y, δ, θ) 的定义, 有

ϕ(H, Y, δ, θ) = (H(η)θ − Y (η))T(H(η)θ − Y (η)) (11)

将式 (10) 代入式 (11), 可得

ϕ(H, Y, δ, θ) =l + gTη + ηTg + ηTFη =
[

1

η

]T [
l gT

g F

] [
1

η

]

¤
对于问题 (8), 选取满足不确定假设的最坏残差作为辨

识的准则函数, 首先必须确保该最坏残差的存在性. 依据

定理 1, 将问题 (8) 等价转化为问题 (9), 此时残差的平方

ϕ(H, Y, δ, θ) 是不确定数据 η 的一个二次型函数, 依据假设

2, η 属于一个连续有界的集合, 那么对于定义在连续有界区

间上的二次型函数而言, 其最值的存在性是显然的. 这为下

述定理的成立提供了依据.

定理 2. 有界噪声作用下, 参数鲁棒辨识问题可通过下

述确定的半定规划问题 (Semi-definite programming, SDP)

来求解:

min λ

s.t.




λ−
s∑

j=1

τjδ
2 0 (H0θ − Y0)

T

0
s∑

j=1

τjQj MT(θ)

H0θ − Y0 M(θ) I



≥ 0,

τj ≥ 0, j = 1, 2, · · · , s

(12)

其中, I 为适当维数的单位矩阵.

证明. 依据本文假设, 残差平方的最大值是存在的. 这

时, 引入辅助变量 λ, 问题 (8) 可写成如下形式:

min λ

s.t.

[
1

η

]T [
l gT

g F

] [
1

η

]
≤ λ,

∀η : ηTQjη ≤ δ2, j = 1, 2, · · · , s

(13)

问题 (13) 的约束条件

ηTQjη ≤ δ2

可表示为
[

1

η

]T [
δ2 0

0 −Qj

] [
1

η

]
≥ 0 (14)

约束条件
[

1

η

]T [
l gT

g F

] [
1

η

]
≤ λ

可以表示为
[

1

η

]T [
λ− l −gT

−g −F

] [
1

η

]
≥ 0 (15)

利用引理 1, 对任意的满足式 (14) 的 η, 式 (15) 成立的充分

条件是 ∃ τj ≥ 0, 使
[

λ− l −gT

−g −F

]
−

s∑
j=1

τj

[
δ2 0

0 −Qj

]
≥ 0 (16)

即



λ− l −
s∑

j=1

τjδ
2 −gT

−g −F +
s∑

j=1

τjQj


 ≥ 0

上式可写为如下形式



λ−
s∑

j=1

τjδ
2 0

0
s∑

j=1

τjQj


−

[
l gT

g F

]
≥ 0 (17)
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将M(θ)、F、g、l 代入式 (17), 有




λ−
s∑

j=1

τjδ
2 0

0
L∑

j=1

τjQj


−

[
‖H0θ − Y0‖22 [M(θ)T(H0θ − Y0)]

T

M(θ)T(H0θ − Y0) M(θ)TM(θ)

]
≥ 0

即



λ−
s∑

j=1

τjδ
2 0

0
s∑

j=1

τjQj


−

[H0θ − Y0, M(θ)]T I [H0θ − Y0, M(θ)] ≥ 0 (18)

对式 (18), 利用 Schur 补转化, 可得




λ−
s∑

j=1

τjδ
2 0 (H0θ − Y0)

T

0
s∑

j=1

τjQj M(θ)T

H0θ − Y0 M(θ) I



≥ 0

¤
定理 1 和定理 2 实现了原问题多项式时间内可以进行求

解的鲁棒对等式的一个近似. 通过对转化后确定的半定规划

问题 (12) 的计算机求解, 即可实现对本文研究的不确定条件

下系统的参数辨识.

3 仿真分析

本文算法首先确定不确定数据所属的有界集合, 将原不

确定环境下的辨识问题转化为鲁棒优化问题, 然后根据定理

1 和定理 2, 将鲁棒优化问题近似为确定的、易于求解的半定

规划问题, 最后利用凸优化理论, 结合Matlab 计算求解, 实

现对未知参数的估计.

下面通过实例仿真, 来说明本文算法的有效性.

考虑如下单输入单输出离散线性系统:

y(k) =a1y(k − 1) + a2y(k − 2)+

b1u(k − 1) + b2u(k − 2) + w(k)

其中, u(k) 为系统输入, y(k) 为系统输出, 参数向量为 θ =

[a1, a2, b1, b2]
T, 真值为 [1.5,−0.7, 1.0, 0.5]T, 当 k ≤ 0 时,

u(k) = 0, y(k) = 0, 采样的数据长度 L = 150, 即进行 150

次数据测量.

假定系统噪声 w 为有界噪声, 即满足 ‖w‖∞ ≤ ρ, 这里 ρ

是已知给定的. 此时的辨识问题可通过下述不确定问题进行

求解:

min
θ

max
‖w‖∞≤ρ

‖H(w)θ − Y (w)‖2 (19)

其中, 不确定数据 [H(w), Y (w)] 的标称数据为 [H0, Y0], Yi

为第 i 个分量为 1, 其他为 0 的单位向量; Hi(i ≤ L − 1) 为

前 n 列, 第 j 列第 i + j 行元素为 1, 其他均为 0 的矩阵, HL

为零矩阵. 对扰动噪声无穷泛数有界的情况, Qj 选取第 j 行

第 j 列元素为 1, 其他元素为 0 的矩阵. 通过对问题 (19) 的

近似转化, 计算求解, 获得下述辨识结果.

表 1 和表 2 分别给出了 ρ = 1 和 ρ = 2 时, 两种方法辨

识结果与真值的比较. 图 1∼ 4 和图 5∼8 分别为 ρ = 1 和

ρ = 2 时, 传统最小二乘方法 (LS) 和本文的鲁棒最小二乘

(RLS) 辨识结果的阶跃响应和相对误差. 由图 1 和图 3 可以

看出, 新方法在处理含有界不确定数据的系统辨识问题时的

优势. 图 2 和图 4 从相对误差的角度进行分析, 在扰动水平

ρ 相同时, 本文方法的相对误差低于传统方法的相对误差, 这

也说明新方法能更好地反映真实系统. 图 3∼4 和图 7∼8 表

明, 随着扰动水平 ρ 的增加, 辨识的精度相应降低, 直观地反

映了鲁棒优化方法的一个重要特点, 即优化解是最优性和鲁

棒性两者之间的折衷解.

表 1 当 ρ = 1, 最小二乘法 (LS) 和鲁棒最小二乘法 (RLS) 的比较

Table 1 The comparison between least square method (LS)

and robust least square method (RLS) when ρ = 1

参数 a1 a2 b1 b2

真值 1.500 000 −0.700 000 1.000 000 0.500 000

LS 1.452 138 −0.631 716 0.959 609 0.531 301

RLS 1.499 922 −0.699 297 0.990 947 0.501 017

表 2 当 ρ = 2, 最小二乘法 (LS) 和鲁棒最小二乘法 (RLS) 的比较

Table 2 The comparison between least square method (LS)

and robust least square method (RLS) when ρ = 2

参数 a1 a2 b1 b2

真值 1.500 000 −0.700 000 1.000 000 0.500 000

LS 1.444 546 −0.652 205 0.933 967 0.486 859

RLS 1.486 583 −0.690 202 0.966 064 0.512 560

4 结论

本文研究了系统噪声属于一个有界集时且数据具有结构

不确定性的单输入和单输出离散线性系统的辨识问题, 提出

了一种以鲁棒优化理论为基础的新方法. 通过实例仿真, 表

图 1 当 ρ = 1, LS 的阶跃响应

Fig. 1 The step response for LS when ρ = 1
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图 2 当 ρ = 1, LS 的相对误差

Fig. 2 The relative error for LS when ρ = 1

图 3 当 ρ = 1, RLS 的阶跃响应

Fig. 3 The step response for RLS when ρ = 1

图 4 当 ρ = 1, RLS 的相对误差

Fig. 4 The relative error for RLS when ρ = 1

图 5 当 ρ = 2, LS 的阶跃响应

Fig. 5 The step response for LS when ρ = 2

图 6 当 ρ = 2, LS 的相对误差

Fig. 6 The relative error for LS when ρ = 2

图 7 当 ρ = 2, RLS 的阶跃响应

Fig. 7 The step response for RLS when ρ = 2
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图 8 当 ρ = 2, RLS 的相对误差

Fig. 8 The relative error for RLS when ρ = 2

明了本文方法的可行性和有效性. 本文从优化的角度进行分

析, 将辨识问题转化为一类不确定优化问题, 通过选取合适

的不确定数据的表示形式, 近似出易于计算凸优化问题, 最

终实现对原问题的求解, 为不确定系统的辨识提供了一种新

思路. 然而, 本文提出的估计算法虽然在处理不确定性方面

表现出了较强的鲁棒性, 但一个新的问题是该算法具有一定

的保守性, 因为实际问题中的不确定性未必每个时刻都处在

“最坏” 情况. 减少保守性是我们未来进一步需要研究和解决

的问题.
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