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一种基于边界特征线且特征点可变的二阶非线性离散跟踪

微分器及在测速定位系统中的应用

谢云德 1, 2 李云钢 2 龙志强 2 戴春辉 2

摘 要 利用状态反推方法确定最速离散二阶系统的线性区域的边界特征线及控制特征线, 以相平面上的点及边界曲线、

控制线的相对位置按线性规则确定控制量的大小, 区分可达区与线性区, 并依此构造最速分段线性函数形式的跟踪微分器

(Tracking-differentiator, TD), 这种算法可以方便地修改特征点, 适应能力强, 而且运算中不包含任何根号运算, 使得控制综

合函数的形式极大简化, 有利于工程实现. 对正弦信号及方波信号的仿真结果表明了上述结论的合理性. 验证了特征点分段线

性算法在适当修改特征点后得到的 TD, 与经典 TD 以及它的线性近似进行比较, 跟踪能力和微分提取能力都得到了较大的提

高. 应用移动平均算法构成的跟踪微分器组, 具有相位补偿功能, 适当选取 TD 参数后, 得到了滤波能力强、相位特性良好的

滤波器, 并应用于基于长定子齿槽检测的永磁电动磁悬浮列车的测速定位系统中. 实验结果表明, 本文提出的简化 TD 按相位

补偿确定的方案能有效滤除脉冲和扰动等噪声, 对过轨道接缝时的畸变信号进行修复, 边界容易修改, 算法简单有效, 实时性

强, 易于工程实现.
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Discrete Second-order Nonlinear Tracking-differentiator Based on Boundary

Characteristic Curves and Variable Characteristic Points and Its Application to

Velocity and Position Detection System
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Abstract The boundary characteristic curves of linear regions with the second-order discrete time optimal control are

presented using the method of the state back step. The control variable is decided by the linearized criterion according

to the relative position between phase plane point and switching curve, and the boundary characteristic curves. The

reachable region and the boundary region are given. Then some sectionalized constructed linear synthetic functions are

obtained. Based on this function, the discrete form of tracking-differentiator (TD) is constructed. This algorithm is able

to amend its characteristic points and is flexible to applications. It does not contain the square roots algorithm, and its

form is simple and its implement action is easy. Numerical simulation of sinusoidal wave and square wave shows that

this discrete form of tracking-differentiator can quickly track an input signal without overshooting or chattering and can

produce a good differential signal. Its effect is similar to one of the nonlinear boundary transformation. A kind of TD

group with phase compensation and filter ability is acquired using the moving average algorithm. The excellent filter

ability and phase compensation are obtained after a proper TD parameter choice. The velocity and position detection of

a permanent magnet electro dynamic maglev train system based on long stator alveolus count employs the above scheme.

The running experiment of the train shows that the above algorithm can effectively remove noise and lead to little phase

delay, and amend distortion signals at the guide juncture. The algorithm is easy, effective and convenient to engineering

implementation action.
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纯微分器在物理上是不可实现的, 人们寻找各
种途径来近似, 处理不当就会产生振荡甚至湮没现
象, 严重影响系统的稳定性. 为了简化控制系统的
设计, 提高控制系统性能, 用适当方法获取有效的
微分是一种重要的手段, 韩京清等[1−2] 提出了跟踪

微分器 (Tracking-differentiator, TD) 的思想, 利用
二次时间最速系统提出了一种离散形式的跟踪微分

器, 具有快速跟踪输入信号、无超调、无颤振的特
点, 能得到较好的微分信号. TD 的特性源自开关曲
线附近边界的存在, 在滑模控制中, 若以开关曲线
作滑模面, 则 TD 可以完全消除系统可能存在的颤
振现象, 这是其他方法难以实现的, TD 的这种对噪
声以及扰动的不敏感性, 与边界的宽度相关, 宽度越
大, 线性可变区域也就越大, 抗噪声的能力也越强.
韩京清[3−4] 研究了用 TD 构造非线性比例 –积分 –
微分 (Proportion-integration-differentiation, PID)
问题, 提高了系统的适用性以及鲁棒稳定性, 这主要
得益于 TD 对噪声的不敏感性, 而 TD 的特性直
接与边界相关. Gao[5] 研究了离散时间最优控制系

统中闭环状态反馈问题, 指出了按韩京清跟踪微分
器算法 (Funetion of Han′s tracking-differentiator
algorithm, FHAN) 方式得到的线性边界可以取代
Bang-bang 控制, 控制量在有界区域内按线性规律
变化, 而不是在两个极端的量之间跳变, 这有利于克
服颤振现象. 韩京清和 Gao 都提到了开关曲线附近
离散控制一步内可到达的边界问题, 得到了基本边
界的方程表达式, 也给出了两步可达区域的思想, 它
与 TD 的特性密切相关, 可以说不同的处理边界方
法将导致不同的 TD.
目前, 边界变换是否唯一的问题上没有研究结

果. 韩京清在他的专著中详尽描述了跟踪微分器以
及自抗扰控制的思想, 为进一步研究做了很有意义
的工作, 但是仍然存在许多尚没有解决的问题. 比
如, 如何灵巧设计 TD 以满足不同的需要, 如何完
成全部有关边界类型划分的问题, 如何在三阶以上
的变结构非线性多输入多输出 (Multi-input multi-
output, MIMO) 系统中使用非线性滑模面克服颤
振的问题, 以及 TD 在自适应控制、模糊控制中的应
用问题, 三阶以上的自抗扰控制设计等等, 作者在本
文中仅探讨关于 TD 边界的部分问题, 这是一个基
础理论的研究问题, TD 的性能与边界问题紧密相
连. 其他的研究[7−11] 得益于 TD 良好的跟踪能力以
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及对噪声的不敏感性, 利用 TD 的这些特性, 可以用
来构造自抗扰 (Auto disturbance rejection control,
ADRC) 技术中的一个基本模块, 安排过渡过程, 以
及设计非线性 PID 控制器, 对参数进行估计以及恰
当提取信息等; 对于滑模控制的研究[12−14], TD 也
有一些相关的问题. 文献 [15] 中利用二次时间最速
系统提出了一种高精度快速跟踪微分器 Fast, 具有
跟踪精度高, 能从含噪声的信号中有效提取微分信
号的特点, 它也是一种具有边界的跟踪微分器, 它
与 FHAN 的差别是 Fast 的开关曲线被设计成与
Bang-bang 控制的开关曲线重和, 边界的判断基于
到达时间, 不存在两步可达区, 它的优点是跟踪精度
较高, 缺点是计算量稍大, 这种方法被应用于磁悬浮
控制的信号检测中[16−19].

韩京清跟踪微分器提出的前提是离散、双积分

器、无噪声的时间最优控制, 在考虑控制量零阶保
持, 时间项仅考虑线性项的情形下, 韩京清 FHAN
的确是最优的, 但韩京清跟踪微分器的离散精度是
不够的, 也没有考虑对扰动的抑制因素, 解决问题的
途径是恰当修改离散化模型, 引进新的参量, 比如引
进时间的二次项, 对扰动误差小的积分修正项等, 从
而可以在新的离散化、双积分、无噪声条件下得到

新的最优解, 能够获得跟踪精度更好、抗噪声能力
更强、抗扰动能力更好的优化离散跟踪微分器. 这
些修改将表现在边界的修正上, 从而为获得对应不
同优化离散化模型参数的边界提供了理论上的依据.
在随后跟踪微分器边界问题的讨论中, 将给出几种
类似 FHAN 边界变换的对应某种离散最优的 TD.

实际控制系统一般是数字控制系统, 采用离
散化的形式, 跟踪微分器中开关函数所需要线
性区的大小及范围将影响跟踪性能及微分品质,
文献 [2] 用等时区方法确定了最速控制取非极值
的线性区, 给出了控制综合函数的一般形式, 其实
质是一种非线性边界的变换, 有三种情形, 分别对应
开关曲线、控制量取极值的一步后到达开关曲线并

切换符号的边界, 以及首先控制量取 0 而后一步到
达开关曲线的某种特征曲线, 这种非线性变换函数
中包含根号的运算, 有时候对于控制算法是有一定
复杂性的. 针对这个问题, 本文利用状态反推或者
说等时区方法, 寻找使最速控制取非极值的线性区
的边界特征点, 区分线性区以及可达区, 用线性区内
的位置特性按线性比例关系确定控制量的大小, 取
代非线性边界变换, 并利用特征点构造分段线性函
数, 从而得到线性区内部的点一一对应的关系, 而
非线性区位于开关曲线两侧, 控制量取极值, 无需
与非线性边界变换存在对应关系, 仅仅使用简单的
边界特征线的常数值比较就可以确定是否位于线性
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区域内, 从而节省了非线性变换需要的计算开销, 且
避开复杂的开平方根的非线性运算. 由于在整个相
平面上, 本文提出的分段线性算法与文献 [2] 中提
出的非线性边界变换算法存在一一对应的关系, 因
而其控制量的大小基本相同, 获取的跟踪效果以及
微分提取效果也将接近, 而计算工作量方面, 本文
提出的算法得到了很大的简化. 进一步, 本算法的
最大特点是可以轻松地修改边界上的特征点, 等效
于修改边界, 算法结构几乎不做任何改变, 从而可以
得到特性不同的 TD, 这种新的 TD 与边界变换无
关, 可以认为是扩展了 FHAN 的特性, 突破边界变
换的限制, 这些特点使得本文提出的算法在编程上
较为简洁实用, 便于工程实现. 对正弦信号以及方
波信号进行的数值仿真结果表明, 这种简化形式的
跟踪微分器与文献 [2] 提出的跟踪微分器同样具有
快速跟踪输入信号、无超调、无颤振、能有效提取

微分信号的特点, 形式上更加简单, 仅仅为一个简单
的分段线性函数, 而功能是完全等效的, 但编程实现
要简单得多. 而且可以比较随意地修改边界特征点
的参数, 无需改变算法的结构, 就可以得到性能更加
良好的 TD, 由于这一特性, 本文提出的算法较文献
[2] 中提出的算法将更加易于使用及实现, 这对于进
一步研究和使用非线性跟踪微分器提供了一种新的

途径, 对推广 TD 在控制与信息处理中的工程应用
具有一定的参考价值. 虽然本文研究的出发点与韩
京清和 Gao 在 FHAN 中研究问题的出发点有些相
同, 但本文提出的 TD 算法与 FHAN 有本质上的区
别: 1) FHAN 是一种边界变换的算法, 而本文的跟
踪微分器算法 (Function of tracking-differentiator
algorithm, FTD) 是一种边界特征点可变分段线性
算法, 与边界变换无关, 且参数变化有很大的随意
性; 2) FTD 算法包含 FHAN 算法, 但不能反推;
3) FTD 算法可以按照要求优化, 而 FHAN 不能任
意改变. 另外, 韩京清[6] 基于他自己的 FHAN 提出
了一种线性近似, 此处不妨将它称为 FHAN1, 很明
显, 本文的 FTD 与 FHAN1 并无关联. 为了区分三
者之间的差异, 本文给出了一组跟踪输入谐波信号
的仿真误差对比 (见第 2 节), 从而能够直观认识三
种 TD 的差异.

为了验证新算法的有效性, 本文研究了永磁电
动磁悬浮列车牵引系统中的测速定位方案, 用本文
提出的简化分段线性化非线性跟踪微分器, 按移动
平均相位补偿算法构成滤波器组, 对测速定位系统
中的定子线圈的磁极相位角进行了实时在线处理.
由于轨道加工及安装误差以及常年运转后产生的变

形, 轨道拼接预留处理热胀冷缩留下的轨道接缝, 以
及传感器随车体的悬浮而产生的抖动, 会使传感器

信号产生干扰噪声以及严重的信号畸变, 处理不当
将影响测速定位精度, 信号引进牵引系统后将危害
列车的运行安全. 文献 [17−18] 中提出了相位补偿
的 TD 组算法, 选择恰当的 TD 参数后, 按 3 个 TD
组构成了一个具有相位补偿功能的滤波器, 并应用
于测速定位系统中的信号处理单元, 试验结果表明
了本文提出的方案能够有效滤除噪声, 相位特性好,
并能够对过接缝时产生的畸变信号进行恢复. 理论
推导以及工程实践都说明, 本算法结构简单, 仅仅为
逻辑判断, 线性运算, 计算量小, 易于编程实现, 且能
够满足车载测速定位系统的滤波及信号修复, 具有
工程可实现特性. 为此, 将首先用等时区方法提取最
速控制函数取非极值的特征点, 并依据最速控制系
统特点构造分段线性最速控制函数, 并给出数值仿
真结果. 在此基础上按移动平均的相位补偿算法构
成滤波器组, 选取恰当的 TD 参数, 将此方案在基于
长定子齿槽的磁悬浮永磁磁悬浮列车测速定位系统

中应用, 试验数据表明算法的可行性.

1 二阶离散系统控制综合函数

对连续双积分串联最速系统




ẋ1 = x2

ẋ2 = u, |u| ≤ r
(1)

其离散化的形式为
[
x1(k + 1)
x2(k + 1)

]
=

[
1 h

0 1

][
x1(k)
x2(k)

]
+

[
0
h

]
· u(k),

|u(k)| ≤ r, k = 0, 1, 2, 3, · · ·
其中, h 为采样步长, x1(k), x2(k) 为第 k 步的状态,
上述方程可以表示为

X(k + 1) = AX(k) + Bu(k) (2)

其中

A =

[
1 h

0 1

]
, B =

[
0
h

]

X(k) = [x1(k), x2(k)]T

方程 (2) 以 X(0) 为初值的解的一般表达式为

X(k + 1) = Ak+1X(0) +
k∑

i=0

Ak−iBu(i) (3)

设整个相平面上全体点构成的集合为 Σ, 它们
是整个相平面 Σ 上的稠密点集合也可以记为R2, R
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为实数集合. 若系统经过 k + 1 步, 最终到达相平面
上的原点, 此时X(k + 1) = 0. 则由式 (3) 可以反推
出起始点必须满足的条件

X(0) = −
k∑

i=0

A−i−1Bu(i) (4)

将式 (2) 中的 A,B 代入式 (3) 得到

X(0) =
k∑

i=0

[
(i + 1)h2

−h

]
· u(i) (5)

由最优控制理论可以知道, 上述最速系统的控制策
略是一种开关控制, 在连续系统的情况下, 开关曲线
的函数为

Γ(x1, x2) = x1 +
x2 |x2|

2r
(6)

控制综合函数为

u(x1, x2, r) = −r · sgn (Γ (x1, x2)) (7)

相平面上任何一点沿最优轨线最多经过一次切

换而到达原点, 如图 1 所示. Γ = γ+
⋃

γ−, 相平面
Σ 上任意一点M(x1, x2) 到达原点所需要的时间 T

可以表示为

T (x1, x2) = s
x2

r
+

2√
r

√
x2

2

2r
+ sx1 (8)

其中

s = sgn
(

x1 +
x2 |x2|

2r

)

对连续最速时间系统 (1) 用总时间 T (x1, x2) 来
作 Lyapunov 函数, 则可以证明 T 是正定的, 且
dT/dt = −1 < 0, 从而有 T (x1(t), x2(t)) = −t +
T (x1(0), x2(0)), 所有最速轨线都将在有限时间内到
达原点.

图 1 开关曲线及最优轨线示意图

Fig. 1 Illustration of the switching curve and the optimal

trajectory

当相平面上的点位于开关曲线上方时, 控制量
取极值 u = −r; 位于开关曲线下方时, 控制量取极
值 u = +r. 到达开关曲线时, 控制量切换符号.在连
续系统的情况下, 控制量的切换是瞬间完成的, 不存
在变号需要的变化过程. 然而在离散的情况下, 变号
的过程将发生在一个采样步长 h 内, 其对应的相平
面上的点必定位于开关曲线附近的某个区域 Ω 内,
控制量在这个区间内按某种规律变化, 为了简化, 可
以采用线性变化的策略,不妨称Ω为线性区,控制量
u 从 Ω 的一侧穿越到 Ω 的另一侧时, 其值从某一个
正数 (负数) 变化到另一个负数 (正数). 所有的位于
区域 Ω 最外侧的, 取最大的正值 u = +r (u = −r)
的点将落在某条曲线上, 不妨称为 Ω 的边界, 在控
制量 u 从一种符号变化到另一种符号的过程中, 一
定会经过 0 这样一个特殊的点, 而所有这些控制量
u 取值为 0 的点也将落在某条曲线上, 这条曲线不
妨称为控制特征线. 为此需要寻找线性变化区域的
边界, 以及相关控制特征线.
边界线有两条, 一是开关曲线, 在这条线上所有

点的控制量取极值 u = +r 或 u = −r，并最终到达

坐标原点, 称为 ΓA; 另一条曲线最临近开关曲线且
控制量将取变号前的最大值，在这条曲线上的所有

点，控制量的初值首先取 u = −r 或 u = +r, 而后
每一步都取相反的数值 u = +r 或 u = −r (或到达
开关曲线)，并最终到达坐标原点，称为 ΓB; 在 ΓA

与 ΓB 之间，控制量将经历一个符号的变化，取值范

围为 u ∈ (−r,+r), 由于控制量的变化不是一瞬间
完成的，其取值的变化必定经过数值 0，因而，控制
量首先取 u = 0, 而后全部取 u = +r 或 u = −r 而

到达原点的全体初始点，将会落在某条曲线, 也就是
控制特征线上, 称为 ΓC .

不妨假设 {a+k}、{a−k} 分别为控制量 u =
+r、u = −r 到达原点的初始点, {b+k}、{b−k}、k ≥
2 分别为第一步取 u = −r、u = +r 后全部

取 u = +r、u = −r 而到达原点的初始点,
{c+k}、{c−k}、k ≥ 2 分别为第一步取 u = 0, 之
后全部取 u = +r、u = −r 而到达原点的初始点.
全体 {a+k} 的点将落在 ΓA 上, 不妨称该段曲线为
Γ+

A; 同理, 全体 {a+k} 的点也将落在 ΓA 上, 不妨称
该段曲线为 Γ−A; 全体 {b+k} 的点将落在 ΓB 上, 由
于符号的关系, 不妨称该段曲线为 Γ+

B; 同理, 全体
{b−k} 的点也将落在 ΓB 上, 不妨称该段曲线为 Γ−B;
全体 {c+k} 的点将落在 ΓC 上, 不妨称该段曲线为
Γ+

C ; 同理, 全体 {c−k} 的点也将落在 ΓC 上, 不妨称
该段曲线为 Γ−C . 可以看到, 并非边界曲线 ΓA、ΓB

以及控制特征线 ΓC 上的任意点都会满足前述点序

列的条件, 但可以做如下变通处理, 也就是点列最后
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将要到达原点的条件做某些调整, 确切的说, 就是在
最后一步或两步内对控制量进行规划, 在满足有界
性的条件下, 按离散化后的方程来确定精确的控制
量, 从而可以使得边界曲线 ΓA、ΓB 以及控制特征

线 ΓC 上的任意点都能够按已知的控制方案最后到

达原点. 在这样的条件下, 边界曲线 ΓA、ΓB 以及控

制特征线 ΓC 上的所有点将构成一个稠密紧致的集

合, 其上任何点都是可以控制的. 在这样的条件下,
离散点的序列已经扩展到连续曲线, 其边界以及控
制特征线是连续的. 由 ΓA、ΓB 两条连续曲线围成

封闭区域 Ω. ΓC 是区域 Ω 内的一条连续曲线. 边界
曲线以及控制特征线如图 2∼ 3 所示.

图 2 线性区域的边界示意图

Fig. 2 Illustration of the linear region boundaries

图 3 边界曲线、辅助线以及分类示意图

Fig. 3 Illustration of the boundary curves and auxiliary

line and the classification

整个相平面可以分成两个区域, 一是线性区域
Ω, 另一个是整个相平面剩余的部分 R2 − Ω, 不妨
称为非线性区. 相平面上的任意点都可以按照某种
策略加以控制, 使得能够到达原点. 可以按以下方式
来分类处理: 1) 两步内可以到达原点的所有点, 它

们构成一个稠密的连续区域, 后面将通过分析得到
这个区域, 称为可达区, 不妨记为 Ωr. 2) 在 Ωr 区域

外, 至少需要三步才可以到达原点的区域, 它们不是
位于线性区域 Ω 内, 就是位于 Ω 外. 由线性区域的
特性可以知道, 当控制点位于非线性区, 即位于区域
Ω 外时, 控制量 u 取极限值 +r 或 −r, 使得下一步
更靠近边界曲线; 当控制点位于区域 Ω 内时, 适当
地选择控制量 u, 使得下一步能够刚好到达开关曲
线; 如此, 相平面 Σ 上的任意一点都存在一个恰当
的控制策略, 使得经过有限的步骤后能够到达原点.
至此, 我们已经得到了整个相平面 Σ 可控制的结论.

1.1 边界的确定

1) 确定边界曲线 ΓA = Γ+
A ∪ Γ−A

{a+k} 为所有控制量全部取 u = +r 而到达原

点的初始点的集合,不妨假设在第 k+1步到达原点,
X(k+1) = 0. 此时有 u(i) = +r, i = 0, 1, 2, · · · , k,
由式 (5) 得到

X(0) = r ·
k∑

i=0

[
(i + 1)h2

−h

]
(9)

从而有

x1(0) = rh2

k∑
i=0

(i + 1) =rh2

(
k2

2
+

3k

2
+ 1

)

x2(0) = −rh(k + 1) < 0

将 X(0) 简单记为 X, 则消去变量 k 后有 x1 =
x2
2

2r
− 1

2
h · x2, x2 < 0, 就是 Γ+

A 曲线, 同理, 可以得到
Γ−A 的方程为 x1 = −x2

2
2r
− 1

2
h · x2, x2 > 0, 合成为一

个方程为

ΓA (x1, x2) : x1 +
x2 |x2|

2r
+

1
2
h · x2 = 0 (10)

2) 确定边界 ΓB = Γ+
B ∪ Γ−B

对 {b+k} 有 u(0) = −r, u(i) = +r, i = 1, 2,

· · · , k,由式 (5)得到 x1(0) = rh2(k2/2+3k/2−1),
x2(0) = −rh(k − 1), 将 X(0) 简单记为 X, 则消去
变量 k 后有, x1 = x2

2
2r
− 5

2
hx2 +h2r,且有 x1 +hx2 =

1
2
rh2k(k+1) > 0. 上式即为边界曲线 Γ+

B, 同理可得
边界曲线 Γ−B 为 x1 = −x2

2
2r
− 5

2
hx2−h2r, x1 +hx2 <

0, 综述上述情况得到 ΓB = Γ+
B ∪ Γ−B 的曲线为

ΓB(x1, x2) : x1 − s · x2
2

2r
+

5
2
hx2 − s · h2r = 0

(11)

s = sgn(x1 + hx2) 为一个确定的符号函数.
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3) 确定边界曲线 ΓC = Γ+
C ∪ Γ−C

对 {c+k} 有 u(0) = 0, u(i) = +r, i = 1, 2, · · · ,

k,由式 (5)得到 x1(0) = rh2
∑k

i=1 (i + 1) = 1
2
rh2×

(k2 + 3k + 2), x2(0) = −rh
∑k

i=1 1 = −rhk < 0,
将 X(0) 简单记为 X, 则消去变量 k 后有, x1 =
x2
2

2r
− 3

2
hx2, x2 < 0, 这就是曲线的方程 Γ+

C 的方程,
同理可得 Γ−C 的方程为 x1 = −x2

2
2r
− 3

2
hx2, x2 > 0,

综述上述情况得到 ΓC = Γ+
C ∪ Γ−C 的曲线为

ΓC (x1, x2) : x1 +
x2 |x2|

2r
+

3
2
h · x2 = 0 (12)

至此, 已经找到区域 Ω 全部的边界以及控制特
征线, 即





ΓA : x1 + x2|x2|
2r

+ 1
2
hx2 = 0

ΓB : x1 + x2
2

2r

_
s + 5

2
hx2 + h2r · _

s = 0

ΓC : x1 + x2|x2|
2r

+ 3
2
hx2 = 0

(13)

_
s = −sgn(x1 + h · x2), 其示意图见图 2.

1.2 控制综合函数的确定

前面已经确定了线性区间 Ω, 且考虑两步之内
不能到达原点, 那么平面上任何一点若不在 Ω 内,
控制量 u 取极值; 否则 u 按某种线性规律变化,
使得 u 能在闭区间 [−r,+r] 内均匀变化. 如图 3
所示, 不妨先假设点 M(x1, x2) 落在第 IV 象限内
(x1 > 0, x2 < 0), 做一条辅助直线 x2 = x2(M), 它
与边界线以及特征线相交于 A,B, C 三点 (其对应
的 x1 方向的坐标值记为 XA, XB, XC), 对应的控制
量分别取值 u = +r, 0,−r, 若 M 落在 X, B 两点

以外, 则控制量 u 取极值; 否则 u 按线性规律变化,
由于存在控制特征线 ΓC , 一种合理的选择是依据点
M 落在区间 [A,C] 或者 [C, B] 的不同情形, 分别取
线性值.
此时,若 x1 < XA或者 x1 > XB,将分别有 u =

+r 或 u = −r; 若 x1 ∈ [XA, XC ], 取 α=
XC − x1

XC −XA

,

选择

u = r · α (14)

否则 x1 ∈ [XC , XB], 取 β =
x1 −XC

XB −XC

, 选择

u = −r · β (15)

其中

XA = x2
2

2r
+ 1

2
h |x2|

XB = x2
2

2r
+ 5

2
h |x2|+ h2r

XC = x2
2

2r
+ 3

2
h |x2|

若M 落第 II 象限区域, 可以做类似分析.
若M 落第 I或 III象限区域,由于M 不在区域

Ω 内, 并考虑到两步内不能到达原点, 即 x1, x2 不同

时为 0, 因而有

x1 · x2 ≥ 0, u = −r · sgn (x1 + h · x2)

如果点 M 两步以内可以到达原点, 则初始点
X(0) 以及相关的控制量必定满足方程 (1), 从而
得到 




x1(1) = x1(0) + hx2(0)
x2(1) = x2(0) + hu(0)
x1(2) = x1(1) + hx2(1)
x2(2) = x2(1) + hu(1)

使得 x1(2) = 0, x2(2) = 0, 也就是



1 h 0 0
0 1 0 h

1 0 0 0
0 1 −h 0



·




x1(1)
x2(1)
u(0)
u(1)




=




0
0
∆

x2(0)




∆ = x1(0) + hx2(0), 从而得到




u(0) = −x1(0) + 2hx2(0)
h2

u(1) = −x1(0) + hx2(0)
h2

(16)

此时

|u(1)| ≤ r (17)

此式是两步内到达原点的一个必要条件, 从而
可以知道, 若式 (17) 不满足, 则两步内不可能到达
原点. 若式 (17) 满足, 则选择

u(0) = −x1(0) + 2hx2(0)
h2

(18)

使得两步内到达原点. 两步内可以到达原点

的点是位于由两条平行的直线 x1 + hx2 =
±h2r 所围成的区域与另外两条平行的直线

x1 + 2hx2 = ±h2r 所围成的区域相重迭的

阴影内, 如图 4 所示, 它是一个由 4 个点
(−h2r, 0)、(−3h2r, 2hr)、(h2r, 0)、(3h2r,−2hr) 围
成的菱形区域. 可达性区域称为 Ωr.
显然易见, 线性区域 Ω 与可达区域 Ωr 在原点

附近是有部分重迭的, 如图 5 所示. 依据上述分析,
可以得到一个可用的最速综合函数, 算法描述见第
1.3 节.
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图 4 两步内可达区域 Ωr 示意图

Fig. 4 Illustration of the reachable region in two steps

图 5 可达区域 Ωr 以及线性边界示意图

Fig. 5 Illustration of the reachable region and the linear

boundaries

1.3 最速综合函数的算法描述

考虑特征点可变的分段线性综合函数, 对相
平面上的任意点 M(x1, x2), 最速控制综合函数
u(x1, x2, r, h) 遵循下面的策略快速到达原点.

1) 取 z1 = x1 + λhx2, z2 = z1 + hx2, 若不修
改特征点 XA、XB、XC , 则选择 λ = 1; 否则 λ 作

相应变化, 比如取 λ = 0.2 ∼ 0.8, 若 |z1| > h2r, 或
者 |z2| > h2r, 两步内不可能到达原点, M /∈ Ωr, 否
则转 6);

2)若 x1 ·x2 ≥ 0, M /∈ Ω∪Ωr, u = −r · sgn(x1+
hx2);

3)确定线性区 Ω 的边界

XA = x2
2

2r
+ 1

2
h |x2|

XB = x2
2

2r
+ 5

2
h |x2|+ h2r

XC = x2
2

2r
+ 3

2
h |x2|

显然满足 XA < XC < XB, 若修改 XA、XB、

XC , 则可以使用参考值 0.5h |x2|, 比如修改为 X̂A =

XA−0.42h |x2|, X̂B = XB−0.58h |x2|, X̂C = XC−
0.61h |x2|, 可取 λ = 0.47, 而算法其余部分完全
不变;

4) 若 |x1| ≥ XB, u = −r · sgn (x1); 若 |x1| ≤
XA, u = −r · sgn (x2); 此时M /∈ Ω ∪ Ωr;

5)

α=
XC − |x1|
XC −XA

, β =
|x1| −XC

XB −XC

若 |x1| ≤ XC , u = −r · α · sgn (x2); 否则
u = +r · β · sgn (x2). 此时M /∈ Ωr, 且M ∈ Ω 或
者M ∈ Ω ∩ Ωr;

6) 两步内可以到达原点, M 位于菱形可达区域

内, M ∈ Ωr, 此时 |z1| ≤ h2r, |z2| ≤ h2r,

u = − z2

h2

且有 |u| ≤ r;
7) 算法结束.
FTD 算法由特征点 XA、XB、XC 以及参量 λ

唯一确定. 可以认为更加一般的 TD 算法的一种表
示方式为:

û = FTD (x1, x2, r, h, λ,XA, XB, XC) (19)

不妨把上述函数记为 u = FTD(x1, x2, r, h), 对
于跟踪微分器, 由文献 [1] 有如下的结论: 若系统

{
ẋ1 = x2

ẋ2 = f(x1, x2)

的任意解均满足: x1(t) → 0, x2(t) → 0 (t → ∞),
则对任意有界可积函数 v(t) 和任意常数 T > 0,
系统 {

ż1 = z2

ż2 = R2 · f (
z1 − v(t), z2

R

)

的解满足

lim
R→∞

∫ T

0

|z1(t)− v(t)|dt = 0

也就是说 z1(t) 将跟踪输入信号, 而 z2(t) 将近似信
号的微分. 于是得到跟踪信号及广义的微分信号. 基
于这样的理由, 由上述最速控制综合函数得到一种
非线性离散跟踪微分器的算法: 对于一个给定的信
号序列 {v(k), k = 1, 2, · · ·}, 有下面的方程





u(k) = FTD (x1(k)− v(k), x2(k), r, c0 · h)
x1(k + 1) = x1(k) + h · x2(k)
x2(k + 1) = x2(k) + h · u(k),

k = 0, 1, 2, · · · (20)
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其中, r 称为快速因子, c0 称为滤波因子, h 为采样

步长. 而 FTD 更一般的表示形式为

û =

FTD (x1 − V (t), c1 · x2, r, c0 · h, λ, XA, XB, XC)
(21)

c1 为阻尼因子. 上述形式的跟踪微分器是一个完
全分区线性化的函数, 本身又构成非线性, 避开了
前述引言中提到的离散微分器的平方根运算, 结构
更加清晰明了, 运算简单实用. 最速轨线如图 6 所
示.

图 6 开关曲线、边界曲线以及最速轨迹线的分布图

Fig. 6 Illustration of the switching curve and the

boundary curves and the optimal trajectory

从图 6 可以看到, 当轨迹线进入 Ω 区域内
时, 点 M(x1, x2) 可以落在由 ΓA 与 ΓC 或者

ΓC 与 ΓB 围成的封闭区域内 (另外的边界为无
穷远), 按 FTD 算法恰当选择控制量 u, 使得点
M(x1, x2) 最后沿 ΓA(非常接近) 快速运动到达原
点.

2 离散跟踪微分器的数值仿真

对于给定的信号序列 {v(k), k = 1, 2, · · ·}, 按
式 (36) 构造跟踪微分器, 给出正弦波以及方波的跟
踪及微分信号. 选取正弦信号 v(t) = sin(t); 方波信
号 v(t) = sgn(sin(t)). 其中正弦信号的跟踪微分选
取的参数是: r = 100, h = 0.01, c0 = 1. 正弦信号
的跟踪与微分见图 7 所示.

下面比较三种跟踪微分器对谐波信号的跟踪能

力. 韩京清[6] 提出的经典 TD 为 FHAN, 线性近似
TD 为 FHAN1.

图 7 正弦信号的跟踪与微分

Fig. 7 Illustration of the tracking and differential about

the sinusoid signal





d = h2r

a0 = hx2

y = x1 + a0

z = y + a0

a = y + a0(|a0| /d− 1)/2)
Sy = (sgn(y − d)− sgn(y + d)) /2
Sz = (sgn(z − d)− sgn(z + d)) /2
u = −r((z − sgn(z)− sgn(a))SySz+

sgn(z) + sgn(a)

(22)

本文提出的 FTD 按前面给出的示例为:




XA =
x2

2

2r
+ 0.08h |x2|

XB =
x2

2

2r
+ 1.92h |x2|

XC =
x2

2

2r
+ 0.89h |x2|

λ = 0.47

(23)

图 8 表明输出信号较好地跟踪了方波输入信号,
且得到了品质良好的微分信号.

图 8 方波信号的跟踪与微分

Fig. 8 Illustration of the tracking and differential about

the squarewave signal
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输入信号为 V (t) = sin(2πt) + γ(t), 取 c1 =
1.2, r=100, c0 =3, h=0.01. γ(t) 为强度为 0.005
的均匀分布的白噪声. 需要说明的是, 参数的选择取
c1 = 1.2 是因为当 c1 ≤ 1 时, FHAN1 严重抖振, 无
法进行比较.

跟踪相对误差比较如图 9 所示. 微分相对误差
比较如图 10 所示.

图 9 跟踪相对误差比较

Fig. 9 Comparison of the tracking error

图 10 微分相对误差比较

Fig. 10 Comparison of the differential error

三种不同的算法仿真结果表明, FHAN 的线性
近似 FHAN1, 存在抖振问题, 但跟踪精度略好于经
典 FHAN, 而扩展型特征点可变分段线性的 FTD
无论是跟踪, 还是微分提取, 以及滤波能力都比前面
两种好. 可以指出的是, FHAN1 对噪声相当敏感,
无法处理噪声以获取微分信号.
图 11 表明, 在输入白噪声条件下, 输出信号的

功率谱中, FTD 的能量最小, 也就意味着 FTD 的
滤波器能力最好.

为了进一步比较这三种 TD 对噪声的处理能力,
仅考虑在标准白噪声 (均值为 0, 方差为 1)输入条件
下, 各种 TD 的滤波输出的特性, 考察在不同的滤波

因子作用下, TD 输出的微分噪声的标准方差大小
差异. 仿真的条件不妨选为 r = 100, h = 0.01, c1 =
1.2, c0 的变化范围为 0 ∼ 10, 标准方差的计算方
法为

σ =

√√√√√
N∑

i=1

(x2(k)− x̄2)
2

N − 1
, x̄2 =

N∑
i=1

x2(k)

N

结果表明, 三种跟踪微分器 TD 中, 本文提出的
FTD 具有较好的跟踪与微分获取精度, 抗噪声能力
最好.

图 11 标准白噪声条件输出微分噪声的方法比较

Fig. 11 Comparison of standard variance of output

differential noise with standard white noise conditions

3 跟踪微分器边界唯一性以及最优性的进一

步讨论

前面在 FTD 算法描述提到, TD 的特性由参数
以及 XA、XB、XC 三个边界特征点唯一确定, 下面
将给出包括 FHAN 在内的三个不同的 TD, 并指出
是否存在边界变换.

1) FHAN 存在边界变换, 边界特征点为




XA =
x2

2

2r
+ 1

2
h |x2|

XB =
x2

2

2r
+ 5

2
h |x2|+ h2r

XC =
x2

2

2r
+ 3

2
h |x2|

其对应的边界方程为




x2 + 1
2

(√
φ2h2r2 + 8r |y| − φhr

)
sgn(y) =

+φhr

x2 + 1
2

(√
φ2h2r2 + 8r |y| − φhr

)
sgn(y) =

−φhr

y = x1 + λhx2, φ = 1.0, λ = 1.0
(24)
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2) FTD 1 存在边界变换, 边界特征点为




XA =
x2

2

2r

XB =
x2

2

2r
+ 2h |x2|+ h2r

XC =
x2

2

2r
+ h |x2|

其对应的边界方程为




x2 + 1
2

(√
φ2h2r2 + 8r |y| − φhr

)
sgn(y) =

+φhr

x2 + 1
2

(√
φ2h2r2 + 8r |y| − φhr

)
sgn(y) =

−φhr

y = x1 + λhx2, φ = 0.50, λ = 0.50
(25)

3) FTD2 存在边界变换, 边界特征点为




XA =
x2

2

2r
+ 0.1h |x2|

XB =
x2

2

2r
+ 2.7h |x2|+ 1.69h2r

XC =
x2

2

2r
+ 1.4h |x2|

其对应的边界方程为




x2 + 1
2

(√
φ2h2r2 + 8r |y| − φhr

)
sgn(y) =

+φhr

x2 + 1
2

(√
φ2h2r2 + 8r |y| − φhr

)
sgn(y) =

−φhr

y = x1 + λhx2, φ = 1.3, λ = 0.75
(26)

注意此处按 FHAN 的取 ĥ = ϕh = 1.3h, 变换
应该是 ŷ = x1 + φhx2 而不是上面的变换, 因而它
不同于 FHAN.
这就说明了跟踪微分器边界变换不是唯一的.

从上面看到, 第二种 TD 的开关曲线完全与连续情
形下的开关曲线相同, 可能意味着 FHAN 在一般情
况下并非最优的. 实际上对应不同离散化模型最优
解的 TD, 在跟踪精度和微分提取能力存在差异, 而
上述 TD 都包含在 FTD 的集合中, 且上述三种 TD
是独立的. 这说明了修改边界特征点的方法具有较
大的灵活性, 它隐含了各种离散化最优 TD 的特性.
事实上, 可以完整地列举出一系列具有不同参数的
最优的离散 TD 以及对应的边界特征点的 TD.

4 长定子齿槽的测速定位原理及其滤波处理

永磁电动磁浮列车的直线同步牵引系统主要由

测速定位系统 (包括位置传感器)、车载无线电无线
控制单元、地面牵引系统、牵引功率模块等组成. 对
于磁浮列车来说, 测速定位系统是必不可少的关键
环节. 磁浮列车的测度定位系统担负着列车所处位
置及速度信息的检测任务, 并为列车运行控制系统
的集中控制和调度提供决策和依据. 位置传感器的
检测对象是用于牵引的直线同步电机的长定子. 长
定子由硅钢片组成, 具有齿槽结构 (如图 12 所示).
传感器检测线圈置于长定子有齿槽的一面, 当线圈
沿铺设的长定子运动时, 可对这种齿槽结构进行检
测, 从而获得车辆的位置信息.

信号处理单元是测速定位系统的部件之一, 每
套测速定位系统都有一个信号处理单元, 用于接收
传感器的数据, 并进行位置信息融合处理, 然后将
处理结果发送给牵引系统, 可以认为它是列车牵引
控制系统和各种位置传感器之间的桥梁, 是整个测
速定位系统的核心. 信号处理单元的主要功能是:
1) 接收传感器发送的位置和方向数据; 2) 按照牵引
系统要求对数据进行滤波和融合处理; 3) 与协议处
理单元进行通信, 通过协议处理单元和车载无线电
控制系统将处理后的位置信息发送给牵引控制系统.
信号处理单元发送给牵引系统的信号有: 1) 磁极相
角, 用于牵引控制, 其中每 60 度角度信号, 代表一
个齿槽周期, 即 86 毫米的实际距离. 通过齿槽数和
相角信号计算出 0 到 360 度的磁极相角信号; 2) 磁
极计数, 长定子轨道上, 以 6 个齿槽结构为一组, 列
车每经过一组齿槽周期的距离后, 角度信号达到 360
度 (正向) 或 0 度 (反向) 时, 磁极计数信号根据方向
信号进行递增或递减.

图 12 传感器检测线圈与长定子的关系示意图

Fig. 12 Illustration of the relation of sensor coil and long

stator alveolus

在实际的电路处理中, 解调出的正弦信号是通
过不同的模拟电路处理方法产生周期性的锯齿波

信号和方波信号, 会导致相角信号与齿槽信号的跳
变并不总是一一对应的. 信号处理单元如果简单的
将相角信号和齿槽数信号进行角度融合, 就会出现
图 13 所示的信号跳变, 跳变幅度为 50 度∼ 60 度.
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图 13 相角和齿槽不同步时信号处理单元处理后信号

Fig. 13 Signal of the phase differ stator alveolus

相对位置传感器沿轨道方向运动时, 通过检测
长定子轨道齿槽结构电感的变化量来获得列车的位

置信息. 相对位置传感器是车载设备, 它的检测间隙
随着悬浮高度的变化而发生波动, 这种间隙的波动
同样使得被测量电感发生变化, 使得垂直方向的位
置变化与水平方向的位置变化相互耦合, 影响相对
位置传感器位置检测的线性度. 由于轨道铺设和线
路设计等原因, 磁浮列车轨道是由一段段长定子拼
接而成, 在拼接的地方存在长度不等的接缝, 距离变
化范围是 70 毫米∼ 80 毫米. 接缝内除了铺设轨道
电缆外不存在硅钢. 由于这些接缝的存在, 破坏了轨
道电感的周期性和连续性, 增大了传感器检测齿槽
结构的难度. 当传感器在通过这些轨道接缝的时候,
其检测信号就会发生不同程度的畸变. 图 14 显示了
相对位置传感器过接缝时发送的相角信号.

图 14 传感器过接缝时产生的畸变信号

Fig. 14 Signal of the sensor when exists conjunction

可以证明, 这种跟踪微分器组按相位补偿的移
动平均算法将具有如下形式

V̄ (t) =
n∑

k=1

Ck
n(−1)k+1

Vk(t) (27)

选择 n = 3,

V̄ (t) = 3V1(t)− 3V2(t) + V3(t)

非线性跟踪微分器具有良好的跟踪信号和提取

信号微分能力, 能够有效抑制信号不连续时产生的

尖峰超调. 由于滤波能力与相位延迟大小具有正向
相关性, 滤波能力越强, 相位延迟越大, 因而可以采
用移动平均算法来补偿相位的损失, 对于跟踪微分
器, 采用如图 15 所示的跟踪微分器组, 可以用来补
偿相位的损失.

图 15 跟踪微分器组示意图

Fig. 15 Illustration of the TD groups

图 16 是一段测速定位系统的实验数据, 以及
经过跟踪微分器滤波处理后的相关结果. 图中可以
看出, 按式 (26) 跟踪微分器组构成的滤波器, 原
来具有噪声扰动以及 80mm 接缝处畸变的锯齿波
形, 经过滤波处理后, 锯齿波形已经比较光滑了, 畸
变处的信号也得到了一定程度的恢复, 相位延迟
很小, 能够满足信号处理单元对于信号处理实时
性的要求. 由于上述跟踪微分器的算法采用了分
段线性化, 避开了复杂的平方根运算, 因而运算量
少, 易于工程实现. 实验结果表明, 本文提出的简
单线性化方法完全可以胜任基于长定子齿槽的测速

定位的滤波及畸变信号恢复, 滤波效果好, 能够修
复畸变信号, 算法简洁有效, 达到了工程化实现的
要求.

图 16 磁极相角滤波处理号

Fig. 16 Magnetic pole phase angle filtering

5 结论

本文利用状态反推方法确定离散最速控制系统

的开关曲线及线性区域的边界, 特征控制曲线, 区分
可达区与线性区, 引入辅助直线, 得到线性区域的边
界特征点, 从而方便划分控制量取非极值的边界, 而
仅仅使用一个简单的比较逻辑, 用分段线性化取代
非线性边界变换, 避开了复杂的平方根运算, 大大简
化了计算. 在线性区内的控制量选择严格保证在开
关曲线、边界及特征控制线上, 取值与非线性变换相
同, 从而保证控制量在整个相平面上完全对应. 这种



5期 谢云德等: 一种基于边界特征线且特征点可变的二阶非线性离散跟踪微分器及在测速定位系统中的应用 963

算法可以方便地修改特征点, 适应能力强, 与是否存
在边界变换无关, 因而具有极大的灵活性. 在无任何
修正的情形下, 它的功能与最经典的 TD (FHAN)
等效; 而在适当修改边界特征点后, TD 的性能可以
极大提高. 它不依赖边界的变换, 突破了经典 TD
的限制. 利用本文提出的综合函数构造离散形式的
跟踪微分器, 与以往的其他跟踪微分器相比, 结构形
式更加简化, 适应范围更加广泛, 仅仅是线性运算,
而总体性能仍然是非线性的, 这将为跟踪微分器的
应用提供一种形式简单、有效的新算法. 仿真结果
表明, 本文提出的跟踪微分器, 在跟踪性能、微分品
质以及消除颤振方面有很好效果, 完全突破边界变
换限制. 利用具有相位补偿功能的移动平均算法构
成 TD 滤波器组, 得到了具有良好相位特性的滤波
器, 并应用于长定子齿槽的永磁电动磁悬浮列车系
统中的测速定位. 试验结果表明, 本文提出的算法及
其滤波器能够有效滤除信号中的噪声, 得到比较光
滑的锯齿形磁极相位信号, 相位延迟很小, 且能够对
80mm 过接缝处畸变的信号进行有效的恢复, 编程
简单, 计算量少, 易于工程实现, 可以满足测速定位
系统对算法简单、快速、实时性的要求.
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