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基于编码控制机制的混杂系统半全局实用镇定

楼旭阳 1 叶 倩 2

摘 要 混杂系统的鲁棒镇定是复杂控制系统领域的重要研究课题之一. 提出了一种编码机制下的混杂控制策略, 它能有

效地克服传统连续反馈控制或不连续反馈控制在处理局部鲁棒镇定平衡点或不变集问题中的局限性, 获得更好的控制效果.

首先针对编码状态反馈, 构建了一般的混杂系统模型来描述编码状态反馈作用下非线性系统的闭环系统模型. 然后, 基于逆

Lyapunov 定理开展了非线性系统的混杂控制鲁棒性分析, 提出了闭环混杂系统的半全局实用渐近稳定性判据. 最后, 结合一

个经典控制问题来说明所提出控制策略的优越性.
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Semi-global Practical Stabilization of Hybrid Systems

Based on an Encoded Control Mechanism
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Abstract Robust stabilization of hybrid systems is one of the important research topics in the field of complex control

systems. This paper proposes a hybrid control strategy under an encoded control mechanism. It can effectively overcome

the limitation in dealing with the problems of local robust stabilizing equilibrium point or invariant set for the traditional

continuous feedback control or discontinuous feedback control, and obtain better control effects. We first build a general

hybrid system model to describe the closed-loop system of a nonlinear system under the encoded state feedback. Then

we carry out the robustness analysis of hybrid control for the nonlinear system based on the inverse Lyapunov theorem,

and present a semi-global practical asymptotic stability criterion for the closed-loop hybrid system. Finally, we combine

with a classical control problem to illustrate the superiority of the proposed control strategy.
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近年来, 有限信道传输能力的控制问题在国际
上获得了广泛的研究[1−6]. 这些研究一方面是针对
最近一些新兴的应用, 如传感器网络、微机电系统、
移动电话和工业控制网络等应用中的传输能力有限

问题进行分析; 另一方面是考虑到安全情况下必须
尽可能地传输有限的信息而开展的研究. 在控制系
统中, 反馈数据传输速率是有限的, 通信的可靠性将
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极大地影响系统的稳定性, 在通信速率和最佳性能
之间存在一个折衷办法[5]. 目前研究中通常采用的
方法是, 当控制信号通过传输信道时, 把标准的反馈
信息转换成数据包 (编码) 发送到可能位于远程位置
的控制器, 再将数据包整合成反馈信号 (解码) 传送
到执行器, 进而实现控制系统.
一直以来, 有关控制系统的编码或量化反馈控

制研究受到了控制界学者的极大关注, 并取得了一
系列成果[2−14]. 文献 [4] 提出了一种混杂量化反
馈控制策略, 通过时变量化器和系统的输入到状态
可镇定性来确保系统的全局渐近稳定性. Liberzon
等[3] 指出文献 [6] 中的量化控制方法可以在不考虑
最小数据率情况下用于处理连续非线性系统. 事实
上, 在不严格要求数据率的情况下 (如文献 [3] 中假
设条件), De Persis 等[10] 指出文献 [3] 所获得的结
论对于一大类可镇定系统也是成立的. 文献 [14] 研
究了 Elia 等[2] 提出的静态对数量化器的作用, 并
且利用磁滞量化器实现闭环系统的实用稳定性. De
Persis 等[11] 探讨了一类非线性系统的动态编码器,
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只要在离散时刻对其参数进行更新, 利用编码反馈
出来的信息构成一个分段线性定常控制率, 进而实
现半全局实用稳定性. 值得指出的是, 尽管围绕量化
控制的理论成果大量涌现, 但到目前为止, 针对混杂
控制系统的量化效应研究仍较少.
随着控制、计算机、数学等学科的进步与发展,

混杂控制系统的分析和控制研究已经成为计算机、

生物控制、应用数学等领域的研究热点. 混杂控制相
比于纯粹的连续或离散控制策略具有明显优势[15].
例如, 利用采样-保持控制 (一类特殊的混杂控制) 可
以实现具有测量噪声和快速传感器或执行器的动态

系统的鲁棒镇定而利用连续反馈则难以实现同样的

控制效果[16−18]. 对于在输出反馈中应用混杂控制器
的情况, 文献 [19] 作了深入研究. 混杂控制器还有
很多其他应用[20−25]. 值得一提的是, 文献 [26−27]
中指出, 利用逻辑混杂反馈可鲁棒渐近镇定每一个
渐近可控非线性系统. 尽管基于混杂控制的混杂系
统理论框架已经初步形成, 但在现有混杂控制相关
文献中, 尚未有关于编码反馈控制作用下混杂控制
器研究的报道, 而具有编码反馈机制的混杂系统鲁
棒镇定问题是复杂系统控制领域极富挑战性的重要

课题之一. 本文就上述问题做了深入研究, 主要工作
是建立了非线性系统和编码反馈机制下混杂控制器

的级联闭环混杂系统, 基于光滑 Lyapunov 函数证
明了这一闭环系统的半全局实用渐近稳定性, 并将
理论结果应用于一个约束控制系统中, 解决了经典
反馈控制和不连续反馈控制所不能处理的镇定问题.
这一研究对混杂系统半全局稳定性的讨论具有重要

的理论意义.
在下文中, R 表示实数域, R≥0 := [0,∞), Rn

为 n 维向量空间, Z≥0 表示非负整数集合. ‖xxx‖ 表示
向量xxx的欧氏范数, 即 ‖xxx‖ = (

n∑
i=1

x2
i )

1/2. 符号 “⇒”

表示集值映射. f ◦ (g1 + g2)(s) := f(g1(s) + g2(s)).
A 表示集合 A 的闭包, co A 表示集合 A 的闭凸
包, B 表示欧氏空间中的单位闭球. |xxx|A 定义为
infyyy∈A |xxx − yyy|. Sn 表示集合 {xxx ∈ Rn+1 : |xxx| =
1}. R(φ) := [aaa,bbb], 其中 aaa = [cos φ sinφ]T, bbb =
[− sinφ cos φ]T. 如果连续函数 α : R≥0 → R≥0 严

格递增, 且 α(0) = 0, 则 α 属于 K 类函数. 进一步,
若 α 是 K 类函数且当 r →∞ 时, α(r) →∞, 则 α

属于 K∞ 类函数. 对于连续函数 β : R≥0 ×R≥0 ×
R≥0 → R≥0, 映射 β(·, t, j) 是 K 类函数, 而映射
β(s, ·, j) 和 β(s, t, ·) 是非增函数, 并且当对应变量
分别递增到∞时, 函数收敛到 0, 则 β 属于KLL类
函数. 对于满足 0 < δ ≤ ∆ < ∞ 的两个正实数 δ 和

∆, 以及一个紧集 A ∈ Rnx+ny , 定义 ΩA(δ,∆) :=
{(xxx,yyy) ∈ Rnx ×Rny |δ ≤ |(xxx,yyy)|A ≤ ∆}.

1 问题描述

在实际应用中, 特别是在分布式控制系统中, 编
码器和解码器与系统可能是地域分散的. 因此, 在数
字通信传输情况下, 对具有 “编码器 -解码器 -控制
器” 的非线性系统稳定性进行分析, 在分布式控制
系统中是至关重要的. 目前, 许多学者深入地研究了
具有有限传输信道的非线性系统的控制问题, 本文
则主要考虑了具有编码状态反馈和混杂控制器的非

线性系统的半全局实用渐近稳定问题. 图 1 为这种
控制方案的实现框图. 当标准的反馈信号转换成数
据包通过信道时, 即编码过程, 数据包将在远程位置
进行解码. 假设该通道是无扰动、无传输延时且传
输失真可忽略, 则反馈信号可由解码器恢复并通过
控制器传送到执行器来控制系统. 近年来, 混杂控制
方法在许多控制系统中已获得成功应用, 特别是在
一些经典控制方法不能解决的控制问题中突显其优

势, 本文考虑控制器是混杂的情形, 即控制器中同时
包含连续和离散的动力学特征, 研究如果存在一个
混杂控制器使得系统紧集是渐近稳定的, 则在编码
反馈机制下的混杂控制器能否选择合适的编解码参

数, 使该紧集是半全局实用渐近稳定的问题.

图 1 编码状态反馈下的混杂控制系统

Fig. 1 Hybrid control systems with encoded state

feedback

2 混杂系统

首先介绍一下混杂系统的解以及相关定义. 一
般地, 一个混杂系统 H 可以由四元组 (F, C, G,D)
来描述:

H :=

{
ẋxx = F (xxx), xxx ∈ C
xxx+ ∈ G(xxx), xxx ∈ D (1)

式中, xxx ∈ Rn 为系统状态; C 和 D 分别表示连
续事件和离散事件时的状态集合, 简称流集和跃
集; 单值映射 F : C → Rn 是描述状态属于流集

C ⊂ Rn 上时连续事件的函数, 称为流态; 集值映射
G : D ⇒ Rn 是描述状态属于跃集 D ⊂ Rn 时离散

事件的函数, 称为跃态; xxx+ 为状态跳跃后的值. 状态
xxx 可能既包含 “连续” 变量又包含 “离散” 变量, 后
者通常表示为整数形式的逻辑模式.



864 自 动 化 学 报 40卷

令 T ∈ R≥0 和 J ∈ Z≥0 分别表示流态和跃态

时间序列的终值, 两者均可以是有限正数或无穷. 给
定一个子集 E ⊂ R≥0 × Z≥0, 若对有限的时间序列

0 = t0 ≤ t1 ≤ · · · ≤ tJ 有 E =
J−1⋃
j=0

([tj, tj+1], j), 则

称 E 是一个紧致混杂时域. 如果对于所有 (T, J) ∈
E , E ∩ ([0, T ]×{0, 1, · · · , J}) 是一个紧致混杂时域,
则称 E 是一个混杂时域. 对每个混杂时域 E 上的点
都存在一个自然序: 给定 (t1, j1) ∈ E , (t2, j2) ∈ E ,
若 t1 < t2 或 t1 = t2, 并且 j1 ≤ j2, 则有 (t1, j1) ¹
(t2, j2). 也就是说, 只要取自同一混杂时域 E 上的
点, 若 t1 + j1 ≤ t2 + j2, 则有 (t1, j1) ¹ (t2, j2).
为简便起见, 具有形式 (1) 的混杂系统用 H =

(F, C, G,D) 表示. 混杂系统 H 的解是由定义在
混杂时域上的混杂弧[28] 给出. 一个混杂弧是指函
数 xxx : dom xxx → Rn, 其中, dom xxx 表示混杂时

域, t 7→ xxx(t, j) 表示在任一给定离散时刻 j 时的

一个局部绝对连续函数. 称混杂弧 xxx 是混杂系统

H = (F, C, G,D) 的解, 如果 xxx(0, 0) ∈ C ∪ D 且下
面两个条件满足:

1) 流态条件: 对任意 j ∈ Z≥0 和几乎所有的

t ∈ R≥0, 使得当 (t, j) ∈ dom xxx, xxx(t, j) ∈ C 时, 有
ẋxx(t, j) = F (xxx(t, j));

2) 跃态条件: 对任意 (t, j) ∈ dom xxx, 使得当
(t, j + 1) ∈ dom xxx, xxx(t, j) ∈ D 时, 有 xxx(t, j + 1) ∈
G(xxx(t, j)).

如果 dom xxx 至少包含一个不同于 (0, 0) 的点,
则混杂弧 xxx 是非平凡的; 如果 dom xxx 是无界的 (不
管是在 t 方向还是 j 方向, 或者两个方向), 则称 xxx

是完备的; 如果 xxx 在有限时间内存在无限次跳跃, 则
称 xxx 是 Zeno 的, Zeno 现象在混杂系统控制律设计
时容易出现, 如连续和混杂系统中普遍存在的颤动
和松弛控制, 都可以认为是在不同的控制作用中进
行无限次快速切换; 如果 xxx 具有无限次跳跃却不发

生流态, 则称 xxx 是离散的. 如果 xxx 不能被扩展, 即满
足dom xxx ⊂ dom xxx′ 且 dom xxx′ 中不存在与 xxx 一致的

解 xxx′, 则称 xxx 是最大的 (Maximal). 显然, 完备的解
是最大的.
如果混杂系统 H = (F, C, G,D) 满足下述基本

条件, 则称混杂系统H 是适定的 (Well-posed).
假设 1 (混杂基本条件). 给定一个混杂系统

H = (F, C, G,D), 其参数 (F, C, G,D) 满足:
1) C, D ⊂ Rn 是闭集;
2) 流态 F : C → Rn 是连续的;
3) 跃态 G : D ⇒ Rn 是外半连续1 且局部有

1称集值映射 G : Rn ⇒ Rn 是外半连续的, 若它在每一个 xxx ∈ Rn

处是外半连续的, 即对所有序列点 xi → xxx 和 yi ∈ G(xi), 如果对某一
点 yyy, lim

i→∞
yi = yyy, 则有 yyy ∈ G(xxx).

界2的.
下面给出几个基本稳定性定义. 在状态空间Rn

上混杂系统 H, 令 A 为 Rn 中的一个紧集. 若对
任一 ε1 > 0, 存在 δ > 0, 使得系统 H 从 xxx(0, 0) ∈
(A + δB) ∩ (C ∪ D) 出发的每一个解都是完备的
且满足 |xxx(t, j)|A ≤ ε1, ∀(t, j) ∈ dom xxx, 则称紧集
A 是稳定的; 如果存在正数 µ > 0 使得系统 H 从
xxx(0, 0) ∈ (A+ µB) ∩ (C ∪ D) 出发的每一个最大解
都是完备的且满足 limt+j→∞ |xxx(t, j)|A = 0, 则称紧

集 A 是吸引的. 如果紧集 A 是稳定且吸引的, 则称
紧集 A 是渐近稳定的. 令 BA 为 A 的吸引域点集,
它满足从该点集中任一点出发的所有最大解都是完

备的且收敛到A. 如果紧集A在吸引域 BA = C∪D
上是渐近稳定的, 则称紧集 A 是全局渐近稳定的.
定义 1 (半全局实用渐近稳定). 对于下述含正

参数 ν 的混杂系统Hν

Hν :=

{
ẋxx = F (xxx, ν), xxx ∈ Cν

xxx+ ∈ G(xxx, ν), xxx ∈ Dν

(2)

其中, Cν ,Dν 为包含参数 ν 的相关集合, 如果存在
函数 γ ∈ KLL, 且对任意正数 ∆ > 0, ε > 0, 存在

ν∗ > 0使得系统Hν 的每一个解xxx满足 |xxx(0, 0)|A ≤
∆ 以及对于 ∀(t, j) ∈ dom xxx,∀ν ∈ (0, ν∗] 有

|xxx(t, j)|A ≤ γ(|xxx(0, 0)|A, t, j) + ε (3)

则称紧集 A 是半全局实用渐近稳定的.

3 混杂编码控制

3.1 非线性系统

考虑非线性系统

ẋxx = f(xxx,uuu) (4)

其中, xxx ∈ Rn 为系统状态, uuu ∈ Rm 为控制输入,
f : Rn×Rm → Rn 是连续函数. 不失一般性, 假设
状态 xxx 是完全可测的.

假设 2. 非线性系统 (4) 在混杂控制器Hc 下是

全局渐近稳定的, 其中, 符号 Hc 表示混杂控制器系

统, 其具体形式将在第 3.3 节中给出.
假设 3. 存在正数 ϑ > 0, 使得非线性函数 f 满

足

|f(xxx,uuu)− f(x̄xx,uuu)| ≤ ϑ|xxx− x̄xx|
3.2 编码反馈

在许多实际系统中, 为了实现系统的稳定或达
到一定的控制性能指标, 往往需要引入反馈信号来

2称集值映射 G : Rn ⇒ Rn 是局部有界的, 若对任意紧集 K1 ⊂
Rn, 存在一个紧集 K2 ⊂ Rn 使得 G(K1) := {yyy : yyy ∈ G(xxx),xxx ∈
K1} ⊂ K2.
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控制系统. 传统的反馈控制是基于连续的模拟信号,
随着计算机控制技术的发展, 特别是现代控制愈加
依赖数字设备的情形下, 人们逐渐将信号量化技术
应用到控制领域中, 即通过有限数据传输信道的反
馈量化信息对实际系统进行控制, 但通信传输中量
化误差在一定程度上会降低系统的控制性能, 甚至
直接影响到系统的稳定性.
文献 [10] 中所研究的编码状态反馈机制需要

两种基本的设备: 编码器和解码器. 它们的主要作
用是处理量化数据并建立一种超立方体. 超立方体
的量化区域为 Ω ⊂ Rn, 中心为 x̄xx, 边长为 L. 首
先分析一下编码器. 定义一个计时变量 τe ∈ R≥0,
用以计算时间. 令 Te 为计时变量 τe 的上界, 当
τe ∈ [0, Te) 时, 编码器将跟踪系统状态且保持量化
区域边长 L 不变; 当 τe ≥ Te 时, 产生离散事件, 计
时变量将被重置为 0 且系统状态被编码处理后传送
出去. 不失一般性, 考虑一个有限传输数据率的传输
通道, 设在每一个传输时刻, 可传输 B 位数据, 系统
需要传送 n 维状态变量信息, 则每一维状态变量信
息可编码成 b = B/n 位数据. 令 N = 2b, 并记 tk

(k = 0, 1, 2, · · · ) 为编码时刻, 在每个编码时刻 tk,

编码器把量化区域均匀地分成 2B = Nn 子区间, 或
者说更小的超立方体 (每个子区间的中心为 x̄xx), 并
根据状态 xxx 的位置选择子区间, 相应的中心 x̄xx 通过

编码传输信号 sss(tk) 传输给解码器. 编码控制器的动
力学可描述如下:





˙̄xxx = f(x̄xx,uuu)
L̇ = 0
τ̇e = 1

, τe ∈ [0, Te)





x̄xx+ = ϕ(xxx, x̄xx, L)
L+ = rL

τ+
e = 0

, τe ∈ [Te, T
′
e] (5)

其中, x̄xx 称为编码状态, 函数 ϕ(xxx, x̄xx, L) =
[ϕ1(x1, e1, L), · · · , ϕn(xn, en, L)]T 可选择如下

ϕi(xi, x̄i, L) = x̄i +
L

N
ϕ̂i(xi, x̄i, L)

ϕ̂i(xi, x̄i, L) =





⌊
êi

L/N

⌋
+ 1

2
sgn(êi), êi ∈ Se

N

2
− 1

2
, êi = L

2

(6)

其中, Se = {êi||êi| ≤ L
2
, |êi| 6= L

2
}, êi =

xi − x̄i, i ∈ {1, 2, · · · , n}, 参数 r 需满足 r ∈
(eϑTe/N, 1). 容易发现, ϕ̂i(xi, x̄i, L) ∈ { − N

2
+

1
2
, · · · ,− 3

2
,− 1

2
, 1

2
, 3

2
, · · · , N

2
− 1

2

}
. 因而, 信道传送

信号可表示为 sss(tk) = ϕ̂(xxx, x̄xx, L).
解码器执行是与编码器相反的逆运算, 所以量

化区域的中心 x̄xx 与边长 L 执行与编码器相似的更

新律. 当信号 sss(tk) 传送到解码器后, 将重新估计状
态 x̄xx. 为了执行这种重建工作, 解码器必须依赖与编
码器相同的量化区域. 解码器的方程与式 (5) 稍有
不同. 易知, 如果编码器和解码器具有相同的初始状
态, 且传输信号 sss(tk)无损传输,则在所有时间内,编
码器和解码器的两种变量 x̄xx 和 L 是相同的.

3.3 混杂控制器

用符号 Hc 表示混杂控制器, xxxc ∈ Rnc 为混

杂控制器 Hc 的状态, 它可能包含连续状态变量和
离散状态变量. 于是, 混杂控制器可表示为 Hc =
(fc, Cc, gc,Dc), 相应地, Cc ⊂ Rn+nc 是混杂控制器

的流集, Dc ⊂ Rn+nc 是混杂控制器的跃集, fc :
Rn ×Rnc → Rnc 为混杂控制器的流态, gc : Rn ×
Rnc ⇒ Rnc 为混杂控制器的跃态. 混杂控制器 Hc

用如下的形式表示

Hc :

{
ẋxxc = fc(xxx,xxxc), (xxx,xxxc) ∈ Cc

xxx+
c ∈ gc(xxx,xxxc), (xxx,xxxc) ∈ Dc

(7)

其中, Hc 的输出, 也就是系统 (4) 的输入 uuu, 可表示
为关于 xxx 和 xxxc 的给定函数 κc : Rn ×Rnc → Rm,
即 uuu = κc(xxx,xxxc).
假设 4. 对于混杂控制器Hc, 设
1) 集合 Cc 和 Dc 是Rn ×Rnc 的闭子集.
2) 函数 fc 和 κc 是连续的.
3) 多值映射 gc 是外半连续, 局部有界并且在集

合 Dc 上非空.
上述假设可以保证闭环系统 Hcl 满足假设 1 中

的条件, 从而可以利用混杂系统理论中的逆 Lya-
punov 定理分析系统鲁棒性.

联合式 (4) 和式 (7) 可以得到如下标称闭环系
统Hcl:

{
ẋxx = f(xxx, κc(xxx,xxxc))
ẋxxc = fc(xxx,xxxc)

, (xxx,xxxc) ∈ Cc

{
xxx+ = xxx

xxx+
c ∈ gc(xxx,xxxc)

, (xxx,xxxc) ∈ Dc (8)

进一步地, 可简写成如下形式

Hcl :

{
ξ̇ξξ = F (ξξξ), ξξξ ∈ Cc

ξξξ+ ∈ G(ξξξ), ξξξ ∈ Dc

(9)
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其中,

ξξξ = [xxxT xxxc
T]T

F (ξξξ) =

[
f(xxx, κc(xxx,xxxc))

fc(xxx,xxxc)

]

G(ξξξ) =

[
xxx

gc(xxx,xxxc)

]

根据假设 1, 存在光滑 Lyapunov 函数 V (·) :
Rn ×Rnc → R≥0 和 K∞ 类函数 α1 和 α2 使得下

面的结论成立




α1(|ξξξ|A) ≤ V (ξξξ) ≤ α2(|ξξξ|A), ∀ξξξ ∈ Rn ×Rnc

〈∇V (ξξξ), F (ξξξ)〉 ≤ −V (ξξξ), ∀ξξξ ∈ Cc

V (G(ξξξ)) ≤ e−1V (ξξξ), ∀ξξξ ∈ Dc

(10)

3.4 闭环系统

下面给出图 1 闭环混杂系统 (用符号 HE
cl 表示)

的动力学, 其流态动力学为




ẋxx=f(xxx, κc(x̄xx,xxxc))
ẋxxc =fc(x̄xx,xxxc)
˙̄xxx=f(x̄xx, κc(x̄xx,xxxc))
L̇=0
τ̇e =1

, (x̄xx,xxxc) ∈ Cc, τe ∈ [0, Te)

跃态动力学为



xxx+

xxx+
c

x̄xx+

L+

τ+
e



∈




xxx

gc(x̄xx,xxxc)
x̄xx

L

τe




=:g1(xxx,xxxc, x̄xx, L, τe),当D1




xxx+

xxx+
c

x̄xx+

L+

τ+
e




=




xxx

xxxc

ϕ(xxx, x̄xx, L)
rL

0




=:g2(xxx,xxxc, x̄xx, L, τe),当D2




xxx+

xxx+
c

x̄xx+

L+

τ+
e



∈{g1(xxx,xxxc, x̄xx, L, τe), g2(xxx,xxxc, x̄xx, L, τe)},当D3

其中,

D1 := {(x̄xx,xxxc) ∈ Dc, τe ∈ [0, Te)}
D2 := {(x̄xx,xxxc) /∈ Dc, τe ∈ [Te, T

′
e]}

D3 := {(x̄xx,xxxc) ∈ Dc, τe ∈ [Te, T
′
e]}

4 几个引理

为了给出本节主要结果, 首先给出下面两个与
混杂系统有界性相关的引理.
引理 1 (KLLKLLKLL界)(文献 [28] 中定理 6.5). 设 O

是 Rn 的一个子集, 紧集 A ⊂ O ⊂ Rn 的吸引

域 BA 是关于 C ∪ D 的开集. 令 U ⊂ O 是满足
BA = (C ∪ D) ∩ U 的任意开集, ω : U → R≥0

是与 U 相关的紧集 A 上的一个算子, 则存在函数
γ ∈ KLL 使得所有从吸引域 BA 出发的系统解 xxx 满

足 ∀(t, j) ∈ dom xxxδ,

ω(xxx(t, j)) ≤ γ(ω(xxx(0, 0)), t, j) (11)

引理 2 (扰动 KLLKLLKLL 界)(文献 [28] 中定理 6.6).
设紧集A ⊂ O ⊂ Rn 的吸引域 BA 是关于 C ∪D 的
开集. 令 U ⊂ O 是满足 BA = (C ∪ D) ∩ U 的任意
开集, ω : U → R≥0 是与 U 相关的紧集A 上的一个
算子, γ ∈ KLL 是系统解 xxx 满足式 (11) 的函数. 假
设受干扰混杂系统簇 Hδ, δ ∈ (0, 1) 具有收敛性质
(Convergence property), xxxδ 是系统 Hδ 的状态, 则
对任一紧集K ⊂ BA, 常数 ε2 > 0, 存在正数 δ∗ > 0
使得对每一个 δ ∈ (0, δ∗], 系统 Hδ 初始值从 K 出

发的解 xxxδ 满足 ∀(t, j) ∈ dom xxxδ,

ω(xxxδ(t, j)) ≤ γ(ω(xxxδ(0, 0)), t, j) + ε2 (12)

在给出本节主要引理之前, 先分析一下系统Hcl

紧集 A 的渐近稳定性. 由文献 [29] 中混杂系统的逆
Lyapunov 定理可知, 考虑到闭环系统Hcl 的函数和

集合特性, 存在一个光滑的函数 V : Rn × Rnc →
R≥0 和 K∞ 类函数 α1, α2, 满足以下三个条件:

1) ∀(xxx,xxxc) ∈ Rnp ×Rnc ,

α1(|(xxx,xxxc)|A) ≤ V (xxx,xxxc) ≤ α2(|(xxx,xxxc)|A)

2) ∀(xxx,xxxc) ∈ Cc,

〈∇V (xxx,xxxc), [f(xxx, κc(xxx,xxxc))
T, fc(xxx,xxxc)

T]T〉 ≤ −V (xxx,xxxc)

3) ∀(xxx,xxxc) ∈ Dc,

max
x̂xxc∈gc(xxx,xxxc)

V (xxx, x̂c) ≤ e−1V, (xxx,xxxc)

混杂系统的逆 Lyapunov 定理表明, 闭环系统
Hcl 存在满足上述三个条件的光滑函数 V 意味着吸

引域为 BA 的紧集 A 是预渐近稳定的.
令 U 是满足 Cc ∪ Dc ⊂ U 的任意开集. 由引

理 1 知, 对每一个与 U 相关的紧集 Ā 上的算子
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ω : U → R≥0, 存在函数 γ ∈ KLL 使得所有从吸引
域 B̄A 出发的系统Hcl 解 ζζζ 满足

ω(ζζζ(t, j)) ≤ γ(ω(ζζζ(0, 0)), t, j), ∀(t, j) ∈ dom ζζζ

(13)

联合函数 V 的连续性和条件 2) 可知, 对满足
0 < δs ≤ ∆s < ∞ 的任意正数 δs 以及 ∆s, 总存
在正数 δ̄ > 0 和 γ0 ∈ (0, 1), 使得对于 ∀(xxx,xxxc) ∈
(Cc + δ̄B) ∩ ΩA(δs,∆s) 有

〈∇V (xxx,xxxc), [f(xxx, κc(xxx,xxxc))T, fc(xxx,xxxc)T]T〉 =

− γ0V (xxx,xxxc) (14)

再由 (xxx,xxxc) 7→ f(xxx, κc(xxx,xxxc)) 和函数 fc 的局部

有界性可知, 存在 M > 0, 使得对于 ∀(xxx,xxxc) ∈
(Cc + δ̄B) ∩ ΩA(0,∆s) 有

∣∣∣
[
f(xxx, κc(xxx,xxxc))T, fc(xxx,xxxc)T

]T∣∣∣ ≤ M

任取满足 0 < δ < δ̄的 δ值,进一步选取某个 Te

值, 使得 Te < δ/M . 在此前提下, 注意到在流态时,
集合 Rn ×Rnc\(Cc + δB) 中的点不能到达流集 Cc,
流集 Cc 上的点也不能到达集合Rn×Rnc\(Cc+δB).
为了解决这一问题, 下面利用两个辅助状态来扩展
混杂系统HE

cl, 即连续状态 x̃xxc 和离散状态 q. 连续状

态 x̃xxc 的动态系统更新与 xxxc 一致, 即其动力学演化
由 fc 支配

˙̃xxxc = fc(x̄xx, x̃xxc), τe ∈ [0, Te) (15)

离散状态 q 则在集合 {0, 1} 中取值. 在跃态过
程中, 离散状态 q 按下述两种方式更新: 当 (x̄xx,xxxc) /∈
Dc 时, q = 1; 当 (x̄xx,xxxc) ∈ Dc 时, q 取值为 0 或 1.
在流态过程中, q 保持不变. 为叙述方便, 扩展后的
混杂系统用符号HEe

cl 表示.
令常数 λ1、λ2 ∈ R 满足 λ1 > 0, λ2 < 0, 并定

义函数

W (xxx, x̃xxc, τe, q) := exp(λ1qτe)×
exp(λ2(1− q)τe)V (xxx, x̃xxc) (16)

函数 W 是联合标称闭环系统 Hcl 的 Lya-
punov 函数 V 以及依赖于计时变量 τe、逻辑

状态 q 的指数项所构成的, 其中, 指数函数
部分 exp(λ1qτe) exp(λ2(1 − q)τe) 可看成是跃态
Lyapunov 函数项, 它是为了平衡流态过程中
〈∇V (xxx, x̃xxc), [f(xxx, κc(x̄xx,xxxc))T, fc(x̄xx, x̃xxc)T]T〉 和跃态
过程中 V (xxx+, x̃xx+

c ) − V (xxx, x̃xxc) 的递增趋势. 在流态
过程中, 它可能是递减的 (见式 (21)), 也可能是递
增的, 但递增速度没有流态 Lyapunov 函数 V 递

减速度快 (见式 (20)). 在跳跃时刻, 指数函数部分

exp(λ1qτe) exp(λ2(1− q)τe) 依据不同 q+ 的值整体

上是递减的, 并且递减速度比流态 Lyapunov 函数
V 递增速度要快, 具体分析见式 (26)、(28) 和 (29).
令

eee1 := x̄xx− xxx, eee2 := xxxc − x̃xxc, e3 := L− 0 (17)

则扩展后闭环混杂系统的部分状态 [xxx, x̃xxc, τe, q]T 的
流态为:

f̃(xxx, x̃xxc, τe, q) :=

[f(xxx, κc(x̄xx,xxxc))T, fc(x̄xx, x̃xxc)T, 1, 0]T (18)

通过选择合适的参数, 函数W 在流态和跃态都

是递减的. 下述两个引理联合描述了这一性质.
引理 3 (流态递减). 若假设 2∼ 4 成立, 则对任

意满足 0 < δs ≤ ∆s < ∞ 的正数 δs 和 ∆s, 正数
Te ∈ (0, T ′e],总存在 ε > 0以及常数 λ1 > 0, λ2 < 0,
使得在下述两种情况下,

1) (xxx, x̃xxc, τe, q, |eee12|) ∈ ((Cc + δB) ∩
ΩA(δs,∆s))× [0, Te)× {1} × δ12B;

2) (xxx, x̃xxc, τe, q, |eee12|) ∈ ΩA(δs,∆s)× [0, Te)×
{0} × δ12B;
有

〈∇W (xxx, x̃xxc, τe, q), f̃(xxx, x̃xxc, τe, q)〉 ≤
− εW (xxx, x̃xxc, τe, q)

其中, eee12 = [eeeT
1 , eeeT

2 ]T, δ12 > 0 表示某一正数.
证明. 在流态过程中, 根据 τe ∈ [0, Te) 时连续

动力学可得

〈
∇W (xxx, x̃xxc, τe, q), f̃(xxx, x̃xxc, τe, q)

〉
≤

(λ1q + λ2(1− q)) exp(λ1qτe)×
exp(λ2(1− q)τe)V (xxx, x̃xxc)+

exp(λ1qτe) exp(λ2(1− q)τe)
〈
∇V (xxx, x̃xxc),

[f(xxx, κc(x̄xx,xxxc))T, fc(x̄xx, x̃xxc)T]T
〉

进一步地, 对上式最后一项进行处理可得

〈
∇W (xxx, x̃xxc, τe, q), f̃(xxx, x̃xxc, τe, q)

〉
≤

(λ1q + λ2(1− q)) exp(λ1qτe)×
exp(λ2(1− q)τe)V (xxx, x̃xxc)+

exp(λ1qτe) exp(λ2(1− q)τe)
〈
∇V (xxx, x̃xxc),
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[f(xxx, κc(xxx, x̃xx)c)T, fc(xxx, x̃xxc)T]T
〉
+

exp(λ1qτe) exp(λ2(1− q)τe)×
ρ̃1(xxx, x̃xxc, τe, q, eee1, eee2) + exp(λ1qτe)×
exp(λ2(1− q)τe)ρ̃2(xxx, x̃xxc, τe, q, eee1) (19)

其中,
ρ̃1(xxx, x̃xxc, τe, q, eee1, eee2) := |∇V (xxx, x̃xxc)|×

|f(xxx, κc(xxx+eee1, x̃xxc +eee2))−f(xxx, κc(xxx, x̃xxc))|
ρ̃2(xxx, x̃xxc, τe, q, eee1) := |∇V (xxx, x̃xxc)|×

|fc(xxx + eee1, x̃xxc)− fc(xxx, x̃xxc)|
可见, 函数 ρ̃1, ρ̃2 是连续的, 并且对每个

(xxx, x̃xxc, τe, q) ∈ Rn ×Rm ×R≥0 × {0, 1}, 都有

ρ̃1(xxx, x̃xxc, τe, q, 0, 0) = 0, ρ̃2(xxx, x̃xxc, τe, q, 0) = 0

先考虑引理 3 的结论 1), 此时 q = 1. 对所有的

(xxx, x̃xxc) ∈ (Cc + δB) ∩ ΩA(δs,∆s), 根据式 (14) 中函
数 V 的性质和不等式 (19), 存在 λ1 > 0, ε > 0 满
足 −γ0 + λ1 < −2ε, 可以推得

〈
∇W (xxx, x̃xxc, τe, q), f̃(xxx, x̃xxc, τe, q)

〉
≤

exp(λ1τe)
(
ρ̃1(xxx, x̃xxc, τe, q, eee1, eee2)−

2εV (xxx, x̃xxc) + ρ̃2(xxx, x̃xxc, τe, q, eee1)
)

(20)

由于函数 ρ̃1 和 ρ̃2 关于 (eee1, eee2) 是连续且随着
(eee1, eee2) → (0, 0) 而趋于 0, 所以存在足够小的
δ12 > 0 使得 (xxx, x̃xxc, τe, |eee12|) 在区间

ΩA(δs,∆s)× [0, Te)× δ12B

内有

ρ̃1(xxx, x̃xxc, τe, q, eee1, eee2) <
ε

2
V (xxx, x̃xxc)

以及

ρ̃2(xxx, x̃xxc, τe, q, eee1) <
ε

2
V (xxx, x̃xxc)

将上式代入式 (20) 得

〈∇W (xxx, x̃xxc, τe, q), f̃(xxx, x̃xxc, τe, q)〉 ≤
− εW (xxx, x̃xxc, τe, q)

∀(xxx, x̃xxc, τe, q, |eee12|) ∈ ((Cc + δB) ∩ ΩA(δs,∆s))×
[0, Te)× {1} × δ12B

再考虑引理 3 的结论 2), 此时 q = 0. 对所有的

(xxx, x̃xxc) ∈ ΩA(δs,∆s), 可得
〈
∇W (xxx, x̃xxc, τe, q), f̃(xxx, x̃xxc, τe, q)

〉
≤

λ2 exp(λ2τe)V (xxx, x̃xxc)+

exp(λ2τe)|∇V (xxx, x̃xxc)|×∣∣∣[f(xxx, κc(xxx, x̃xxc))T, fc(xxx, x̃xxc)T]T
∣∣∣+

exp(λ2τe)ρ̃1(xxx, x̃xxc, τe, q, eee1, eee2)+

exp(λ2τe)ρ̃2(xxx, x̃xxc, τe, q, eee1) (21)

选取某个正数MV 使得

max
(xxx,x̃xxc)∈ΩA(δs,∆s)

{
|∇V (xxx, x̃xxc)|

∣∣∣[f(xxx, κc(xxx, x̃xxc))T,

fc(xxx, x̃xxc)T]T
∣∣∣
}
≤ MV (22)

并令 µ ≥ MV

α1(δs)
. 由条件 1) 得

∣∣∣〈∇V (xxx, x̃xxc), [f(xxx, κc(xxx, x̃xxc)T, fc(x̄xx, x̃xxc)T]T〉
∣∣∣ ≤

µV (xxx, x̃xxc),∀(xxx, x̃xxc) ∈ ΩA(δs∆s)

于是, 选择适当的 λ2 < 0, 使得 λ2 + µ <

−2ε. 后面的分析类似于 q = 1 情况, 对所有
(xxx, x̃xxc, τe, q, |eee12|) ∈ ΩA(δs,∆s) × [0, Te) × {0} ×
δ12B, 可得

〈∇W (xxx, x̃xxc, τe, q), f̃(xxx, x̃xxc, τe, q)〉 ≤
− εW (xxx, x̃xxc, τe, q)

¤
引理 4 (跃态递减). 若假设 2∼ 4 成立, 则对任

意满足 0 < δs ≤ ∆s < ∞ 的正数 δs 和 ∆s, 常数
λ1 > 0, λ2 < 0, 以及任一满足 Teλ2 ∈ (−1, 0) 的正
数 Te ∈ (0, T ′e], 存在 ρ ∈ (0, 1), 使得下述情况下

1) (x̄xx,xxxc) ∈ Dc, (xxx, x̃xxc, τe, q, |eee12|) ∈ ΩA(δs,

∆s)× [0, Te)× {0, 1} × δ′12B;
2) (x̄xx,xxxc) /∈ Dc, (xxx, x̃xxc, τe, q) ∈ ΩA(δs,∆s) ×

[Te, T
′
e]× {1};

3) (x̄xx,xxxc) ∈ Dc, (xxx, x̃xxc, τe, q, |eee12|) ∈ ΩA(δs,

∆s)× [Te, T
′
e]× {0, 1} × δ′12B;

有

W (xxx+, x̃xx+
c , τ+

e , q+) ≤ ρW (xxx, x̃xxc, τe, q)

其中, eee12 = [eeeT
1 , eeeT

2 ]T, δ′12 > 0 为某一正数.
证明. 首先, 考虑结论 1) 情况. 当 (x̄xx,xxxc) ∈ Dc

且 τe ∈ [0, Te) 时

W (xxx+, x̃xx+
c , τ+

e q+) =

exp(λ1qτe) exp(λ2(1− q)τe)V (xxx,ξξξ) (23)
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其中, ξξξ ∈ gc(x̄xx,xxxc).
由于函数 V 在Rn+nc 上是光滑的, 所以对任一

正数 δ′ > 0, 都存在 µ > 0 使得当 |ηηη1 − ηηη2| ≤ δ′,
ηηη1, ηηη2 ∈ ΩA(δs,∆s) ∩Rn+nc 时, 有

|V (ηηη1)− V (ηηη2)| ≤ µδ′ (24)

令 δ′ = δ′12, 其中 δ′12 > 0 将稍后确定给出. 联合
式 (23) 和函数 V 在跳跃时刻的性质条件 3) 可得,
当 (x̄xx,xxxc) ∈ Dc, (xxx, x̃xxc, τe, q, |eee12|) ∈ ΩA(δs,∆s) ×
[0, Te)× {0, 1} × δ′12B 时, 有

W (xxx+, x̃xx+
c , τ+

e , q+) ≤
exp(λ1qτe) exp(λ2(1− q)τe)

(
µδ′12 + V (x̄xx,ξξξ)

)

其中, ξξξ ∈ gc(x̄xx,xxxc). 由条件 3) 可知, V (x̄xx,ξξξ) ≤
e−1V (x̄xx,xxxc), 代入上面不等式可得

W (xxx+, x̃xx+
c , τ+

e , q+) ≤
exp(λ1qτe) exp(λ2(1− q)τe)×(
e−1V (x̄xx,xxxc) + µδ′12

)
(25)

再次利用函数 V 的光滑性, 当 (xxx, x̃xxc, τe, q, |eee12|) ∈
ΩA(δs,∆s) × [0, Te) × {0, 1} × δ′12B, (x̄xx,xxxc) ∈ Dc

时, 有

W (xxx+, x̃xx+
c , τ+

e , q+) ≤
exp(λ1qτe) exp(λ2(1− q)τe)×[
e−1V (xxx, x̃xxc) + 2e−1µδ′12 + µδ′12

]
=

exp(λ1qτe) exp(λ2(1− q)τe)×(
e−1V (xxx, x̃xxc) + µδ′12(1 + 2e−1)

)

进一步地, 利用 V (xxx, x̃xxc) ≥ α1(δs) 可得, 对每个
(xxx, x̃xxc) ∈ ΩA(δs,∆s),

W (xxx+, x̃xx+
c , τ+

e , q+) =

exp(λ1qτe) exp(λ2(1− q)τe)×

V (xxx, x̃xxc)
(
e−1 +

µδ′12(1 + 2e−1)
α1(δs)

)

因为总存在一个正数 ρ1 ∈ (0, 1) 满足 ρ1 > e−1, 所

以总可以选取 δ′12 的值, 使下式成立

ρ1 > e−1 +
µδ′12(1 + 2e−1)

α1(δs)

即

δ′12 <
α1(δs)(ρ1 − e−1)

µ(1 + 2e−1)

于是, 联合上面不等式可得, 对任意 (x̄xx,xxxc) ∈
Dc, (xxx, x̃xxc, τe, q, |e12|) ∈ ΩA(δs, ∆s)× [0, Te)×{0,

1} × δ′12B 总有

W (xxx+, x̃xx+
c , τ+

e , q+) ≤ ρ1W (xxx, x̃xxc, τe, q) (26)

其次, 考虑结论 2) 情况. 当 (x̄xx,xxxc) /∈ Dc, τe ∈
[Te, T

′
e] 时,

W (xxx+, x̃xx+
c , τ+

e , q+) = V (xxx, x̃xxc)

同时, 由 q = 1 可以推出

W (xxx+, x̃xx+
c , τ+

e , q+) =

exp(−λ1τe)W (xxx, x̃xxc, τe, q) ≤
exp(−λ1Te)W (xxx, x̃xxc, τe, q) (27)

另外, 对每个 λ1 > 0, Te > 0, 总存在一个正数

ρ2 ∈ (0, 1) 满足 ρ2 > exp(−λ1Te). 于是, 将 ρ2 代

入式 (27) 可得

W (xxx+, x̃xx+
c , τ+

e , q+) ≤ ρ2W (xxx, x̃xxc, τe, q) (28)

对所有 (x̄xx, xxxc) /∈ Dc, (xxx, x̃xxc, τe, q) ∈ ΩA(δs,

∆s)× [Te, T
′
e]× {1}.

根据上述两种情况的分析证明, 可以类似
地得出 3) 的结论, 即存在 ρ3 ∈ (0, 1), 使得当
(x̄xx,xxxc) ∈ Dc, (xxx, x̃xxc, τe, q, |eee12|) ∈ ΩA(δs,∆s) ×
[Te, T

′
e]× {0, 1} × δ′12B 时, 有

W (xxx+, x̃xx+
c , τ+

e , q+) ≤ ρ3W (xxx, x̃xxc, τe, q) (29)

因此, 对于条件 1)∼ 3), 都存在 ρ ∈ (0, 1), 使得

W (xxx+, x̃xx+
c , τ+

e , q+) ≤ ρW (xxx, x̃xxc, τe, q) (30)

其中, ρ = max{ρ1, ρ2, ρ3}. ¤
除了保证函数 W 递减, 还需要利用计时变量

Te > 0 来确保式 (17) 中各误差向量 eeei (i = 1, 2, 3)
有界.
引理 5 (误差有界性). 若假设 2∼ 4 成立, 则对

任意满足 0 < δs ≤ ∆s < ∞ 的正数 δs 和 ∆s, 给定
一正数 δ′ > 0, 总存在正数 Te ∈ (0, T ′e], 使系统HEe

cl

从 (xxx0, x̃xx0
c) ∈ ΩA(δs,∆s)(这里, xxx0 = xxx(0, 0), x̃xx0

c =
x̃xxc(0, 0)) 出发的解 ξξξe 在时域点 (T ∗, J∗) ∈ dom ξξξe

之后总有

|eee1(t, j)| ≤ δ′, |eee2(t, j)| ≤ δ′, |e3(t, j)| ≤ δ′

其中, (t, j) º (T ∗, J∗), (t, j) ∈ dom ξξξe.

证明. 考虑误差动态系统HEe

cl , 在流态过程




ėee1 = f(x̄xx, κc(x̄xx,xxxc))− f(xxx, κc(x̄xx,xxxc))
ėee2 = fc(x̄xx,xxxc)− fc(x̄xx, x̃xxc)
ė3 = 0

(31)
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当 (x̄xx,xxxc) ∈ Dc, τe ∈ [0, Te) 时,

eee+
1 = eee1, eee+

2 = 0, e+
3 = e3 (32)

当 (x̄xx,xxxc) /∈ Dc, τe ∈ [Te, T
′
e] 时,

eee+
1 = xxx− ϕ(xxx, x̄xx, L), eee+

2 = eee2, e+
3 = re3 (33)

由于 r < 1, 所以在连续流过程中和跳跃时刻 |e3|
不是递增的, 不可能大于 L(0, 0). 同时, 根据编码
器/解码器建立机制可知

xxx− ϕ(xxx, x̄xx, L) ≤ L/N ≤ L(0, 0)/N (34)

令M0 = |[eeeT
1 (0), eeeT

2 (0), eT
3 (0)]T|+ δ′ + 1, 利用假设

3 并选取三个正数M1,M2, M3 使得下述不等式成

立

|f(xxx, κc(x̄xx,xxxc))− f(x̄xx, κc(x̄xx,xxxc))| ≤
F1|xxx− x̄xx| ≤ F1L ≤ F1L(0, 0) = M1 (35)

max
(xxx,x̃xxc)∈ΩA(δs,∆s)

|fc(xxx + M0B, x̃xxc + M0B)−

fc(xxx + M0B, x̃xxc)| ≤ M2 (36)

|e3| ≤ |L| ≤ L(0, 0) = M3 (37)

由于系统 HEe

cl 的离散事件发生与否是由计时器

τe 和集合 Dc 决定的, 所以对每个解 ξξξe, 都存在

(T ∗, J∗) ∈ dom ξξξe 使得离散事件式 (32) 和式 (33)
至少执行一次, 并且与系统 HEe

cl 解 ξξξe 的初始点, 即
初始状态 (xxx0, x̃xx0

c) ∈ ΩA(δs,∆s) 无关.
对任意 (t, j) º (T ∗, J∗), (t, j) ∈ dom ξξξe, 根据

式 (31), (36), (37) 和 r < 1 可知, 在流态过程中,
|eee2| 的递增速度不可能超过M2Te 且 |e3| 的递增也
不可能超过M3Te;由式 (32)和 (33)可知,在跃态过
程, |eee2|和 |e3|不会递增.因此,可选择合适的编码时
间 Te, 使得对所有 (t, j) º (T ∗, J∗), (t, j) ∈ dom ξξξe,

M2Te ≤ min
{

1,
δ′

2

}
,M3Te ≤ min

{
1,

δ′

2

}
(38)

从而有

|eee2(t, j)| ≤ δ′

2
, |e3(t, j)| ≤ δ′

2
(39)

注意到, 当 τe ≥ Te 时发生离散事件, eee1 重置为 xxx−
ϕ(xxx, x̄xx, L), 而 xxx − ϕ(xxx, x̄xx, L) ≤ L(0)/N = M3/N ,
且 N > 1. 由式 (35) 和式 (39) 可知, |eee1| 的递增也
不可能超过 δ′/2+M1Te.同理,可选择合适的编码时
间 Te, 使得对所有 (t, j) º (T ∗, J∗), (t, j) ∈ dom ξξξe

M1Te ≤ min{1, δ′/2} (40)

从而有

|eee1(t, j)| ≤ δ′ (41)

¤

5 半全局实用稳定性

针对上述闭环混杂系统 HE
cl, 给出本文主要结

果, 即下述定理, 表明 HE
cl 存在一紧集 A 是半全局

实用渐近稳定的.
定理 1 (半全局实用稳定性). 在假设 1 和假

设 2 成立的前提下, 令 fc 为连续的且 r < 1, 则
HE

cl 存在一紧集 A 是半全局实用渐近稳定的. 换
句话说, 对每个紧集 K ⊂ Cc ∪ Dc 和 ε3 > 0, 总
存在函数 γ ∈ KLL 和正数 T ∗e > 0, 使得对每个
Te ∈ (0, T ∗e ), 系统 HE

cl 始于 (xxx(0, 0),xxxc(0, 0)) ∈ K

的解 (xxx,xxxc, x̄xx, L, τe) 是有界的, 且对所有的 (t, j) ∈
dom(xxx,xxxc), xxx 和 xxxc 满足

|(xxx(t, j),xxxc(t, j))|A ≤
γ(|(xxx(0, 0),xxxc(0, 0))|A, t, j) + ε3

证明. 系统HEe

cl 所有状态向量为 [xxxT,xxxc
T, x̄xxT,

L, τe, x̃xx
T
c , q]T. 在后续分析中, 只需考虑具有误

差信号的状态向量 [xxxT, x̃xxT
c , τe, q, eee

T]T, 其中, eee :=
[eeeT

1 , eeeT
2 , eT

3 ]T. 事实上, 系统 HEe

cl 的所有状态均可根

据上述部分状态向量和误差 eee 来表示.
令 ξξξe 为系统 HEe

cl 的任一解, 其中状态 xxx, x̃xxc

的初值为 xxx(0, 0) = xxx0, x̃xxc(0, 0) = xxxc
0, (xxx0, x̃xx0

c) ∈
ΩA(δs,∆s). 由引理 3 和引理 4 可以确定参数 δ12 和

δ′12, 进一步确定引理 5 中 δ′ 为 δ′ = max{δ12, δ
′
12},

则存在 T ∗e > 0和 (T ∗, J∗) ∈ dom ξξξe, 使得 ∀(t, j) º
(T ∗, J∗), (t, j) ∈ dom ξξξe, 有 |eeei(t, j)| ≤ δ′, i =
1, 2, 3.换句话说,对所有 (t, j) ∈ dom ξξξe, |eeei(t, j)| ≤
δ′, i = 1, 2, 3.

记 δ̃1 = δ̃2 = δ̃3 = δ′. 由 |[eeeT
1 , eeeT

2 ]T| ≤ δ′ 和引
理 3 可得, 在流态过程中, 对每个 (t, j) ∈ dom ξξξe,
若条件

(xxx, x̃xxc, τe, q) ∈ ((Cc + δB) ∩ ΩA(δs,∆s))×
[0, Te)× {1}

或

(xxx, x̃xxc, τe, q) ∈ ΩA(δs,∆s)× [0, Te)× {0}
成立, 则对任意 ε ∈ (0, ε∗] 有

Ẇ (xxx(t, j), x̃xxc(t, j), τe(t, j), q(t, j)) ≤
− εW (xxx(t, j), x̃xxc(t, j)τe(t, j), q(t, j))

其中, ε∗ 由引理 3 确定.
另一方面, 在条件 1)∼ 3) 下, 在每个跳跃时刻

(t, j) 满足

W (xxx(t, j + 1), x̃xxc(t, j + 1), τe(t, j + 1),

q(t, j + 1)) ≤ ρW (xxx(t, j), x̃xxc(t, j), τe(t, j), q(t, j))
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综上分析, 如果选取 Te ≤ T ∗e , 则当 (xxx, x̃xxc) ∈
ΩA(δs,∆s) 时, 系统轨迹满足 ∀(t, j) ∈ dom ξξξe, 在
流态过程中

Ẇ (xxx(t, j), x̃xxc(t, j), τe(t, j), q(t, j)) ≤
− εW (xxx(t, j), x̃xxc(t, j), τe(t, j), q(t, j)) (42)

在跃态过程中

W (xxx(t, j + 1), x̃xxc(t, j + 1), τe(t, j + 1),

q(t, j + 1)) ≤ ρW (xxx(t, j), x̃xxc(t, j)τe(t, j), q(t, j))
(43)

且有 |eeei(i, j)| ≤ δ̃i, i = 1, 2, 3.

于 是, 对 任 一 始 于 (xxx0, x̃xx0
c, τ

0
e , q0, eee0) ∈

ΩA(δs,∆s)×R≥0×{0, 1}× δ̃B(其中 δ̃ = min
i∈{1,2,3}

δ̃i)

的系统HEe

cl 解 ξξξe, 有
1) 在流态过程中, ξξξe 满足式 (42), 所以对每个

t ∈ [tj, tj+1], tj+1 > tj, (t, j) ∈ dom ξξξe,

W (ζζζ(t, j)) ≤ exp(−ε(t− tj))W (ζζζ(tj, j)) (44)

式中, ζζζ(t, j) := (xxx(t, j), x̃xxc(t, j), τe(t, j), q(t, j)),
ζζζ0 = ζζζ(0, 0).

2) 在跃态过程中, ξξξe 满足式 (43), 所以对每个
(t, j) ∈ dom ξξξe 使得当 (t, j + 1) ∈ dom ξξξe 时, 有

W (ζζζ(t, j + 1)) ≤ ρW (ζζζ(t, j)) (45)

根据式 (16) 中W 的定义和光滑函数 V 有界性可得

ϑ1α1(|(xxx, x̃xxc)|A) ≤ ϑ1V (xxx, x̃xxc) ≤ W (xxx, x̃xxc, τe, q) ≤
ϑ2V (xxx, x̃xxc) ≤ ϑ2α2(|(xxx, x̃xxc)|A) (46)

这里利用了 τe 的递增不可能大于 Te 的事实, 其中,
ϑ1 = exp(λ2Te), ϑ2 = exp(λ1Te).
联合式 (44)和式 (45),可得 |(xxx, x̃xxc)|A在混杂时

域上的上下界. 定义 n̂ = bT∗

Te
c,则对每个 (T ∗, J∗) ∈

dom ζζζ 有

W (ζζζ(T ∗, J∗)) ≤ ρJJJ∗ exp(−εn̂Te)×
exp(−ε(T ∗ − n̂Te))W (ζζζ0) (47)

上式结合式 (46) 可得

|(xxx, x̃xxc)|A ≤ α−1
1

( 1
ϑ1

ρJ∗ exp(−εn̂Te)×

exp(−ε(T ∗ − n̂Te))W (ζζζ0)
)

(48)

由此可得, 当 |(xxx, x̃xxc)|A = δs 时, 有

(xxx(T ∗, J∗), x̃xxc(T ∗, J∗)) ∈ ΩA(0, δs) (49)

下面固定 δs 和 ∆s 使得初始值在给定初始集

合 K 内, 取 ∆
′
s > 0 使得 K ⊂ ΩA(0,∆

′
s), 并记

∆s = α−1
1

(
ϑ2
ϑ1

α2(∆
′
s)

)
.

对于从初始条件

(xxx0, x̃xx0
c, τ

0
e , q0, eee0) ∈ ΩA(0,∆

′
s)×

R≥0 × {0, 1} × δ̃B (50)

出发的系统HEe

cl 解 ζζζ, 由式 (46) 可得

W (ζζζ(0, 0)) ≤ ϑ2α2(|(xxx, x̃xxc)|A) (51)

另一方面, 当存在某一初始时刻 (t′, j′) ∈ dom ζζζ 满

足

(xxx(t′, j′), x̃xxc(t′, j′)) /∈ ΩA(0,∆s) (52)

则对所有 (t, j) ≺ (t′, j′), (t, j) ∈ dom ζζζ, 函数W 沿

着系统的解是递减的且根据式 (46) 可得

ϑ1α1(|(xxx(t, j), x̃xxc(t, j))|A) ≤ W (ζζζ(t, j)) ≤
W (ζζζ0) ≤ ϑ2α2(∆

′
s) (53)

进一步可得

|(xxx(t, j), x̃xxc(t, j))|A ≤ α−1
1

(ϑ2

ϑ1

α2(∆
′
s)

)
= ∆s

(54)

从而, 系统 HEe

cl 的解 ζζζ(每一个从满足式 (50) 的初
始条件出发的解) 始终维持在集合 ΩA(0,∆s) 内.
当然, 对于 (xxx, x̃xxc) ∈ ΩA(0, δs), 函数W 不一定

递减, 所以系统状态可能跳出集合外. 此时, 可利用
W 的连续性以及充分小的 δs,系统状态 (xxx, x̃xxc)在集
合 ΩA(0, δs) 中发生离散事件后, 选取参数 δ

′′
s 满足

δs ≤ |(xxx+, x̃xx+
c )| ≤ δ

′′
s . 并令 δ

′
s = α−1

1

(
ϑ2
ϑ1

α2(δ
′′
s )

)
.

于是, 类似于上述讨论分析可知, 在发生离散事件后
系统的解将始终维持在集合ΩA(0, δ

′
s)内.换句话说,

在 (t∗, j∗) ∈ dom ζζζ 时刻, 若系统状态 (xxx, x̃xxc) 在集
合 ΩA(0, δs) 中发生离散事件, 并跳出该集合, 则在
系统状态 (xxx, x̃xxc) 再次进入集合 ΩA(0, δs) 之前, 对
于所有 (t, j) Â (t∗, j∗) 且 (t, j) ∈ dom ζζζ, 总有

ϑ1α1(|(xxx(t, j), x̃xxc(t, j))|A) ≤ W (ζζζ(t, j)) ≤
W (ζζζ0) ≤ ϑ2α2(δ

′′
s ) (55)

即

|(xxx(t, j), x̃xxc(t, j))|A ≤ α−1
1

(ϑ2

ϑ1

α2(δ
′′
s )

)
= δ

′
s (56)

于是,由前面 δ
′
s 的定义知, δ

′′
s =α−1

2

(
ϑ1
ϑ2

α1(δ
′
s)
)
,

并令 δ
′
s < ε, 则由关系 δs ≤ δ

′′
s 很容易确定一个正
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数 δs. 于是, xxx 和 x̃xxc 的有界性可推广到 xxxc 以及与

系统解相关的 KLL 函数中, 进一步由混杂系统的
逆 Lyapunov 定理可知, 扩展的混杂系统 HEe

cl 是预

渐近稳定的. 考虑在状态空间 Rn+nc 上的混杂系统

HEe

cl , 令 Â 为 Rn+nc 中的一个紧集, BÂ 为 Â 的吸
引域点集, K ′ 为 Rnc 的一个子集, 控制器的状态变
量初始条件满足 xxxc(0, 0) ∈ K ′ ⊂ Rnc . 根据引理 2,
对每个紧集 K̂ ⊂ BÂ 和任一正数 ε2 > 0, 存在函数
γ ∈ KLL 以及 δ∗s > 0 使得对任一 δs ∈ (0, δ∗s ], 系统
HEe

cl 始于初始集 K̂ 上的解 ζζζ 满足

ω(ζζζ(t, j)) ≤ γ(w(ζζζ(0, 0)), t, j)+ε2, ∀(t, j) ∈ dom ζζζ

其中, K̂ = K ×K ′, 算子 ω(·) = | · |Â. ¤

6 仿真例子

下面给出一个控制例子, 来说明所提出混杂控
制策略的有效性.

例 1. 考虑一个经典约束控制系统 (Artstein′s
circles) 的鲁棒镇定问题[30]:

ẋxx = uR(−π/2)xxx, xxx ∈ S1 (57)

其中, u ∈ R 是角速度, 作为控制变量. 系统状态以
角速度 u 在单位圆上演化. 对应于系统状态沿顺时
针旋转运动. 本例控制目的是设计控制策略能鲁棒
地镇定系统状态到 xxx = [x1 x2]T = [1 0]T.
在经典反馈控制 u = x2 作用下, ẋ1 = x2

2 =
1− x2

1. 于是, 函数 V (xxx) := 1− x1 的导数满足

〈∇V (xxx), x2R(−π/2)xxx〉 = −(1− x2
1)

注意到, 若系统状态 xxx 始于点[±1 0]T, 函数 V (xxx)
将保持常数而非递减, 所以利用该控制策略不能完
全将系统解镇定到 [1 0]T.

再考虑不连续反馈控制 u = sgn(x2), 其中符号
函数 “sgn” 在 0 处的值可以任意取 −1 或 1. 虽然
利用该不连续反馈控制, 函数 V (xxx) 是递减的, 但它
对于任意小的干扰不具有鲁棒性. 在单位圆 S1 上点

[−1 0] 附近, 且当 x2 < 0, 则在不连续反馈控制器

作用下, 该点将逆时针趋于点 [1 0], 而当初始点满足
x2 > 0 时, 系统解将顺时针趋于点 [1 0]. 因而, 如
果在单位圆 S1 上点 [−1 0] 附近, 存在任意小的一
个干扰 sgn(x2 + e) 将使得系统解趋于 [−1 0], 而非
[1 0]. 因此, 利用该控制策略也不能完全将系统解镇
定到 [1 0] 点.
为了解决这一问题, 设计如下混杂控制器
{

ẋc = %̇ = 0, (x̄xx, %) ∈ Cc

x+
c = %+ = 3− %, (x̄xx, %) ∈ Dc

(58)

控制器输出u = κc(x̄xx, %), 其中 % ∈ Q = {1, 2},
x̄xx = [x̄xx1 x̄xx2]T 为编码器的状态, 编码器由如下方程表
示:





˙̄xxx = x̄%R(−π/2)x̄xx
L̇ = 0
τ̇e = 1

, τe ≤ Te (59)





x̄xx+ = ϕ(xxx, x̄xx, L)
L+ = rL

τ+
e = 0

, τe ≥ Te (60)

于是, 整个闭环系统可以由一个流态动力学系统




ẋxx = uR(−π/2)xxx
%̇ = 0
˙̄xxx = uR(−π/2)x̄xx
L̇ = 0
τ̇e = 1

, (x̄xx, %) ∈ Cc 且τe ≤ Te

(61)

和三个跃态动力学系统





xxx+ = xxx

%+ = 3− %

x̄xx+ = x̄xx

L+ = L

τ+
e = τ

, (x̄xx, %) ∈ Dc 且τe < Te (62)





xxx+ = xxx

%+ = %

x̄xx+ = ϕ(xxx, x̄xx, L)
L+ = rL

τ+
e = 0

, (x̄xx, %) /∈ Dc 且τe ≥ Te (63)





xxx+ = xxx

%+ = 3− %

x̄xx+ = ϕ(xxx, x̄xx, L)
L+ = rL

τ+
e = 0

, (x̄xx, %) ∈ Dc 且τe ≥ Te (64)

组成, 式中流集 Cc 和跃集 Dc 分别为

Cc = (C1 × {1}) ∪ (C2 × {2})
Dc = (H1 × {1}) ∪ (H2 × {2})
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其中,

H1 = S1\C1 = Ψ2 = {x̄xx ∈ S1 | x̄xx1 ≥ −1/3}
H2 = S1\C2 = {x̄xx ∈ S1 | x̄xx1 ≤ −2/3}
C1 = {x̄xx ∈ S1 | x̄xx1 ≤ −1/3}
C2 = {x̄xx ∈ S1 | x̄xx1 ≥ −2/3}
Ψ1 := C1

Ψ2 := S1\C1 = {x̄xx ∈ S1 | x̄xx1 ≥ −1/3}

注意到C1∪C2 = S1 := Θ, Ψ1∪Ψ2 = S1 := Θ.

由于系统状态轨迹是沿着单位圆运动的, 在仿真中
选取如下的参数, 系统非线性函数 Lipschitz 常数
ϑ = 2, 编码阈值时间 Te = 0.5, 每维变量区间分隔
数 N = 8, 则取 r = 0.55 满足条件 r > eϑTe/N =
0.3398. 为了验证本文所提出混杂控制器作用下
系统具有鲁棒性, 在单位圆 S1 上点 [−1 0] 附近
取初始状态 xxx(0) = [−0.999 − 0.044 7]T, x̄xx(0) =
[−0.99 − 0.141 1]T, 并取 τe(0) = 0, L(0) = 2.1,

q(0) = 2. 通过在初始 3 秒内对控制变量 u 施加

±0.15 的外部干扰, 对不施加混杂控制器、施加混
杂控制器两种情况分别进行仿真实验. 图 2 和图
3 分别显示了不施加混杂控制器和施加混杂控制器
两种情况下系统状态以及编码状态的响应曲线. 由
图 2 可以看出, 非线性系统 (57) 在编码状态反馈控
制下不能镇定到目标点 [1 0]T, 而是最终维持到点

[−1 0]T; 而图 3 则表明, 闭环系统在混杂编码状态
反馈控制作用下, 可半全局实用渐近镇定到目标集
A×Q = {[1 0]T}×Q, 从而验证了本文中所得的主
要结果.

图 2 不施加混杂控制器时, 系统状态 xxx(t) 和编码状态 x̄xx(t)

的演化轨迹

Fig. 2 The evolutions of states xxx(t) and encoder states

x̄xx(t) without hybrid controller

图 3 施加混杂控制器时, 系统状态 xxx(t) 和编码状态 x̄xx(t) 的

演化轨迹

Fig. 3 The evolutions of states xxx(t) and encoder states

x̄xx(t) with hybrid controller

7 结论

本文应用逆 Lyapunov 定理和微分包含理论,
给出了编码反馈机制下混杂系统的解半全局实用稳

定的充分条件及控制器的构造方法, 并由此讨论了
编码反馈控制参数与闭环混杂系统半全局镇定的关

系. 仿真例子说明了所设计控制策略的优越性. 所得
结果对混杂系统的稳定性分析和控制器设计是十分

重要和方便的. 关于混杂系统的其他镇定问题将另
文叙述.
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