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一种高阶无迹卡尔曼滤波方法

张勇刚 1 黄玉龙 1 武哲民 1 李 宁 1

摘 要 现有的研究中, 高阶无迹变换 (Unscented transform, UT) 还不存在具体的解析解, 因此, 无法利用高阶无迹变换

获得具备更高精度的高阶无迹卡尔曼滤波器 (Unscented Kalman filter, UKF). 为了解决这一问题, 本文在五阶容积变换

(Cubature transform, CT) 的基础上, 通过引入一个自由参数 κ, 得到高阶无迹变换的解析解, 从而获得了高阶无迹卡尔曼滤

波器 (Unscented Kalman filter, UKF). 同时验证了现有的五阶容积变换和五阶无迹变换分别是本文所提出的高阶无迹变换

在 κ = 2 和 κ = 6 − n 时的两个特例. 进而分析和讨论了高阶无迹卡尔曼滤波器在系统不同维数条件下 κ 值的最优选取, 并

讨论了其稳定性. 纯方位跟踪模型和弹道目标再入模型仿真验证了本文方法的正确性, 且与现有方法相比具有更高的精度.
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A High Order Unscented Kalman Filtering Method

ZHANG Yong-Gang1 HUANG Yu-Long1 WU Zhe-Min1 LI Ning1

Abstract Currently there is still no specific analytical solution for the high order unscented transform (UT), thus high

order UT can not be used to obtain high order unscented Kalman filter (UKF) with higher accuracy. In order to solve this

problem, an analytical solution of high order UT is obtained by introducing a free parameter κ on the basis of fifth-order

cubature transform (CT), and the high order UKF is then obtained. It is illustrated that the existing fifth-order CT and

fifth-order UT are two special cases of the high order UT when κ=2 and κ = 6− n, respectively. Furthermore, the optimal

choice of parameter κ in the high order UKF is analyzed and discussed for different dimensional systems, and the stability

of the proposed method is discussed. Simulations based on the bearings-only tracking model and ballistic object reentry

model show that the proposed method is correct and it has better performance as compared with the existing methods.
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无迹卡尔曼滤波器 (Unscented Kalman filter,
UKF) 是一种采用无迹变换 (Unscented transform,
UT) 来计算非线性变换均值和协方差的高斯滤波
器[1−2]. 按照近似概率分布比近似任意的非线性
变换容易得多的原理, UT 变换: 1) 通过确定性
地选择一组样本点来表征一个概率分布的某些特

征, 比如均值、协方差等; 2) 经非线性变换传播这
组样本点; 3) 计算传播后的样本点的均值和协方
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差[2−3]. UKF 的估计精度取决于 UT 变换计算均
值和协方差的精度[2−3]. 相比于扩展卡尔曼滤波器
(Extended Kalman filter, EKF), UKF 在与其相同
的计算量下能提供更好的性能, 并且不需要计算雅
可比矩阵[3]. Lefebvre 将 UT 变换诠释为随机线性
回归, 从而揭示了 UKF 优于 EKF 的原因[1, 4]. 但
是, 当非线性模型或噪声统计特性不准时, 此时, 文
献 [2−3]中的UKF滤波性能变差. 为了解决这一问
题, 人们提出了自适应 UKF, 它能实时地对模型误
差和噪声统计特性进行估计与修正, 从而提高 UKF
的估计精度[5−7]. 当 UKF 用于高维非线性系统时,
可能会遇到数值不稳定情况[1, 8]. Arasaratnam 等
利用球径容积准则, 提出了一种对高维状态估计
数值稳定的容积卡尔曼滤波器 (Cubature Kalman
filter, CKF)[8]. 事实上 CKF 是 UKF 在自由参数 κ

等于 0 时的一种特例, 为高维状态估计中 κ 应该取

0 提供了严格的理论依据[8]. Jia 等将三阶容积变换
(Cubature transform, CT) 进行推广, 得到了具有
任意阶精度的高阶 CKF[9]. 除此之外, UKF 受非本
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地采样的影响很大, 特别是当系统的非线性为三角
函数或指数函数时, 滤波可能会发散[10−11]. 为了解
决这个问题, Julier 等提出了比例 UKF[10], Chang
等提出了变换的 UKF[11].
现有的 UKF 算法本质上是一种基于二阶 UT

变换的非线性滤波方法, 仅能够匹配非线性函数的
二阶泰勒展开项, 因此, 其精度有限. 为了提高它的
精度, Julier 等在文献 [12] 中讨论了通过选择一组
能精确匹配随机向量前四阶矩的样本点的高阶 UT
变换方法, 这些点的取值及其权值满足一个存在未
知变量交叉耦合高阶项的方程组, 但该方程组无法
解析解出, 因此, 无法完成高阶 UT 变换的 Sigma
点及其权值的选取, 从而也无法构成高阶 UKF. 此
外, Lerner 从数值积分角度基于单项式精确准则给
出了五阶 UT 变换[13]. 文献 [1] 指出, 五阶 UT 变换
在高阶 UT 变换中, 通过加入所有非中心 Sigma 点
到原点的距离都相等这一约束, 来求解高阶 UT 变
换中的 Sigma 点及其权值, 并不是实质意义上的高
阶 UT 变换. 由于五阶 UT 变换强加了这种约束, 使
得它的精度低于高阶 UT 变换.
本文的目的即为解决上述问题, 提出一种精度

更高的高阶 UKF 方法. 在三阶 CT 变换是二阶 UT
变换的一种特例这一事实的启发下, 首先, 验证了文
献 [9] 中的五阶 CT 变换是文献 [12] 中的高阶 UT
变换的一种特例. 其次, 在五阶 CT 变换的基础上,
通过引入自由参数 κ,消除高阶UT变换求解中的未
知自由度, 进而求解了高阶 UT 变换中存在未知变
量交叉耦合高阶项的方程组, 得到了高阶 UT 变换
的解析解, 并获得了高阶 UKF. 同时, 本文的分析表
明, 五阶 CT 变换和文献 [13] 中的五阶 UT 变换分
别是本文给出的高阶UT变换在 κ =2和 κ = 6− n

时的两个特例, 因此, 说明本文给出的高阶 UKF 是
一种更广义的高阶滤波器, 它能从理论上很好地将
现有的五阶 CKF 和五阶 UKF 统一到高阶 UKF 框
架下. 最后, 本文给出了高阶 UKF 中自由参数 κ 的

最优选取策略, 为设计性能最优的高阶UKF 提供了
理论依据, 并讨论了高阶 UKF 在此最优策略下的
稳定性, 探讨了其实际应用的可行性. 本文的理论分
析表明, 在高斯假设下, 对于二维和三维系统, 依据
本文给出的自由参数 κ 的最优选取策略设计的高阶

UKF 可以获得比五阶 CKF 和五阶 UKF 更高的精
度. 纯方位跟踪模型和弹道目标再入模型的仿真结
果验证了本文方法的正确性和优越性.

1 非线性高斯滤波器

考虑如下状态空间形式的离散非线性系统{
xxxk = fff(xxxk−1) + nnnk−1

zzzk = hhh(xxxk) + vvvk

(1)

其中, xxxk ∈ Rn 为系统的状态向量, zzzk ∈ Rm 为系

统的量测向量, fff(·) 和 hhh(·) 为已知的任意函数, 随
机系统噪声 nnnk−1 是零均值方差为Qk−1 的高斯白噪

声, 随机观测噪声 vvvk 是零均值方差为 Rk 的高斯白

噪声, nnnk−1 与 vvvk 不相关. 非线性滤波是根据当前时
刻及此前的含噪声的量测来获得系统状态的最小方

差估计 E[xxxk|ZZZk], 其中, ZZZk = {zzzj, 1 ≤ j ≤ k}.
如果高斯分布能够很好地近似状态的概率密度,

可以使用 Kalman 滤波器结构 (线性最小方差更新
准则) 的高斯滤波器完成状态估计任务. 由于均值和
方差能够完全表征高斯分布, 高斯滤波器一般结构
如下[1, 14]:





x̂xxk|k = x̂xxk|k−1 + Wk(zzzk − ẑzzk|k−1)
Pk|k = Pk|k−1 −WkPzzzzzz, k|k−1WT

k

Wk = Pxxxzzz, k|k−1P−1
zzzzzz, k|k−1

(2)

其中



x̂xxk|k−1 = E[fff(xxxk−1)|ZZZk−1]
Pk|k−1 = E[(xxxk − x̂xxk|k−1)(xxxk − x̂xxk|k−1)T|ZZZk−1]
ẑzzk|k−1 = E[hhh(xxxk)|ZZZk−1]
Pzzzzzz, k|k−1 = E[(zzzk − ẑzzk|k−1)(zzzk − ẑzzk|k−1)T|ZZZk−1]
Pxxxzzz, k|k−1 = E[(xxxk − x̂xxk|k−1)(zzzk − ẑzzk|k−1)T|ZZZk−1]

(3)

从上述高斯滤波器的一般形式中可以知道, 高
斯滤波器需要计算两个均值和三个协方差, 按照线
性最小方差准则完成量测更新, 同时高斯滤波器的
估计精度取决于式 (3) 中的均值和协方差的计算
精度. 采用不同的方法来计算式 (3) 中的均值和协
方差, 将得到不同类型的高斯滤波器. 例如, 采用
UT 变换方法, 得到的是 UKF[2−3]; 采用高斯埃尔
米特求积方法, 得到的是高斯埃尔米特求积滤波器
(Gauss-Hermite quadrature filter, GHQF)[14]; 采
用容积方法, 得到的是 CKF[8, 9]; 采用多项式插值
方法, 得到的是中心差分滤波器 (Central difference
filter, CDF)[14] 等. 本文将重点研究高斯滤波器中
的 UKF, 通过求取高阶 UT 变换的解析解, 进而获
得高阶 UKF, 从而提高 UKF 的精度. 下面将介绍
现有高阶 UT 变换存在的问题.

2 高阶UT变换问题阐述

按照近似概率分布比近似任意的非线性变换容

易得多这一原理, UT变换首先通过确定性地选择一
组 Sigma 点来表征一个概率分布的某些特征, 例如
均值、协方差等; 其次, 经非线性变换 (系统函数或
量测函数) 传播这组 Sigma 点, 得到变换的样本点;
最后, 通过计算变换的样本点的均值和协方差, 完成
式 (3) 中均值和协方差的计算. 而式 (3) 中的均值和
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协方差的计算精度又取决于 Sigma 点选取策略, 选
取的 Sigma 点越能表征状态的概率分布 (即匹配先
验状态的各阶矩统计量越多), 式 (3) 中的均值和协
方差的计算精度越高[12].
不难发现, 式 (3) 中的数学期望是相对于任意

的高斯概率密度. 从理论上讲, 一个非线性函数对一
个任意高斯分布的期望总是可以被转换成另外一个

非线性函数对标准高斯分布的期望[1, 8−9, 11]. 基于上
述原理, 本文不失一般性地假设状态的概率分布是
标准高斯分布. 下面将首先介绍传统的二阶 UT 变
换方法, 并说明现有的高阶 UT 变换存在的问题.

2.1 二阶UT变换

式 (3) 中的均值和协方差计算问题可以归结为
标准高斯随机向量的任意非线性变换的均值和协方

差计算问题. xxx 为 n 维的标准高斯随机向量, yyy 为另

一随机向量, yyy 与 xxx 的关系为 yyy = fff(xxx), UT 变换可
用来计算随机向量 yyy 的均值和协方差.
二阶 UT 变换对称地选取 2n + 1 个 Sigma 点,

这组 Sigma 点能够匹配 n 维高斯随机向量 xxx 的均

值和协方差及所有的高阶奇次阶矩 (Sigma 点的对
称性)[12]. 图 1 给出了二维情况下, 二阶 UT 变换在
第一象限选择的 Sigma 点. 将图 1 中的二维推广到
n 维, 可以知道, 二阶 UT 变换需要两类 Sigma 点,
第一类 Sigma 点位于坐标原点, 点数为 1, 权值为
w0; 第二类 Sigma 点对称地分布在与原点距离为 s1

的 n 条坐标轴上, 点数为 2n, 权值均为 w[2−3, 12]
1 .

对于标准高斯随机向量 xxx ∼ N(000, I), 二阶 UT
变换的 Sigma 点及其权值为[12]





χχχ0 = 000, w0 =
κ

n + κ

χχχi =
√

(n + κ)eeei, wi =
1

2(n + κ)

χχχi+n = −
√

(n + κ)eeei, wi+n =
1

2(n + κ)
(4)

其中, eeei = [0, · · · , 0, 1, 0, · · · , 0]T, i = 1, 2, · · · , n,
即第 i 个元素为 1 的单位列向量.
对于更一般的高斯随机向量 xxx ∼ N(x̄xx,Pxxx), 二

阶 UT 变换的 Sigma 点及其权值为




χχχ0 = x̄xx, w0 =
κ

(n + κ)

χχχi = x̄xx +
√

(n + κ)Pxxxeeei, wi =
1

2(n + κ)

χχχi+n = x̄xx−
√

(n + κ)Pxxxeeei, wi+n =
1

2(n + κ)
(5)

其中, i = 1, 2, · · · , n.

当 κ = 3− n 时, 二阶 UT 变换能匹配高斯随
机向量xxx的四阶主矩[2−3, 12]. 类似二阶UT变换,我
们可以推导高阶 UT 变换 Sigma 点和权值需要满足
的条件.

图 1 二维情况下二阶 UT 变换在第一象限选择的 Sigma 点

Fig. 1 Sigma points chosen by second-order UT for a two

dimensional case in the first quadrant

2.2 高阶UT变换

当一个随机向量的偏度 (三阶矩) 和峰态 (四
阶矩) 对它的概率分布的影响很大时, 此时, 二阶
UT 变换计算方程 (3) 获得的协方差可能欠估计[12].
Julier 等将二阶 UT 变换进行推广, 得到了高阶 UT
变换[12].
高阶 UT 变换对称地选取 2n2 +1 个 Sigma 点,

这组 Sigma 点能够匹配 n 维高斯随机向量 x 的前

四阶矩 (均值、协方差、偏度、峰态)及所有高阶奇次
阶矩. 图 2 给出了二维情况下, 高阶 UT 变换在第一
象限选择的 Sigma 点. 将图 2 中的二维推广到 n 维
可以知道,高阶UT变换需要三类 Sigma点,第一类
Sigma 点位于坐标原点, 点数为 1, 权值为 w0; 第二
类 Sigma 点对称地分布在与原点距离为 s1 的 n 条
坐标轴上, 点数为 2n, 权值均为 w1; 第三类 Sigma
点对称地位于 (0, · · · ,±s2, · · · ,±s2, · · · , 0)T (第 i
个和第 j 个元素不为 0, i < j, i, j = 1, 2, · · · , n), 点
数为 4C2

n, 权值为 w2.
为了精确地匹配标准高斯随机向量 xxx 的均值、

协方差、偏度和峰态, 高阶 UT 变换的 Sigma 点及
其权值必须满足以下条件[12]:




w0 + 2nw1 + 2n(n− 1)w2 − 1
2w1s2

1 + 4(n− 1)w2s2
2 − 1

2w1s4
1 + 4(n− 1)w2s4

2 − 3
4w2s4

2 − 3


 = 0 (6)

要使高阶 UT 变换的 Sigma 点能匹配高斯随机
向量 xxx 的六阶主矩, 则高阶 UT 变换的 Sigma 点及



5期 张勇刚等: 一种高阶无迹卡尔曼滤波方法 841

其权值还必须满足以下条件[12]:

2w1s6
1 + 4(n− 1)w2s6

2 − 15 = 0 (7)

图 2 二维情况下高阶 UT 变换在第一象限选择的 Sigma 点

Fig. 2 Sigma points chosen by high order UT for a two

dimensional case in the first quadrant

虽然从理论上讲, 高阶 UT 变换能够匹配高斯
随机向量 xxx 的全部四阶矩和六阶主矩, 从而获得比
二阶 UT 变换更高的精度, 但是上述 Sigma 点及其
权值无法解析求出, 导致其实际应用受限. 下面本文
将依据五阶 CT 变换的理论基础, 通过引入自由参
数 κ, 得到高阶 UT 变换的解析解, 进而获得高阶
UKF 滤波方法.

3 一种高阶UKF方法及其参数选择

3.1 高阶UT变换的 Sigma点及其权值解析解

对于标准高斯随机向量 xxx ∼ N(000, I), 五阶 CT
变换的 Sigma 点及其权值为[9]

χχχ0 = 000, w0 =
2

n + 2
(8)





χχχi1
=

√
(n + 2)eeei1

χχχi1+n = −
√

(n + 2)eeei1 ,

w1 =
4− n

2(n + 2)2

i1 = 1, 2, · · · , n (9)





χχχi2
=

√
(n + 2)sss+

i2

χχχi2+0.5n(n−1) = −
√

(n + 2)sss+
i2

χχχi2+n(n−1) =
√

(n + 2)sss−i2
χχχi2+1.5n(n−1) = −

√
(n + 2)sss−i2

w2 =
1

(n + 2)2

,

i2 = 1, 2, · · · , 0.5n(n− 1) (10)

其中



{sss+
i2
} := {

√
1
2
(eeek + eeel) : k < l, k, l = 1, 2, · · · , n}

{sss−i2} := {
√

1
2
(eeek − eeel) : k < l, k, l = 1, 2, · · · , n}

(11)

通过式 (8)∼ (11) 可知, 五阶 CT 变换

需 要 三 类 Sigma 点, 第 一 类 Sigma 点 位

于坐标原点, 点数为 1, 权值为 2/(n + 2);
第 二 类 Sigma 点 对 称 地 分 布 在 距 离 原 点√

(n + 2) 的 n 条坐标轴上, 点数为 2n, 权值为
(4−n)/(2(n+2)2); 第三类 Sigma 点对称地分布于
(0, · · · ,±

√
(n + 2)/2, · · · ,±

√
(n + 2)/2, · · · , 0)T

(第 k 个 和 第 l 个 元 素 不 为 0, k < l,
k, l = 1, 2, · · · , n), 点数为 2n(n− 1), 权值为
1/(n + 2)2. 从而可知, 五阶 CT 变换 Sigma 点的
点数和分布情况与高阶 UT 变换 Sigma 点的点数
和分布情况十分相似. 类比高阶 UT 变换思想, 五
阶 CT 变换的 Sigma 点及其权值参数如下:




w0 =
2

n + 2
,

w1 =
(4− n)

2(n + 2)2

s1 =
√

n + 2
,

w2 =
1

(n + 2)2

s2 =
√

n + 2
2
(12)

经过简单的代数运算, 很容易验证式 (12) 给出的
五阶 CT 变换的 Sigma 点及其权值参数满足方程
组 (6), 从而可知五阶 CT 变换是高阶 UT 变换的一
种特例. 下面将在五阶 CT 变换的基础上, 通过引入
一个自由参数 κ, 得到高阶 UT 变换的解析解.
类比于二阶 UT 变换[12], 令 w2 = 1/(n + κ)2,

将其代入方程组 (6) 中, 并求解方程组 (6), 获得
w1,w2, s1, s2 的值, 当 n 6= 4 时, 有:




w0 =
−2n2 + (4− 2n)κ2 + (4κ + 4)n

(n + κ)2(4− n)

w1 =
(κ + 2− n)2

2(n + κ)2(4− n)
, w2 =

1
(n + κ)2

s1 =

√
(4− n)(n + κ)

(κ + 2− n)
, s2 =

√
n + κ

2
(13)

当 n = 4 时, 此时, 只有 κ = 2 方程组 (6) 才有解,
从而有



w0 =
2

n + 2
,

w1 =
(4− n)

2(n + 2)2

s1 =
√

n + 2
,

w2 =
1

(n + 2)2

s2 =
√

n + 2
2
(14)
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将上述结果进行推广, 得到一般高斯随机向量
xxx ∼ N(x̄xx,Pxxx) 的高阶 UT 变换的 Sigma 点及其权
值的解析解 (现在只考虑 n 6= 4 情况, 而 n = 4 情况
类似):
第一类 Sigma 点及其权值:

χχχ0 = x̄xx, w0 =
−2n2 + (4− 2n)κ2 + (4κ + 4)n

(n + κ)2(4− n)
(15)

第二类 Sigma 点及其权值:




χχχi1
= x̄xx +

√
(4− n)(n + κ)

(κ + 2− n)
Pxxxeeei1

χχχi1+n = x̄xx−
√

(4− n)(n + κ)
(κ + 2− n)

Pxxxeeei1 ,

w1 =
(κ + 2− n)2

2(n + κ)2(4− n)
i1 = 1, 2, · · · , n (16)

第三类 Sigma 点及其权值:




χχχi2
= x̄xx +

√
(n + κ)Pxxxsss

+
i2

χχχi2+0.5n(n−1) = x̄xx−
√

(n + κ)Pxxxsss
+
i2

χχχi2+n(n−1) = x̄xx +
√

(n + κ)Pxxxsss
−
i2

χχχi2+1.5n(n−1) = x̄xx−
√

(n + κ)Pxxxsss
−
i2

w2 =
1

(n + κ)2

(17)

其中, i2 = 1, 2, · · · , 0.5n(n− 1).
从上述的推导过程中不难发现, 式 (15)∼ (17)

与式 (9)∼ (11)相比,当 κ = 2时, 高阶UT变换就
是五阶 CT 变换, 当 κ = 6− n 时, 不难验证式 (13)
中 s1 = s2, 此时, 高阶 UT 变换就是五阶 UT 变换.
从以上论述不难得出, 文献 [9] 中提出的五阶 CT 变
换和文献 [13] 中提出的五阶 UT 变换是本文高阶
UT 变换在自由参数 κ = 2 和 κ = 6− n 时的两个

特例. 值得注意的是, 对于四维系统 (n = 4 情况),
高阶 UT 变换只有 κ = 2 时, 方程组 (6) 才有解, 且
五阶 UT 变换和五阶 CT 变换都是高阶 UT 变换在
κ = 2 时的一种特例, 因此, 对于四维系统, 高阶 UT
变换、五阶 CT 变换和五阶 UT 变换三者完全等价.

由五阶 UT 变换和五阶 CT 变换分别是高阶
UT 变换在不同 κ 值下的特例这一事实可以知道, κ

能调节高阶 UT 变换的性能. 因而通过选取合适的
κ 值就可以获得性能最优的高阶 UT 变换, 进而获
得更高精度的高阶 UKF 方法. 我们将在下一小节
探讨这个问题.

3.2 自由参数 κκκ的最优选取

高阶 UT 变换可以通过选取合适的 κ 值, 使得

Sigma 点及其分布参数满足式 (7), 从而能捕获到高
斯随机向量 xxx 的六阶主距, 提高 UT 变换精度. 将
式 (13) 中的 w1,w2, s1, s2 的值代入式 (7) 中, 经过
简单的代数运算, 得到如下关于 κ 的代数方程:

(n− 1)κ2 + (2n2 − 14n)κ + n3 − 13n2+

60n− 60 = 0 (18)

当 n = 1时,式 (18)的解为 κ = −1,将 κ = −1
再代入式 (13) 中, 可知此时方程组 (6) 无解, 因此,
在一维情况下不存在合适的 κ 值使得 Sigma 点能
捕获到高斯随机向量 xxx 的六阶主距, 即从 UT 变换
的精度的角度来看, 不存在最优的 κ 值.
当 n 6= 1 时, 根据一元二次方程的有解判据

∆ = −96n2 + 480n− 240, 要想式 (18) 有解, 必须
有 ∆ ≥ 0, 从而有 2 ≤ n ≤ 4 (n ∈ N). 而又由于当
n = 4 时, 只有 κ = 2 时, 方程组 (6) 才有解, 因此
只有当 n = 2 或 n = 3 时, κ 才存在最优值.

当 n = 2 时, 求解式 (18), 得到两个最优 κ 值,
即 κ = 0.835 或 κ = 19.165. 由于 CT 变换具有好
的数值稳定性[8−9], 所以最优 κ 值应选择接近 κ = 2
的值. 兼顾数值稳定性, 在二维情况下一般取最优值
为 κ = 0.835. 同理当 n = 3 时, 求解式 (18), 得到
两个最优 κ 值, 即 κ = 1.417 或 κ = 10.583. 为了
保证滤波的数值稳定性, 在三维情况下一般取最优
值为 κ = 1.417.
当 n ≥ 5 时, 此时不存在最优的 κ 值使得

Sigma 点能捕获到高斯随机向量 xxx 的六阶主距,
但是从 UT 变换的数值稳定角度考虑, 可以设定
κ = 2, 即采用五阶 CT 变换.
综上所述, 对于二维和三维系统, κ 存在最优值,

而且当 κ 取最优值时, 高阶 UT 变换的精度高于五
阶 CT 变换和五阶 UT 变换的精度; 对于四维系统,
κ 只能取 2, 此时, 高阶 UT 变换与五阶 CT 变换、
五阶 UT 变换等价; 对于一维和四维以上的系统, 从
精度角度不存在最优的 κ 值, 但是从数值稳定的角
度, 可以设定 κ = 2.

3.3 一种基于高阶UT变换的高阶UKF方法

基于高斯滤波器的一般结构 (式 (2) 和 (3)), 类
似于二阶 UKF 方法, 采用上述的高阶 UT 变换方
法来计算式 (3) 中的两个均值和三个协方差, 将得
到高阶 UKF. 具体的高阶 UKF 步骤如下:

1) 状态和量测的一步预测:
假设 k − 1 时刻状态向量 xxxk−1 的后验概率密

度函数 p(xxxk−1|ZZZk−1) = N(x̂xxk−1|k−1,Pk−1|k−1) 通过
Cholesky 分解 k − 1 时刻状态向量的估计误差协方
差矩阵 Pk−1|k−1, 获得矩阵 Sk−1|k−1:

Pk−1|k−1 = Sk−1|k−1ST
k−1|k−1 (19)
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计算状态向量 xxxk−1 的第一类 Sigma 点
χχχ00,k−1|k−1 及其权值 w0:





χχχ00,k−1|k−1 = x̂xxk−1|k−1

w0 =
−2n2 + (4− 2n)κ2 + (4κ + 4)n

(n + κ)2(4− n)
(20)

计算状态向量 xxxk−1 的第二类 Sigma 点
χχχ1i1,k−1|k−1 和 χχχ2i1,k−1|k−1 及其权值 w1 (i1 =
1, 2, · · · , n):




χχχ1i1,k−1|k−1 =

√
(4− n)(n + κ)

(κ + 2− n)
Sk−1|k−1eeei1+

x̂xxk−1|k−1

χχχ2i1,k−1|k−1 = −
√

(4− n)(n + κ)
(κ + 2− n)

Sk−1|k−1eeei1+

x̂xxk−1|k−1

w1 =
(κ + 2− n)2

2(n + κ)2(4− n)
(21)

计算状态向量 xxxk−1 的第三类 Sigma 点
χχχ3i2,k−1|k−1, χχχ4i2,k−1|k−1, χχχ5i2,k−1|k−1 和χχχ6i2,k−1|k−1

及其权值 w2 (i2 = 1, 2, · · · , n(n− 1)/2):




χχχ3i2,k−1|k−1 =
√

(n + κ)Sk−1|k−1sss
+
i2

+ x̂xxk−1|k−1

χχχ4i2,k−1|k−1 = −
√

(n + κ)Sk−1|k−1sss
+
i2

+ x̂xxk−1|k−1

χχχ5i2,k−1|k−1 =
√

(n + κ)Sk−1|k−1sss
−
i2

+ x̂xxk−1|k−1

χχχ6i2,k−1|k−1 = −
√

(n + κ)Sk−1|k−1sss
−
i2

+ x̂xxk−1|k−1

w2 =
1

(n + κ)2
(22)

其中



{sss+
i2
} :={

√
1
2
(eeek + eeel) : k < l, k, l = 1, 2, · · · , n}

{sss−i2} :={
√

1
2
(eeek − eeel) : k < l, k, l = 1, 2, · · · , n}

(23)

通过非线性系统函数 fff(·) 传播状态向量 xxxk−1

的 Sigma 点, 得到变换的样本点:



χχχ∗00,k|k−1 = fff(χχχ00,k−1|k−1)
χχχ∗1i1,k|k−1 = fff(χχχ1i1,k−1|k−1)
χχχ∗2i1,k|k−1 = fff(χχχ2i1,k−1|k−1)
χχχ∗3i2,k|k−1 = fff(χχχ3i2,k−1|k−1)
χχχ∗4i2,k|k−1 = fff(χχχ4i2,k−1|k−1)
χχχ∗5i2,k|k−1 = fff(χχχ5i2,k−1|k−1)
χχχ∗6i2,k|k−1 = fff(χχχ6i2,k−1|k−1)

(24)

计算 k 时刻状态的一步预测值 x̂xxk|k−1:

x̂xxk|k−1 = E[fff(xxxk−1)|ZZZk−1] =

w0χχχ
∗
00,k|k−1 + w1

n∑
i1=1

(χχχ∗1i1,k|k−1+

χχχ∗2i1,k|k−1) + w2

n(n−1)/2∑
i2=1

(χχχ∗3i2,k|k−1+

χχχ∗4i2,k|k−1 + χχχ∗5i2,k|k−1 + χχχ∗6i2,k|k−1)
(25)

计算 k 时刻的状态一步预测估计误差协方差

Pk|k−1:

Pk|k−1 = E[(xxxk − x̂xxk|k−1)(xxxk − x̂xxk|k−1)T|ZZZk−1] =
w0χχχ

∗
00,k|k−1χχχ

∗T
00,k|k−1+

w1

n∑
i1=1

(χχχ∗1i1,k|k−1χχχ
∗T
1i1,k|k−1+

χχχ∗2i1,k|k−1χχχ
∗T
2i1,k|k−1)+

w2

n(n−1)/2∑
i2=1

(χχχ∗3i2,k|k−1χχχ
∗T
3i2,k|k−1+

χχχ∗4i2,k|k−1χχχ
∗T
4i2,k|k−1 + χχχ∗5i2,k|k−1

χχχ∗T5i2,k|k−1 + χχχ∗6i2,k|k−1χχχ
∗T
6i2,k|k−1)−

x̂xxk|k−1x̂xx
T
k|k−1 + Qk−1

(26)

假设 k 时刻状态向量 xxxk 的先验概率密度函数

p(xxxk|ZZZk−1) = N(x̂xxk|k−1,Pk|k−1) , 通过 Cholesky 分
解 Pk|k−1, 得到 Sk|k−1:

Pk|k−1 = Sk|k−1ST
k|k−1 (27)

计算状态向量 xxxk 的第一类 Sigma 点及其权值:




χχχ00,k|k−1 = x̂xxk|k−1

w0 =
−2n2 + (4− 2n)κ2 + (4κ + 4)n

(n + κ)2(4− n)
(28)

计算状态向量 xxxk 的第二类 Sigma 点 χχχ1i1,k|k−1

和 χχχ2i1,k|k−1 及其权值 w1 (i1 = 1, 2, · · · , n):




χχχ1i1,k|k−1 =

√
(4− n)(n + κ)

(κ + 2− n)
Sk|k−1eeei1 +x̂xxk|k−1

χχχ2i1,k|k−1 =−
√

(4− n)(n + κ)
(κ + 2− n)

Sk|k−1eeei1 +x̂xxk|k−1

w1 =
(κ + 2− n)2

2(n + κ)2(4− n)
(29)

计算状态向量 xxxk 的第三类 Sigma 点χχχ3i2,k|k−1,
χχχ4i2,k|k−1, χχχ5i2,k|k−1 和 χχχ6i2,k|k−1 及其权值 w2 (i2 =
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1, 2, · · · , n(n− 1)/2):





χχχ3i2,k|k−1 =
√

(n + κ)Sk|k−1sss
+
i2

+ x̂xxk|k−1

χχχ4i2,k|k−1 = −
√

(n + κ)Sk|k−1sss
+
i2

+ x̂xxk|k−1

χχχ5i2,k|k−1 =
√

(n + κ)Sk|k−1sss
−
i2

+ x̂xxk|k−1

χχχ6i2,k|k−1 = −
√

(n + κ)Sk|k−1sss
−
i2

+ x̂xxk|k−1

w2 =
1

(n + κ)2
(30)

通过非线性量测函数 hhh(·) 传播状态向量 xxxk 的

Sigma 点, 得到变换的样本点:




zzz00,k|k−1 = hhh(χχχ00,k|k−1)
zzz1i1,k|k−1 = hhh(χχχ1i1,k|k−1)
zzz2i1,k|k−1 = hhh(χχχ2i1,k|k−1)
zzz3i2,k|k−1 = hhh(χχχ3i2,k|k−1)
zzz4i2,k|k−1 = hhh(χχχ4i2,k|k−1)
zzz5i2,k|k−1 = hhh(χχχ5i2,k|k−1)
zzz6i2,k|k−1 = hhh(χχχ6i2,k|k−1)

(31)

计算 k 时刻量测的一步预测值 ẑzzk|k−1:

ẑzzk|k−1 = E[hhh(xxxk)|ZZZk−1] =

w0zzz00,k|k−1 + w1

n∑
i1=1

(zzz1i1,k|k−1 + zzz2i1,k|k−1)+

w2

n(n−1)/2∑
i2=1

(zzz3i2,k|k−1 + zzz4i2,k|k−1 + zzz5i2,k|k−1+

zzz6i2,k|k−1)
(32)

计算 k 时刻量测的一步预测估计误差协方差阵

Pzzzz,k|k−1:

Pzzzzzz, k|k − 1 =

E[(zzzk − ẑzzk|k−1)(zzzk − ẑzzk|k−1)T|Zk−1] =

w0zzz00,k|k−1zzz
T
00,k|k−1+

w1

n∑
i1=1

(zzz1i1,k|k−1zzz
T
1i1,k|k−1 + zzz2i1,k|k−1zzz

T
2i1,k|k−1)+

w2

n(n−1)/2∑
i2=1

(zzz3i2,k|k−1zzz
T
3i2,k|k−1+

zzz4i2,k|k−1zzz
T
4i2,k|k−1 + zzz5i2,k|k−1×

zzzT
5i2,k|k−1 + zzz6i2,k|k−1zzz

T
6i2,k|k−1)−

ẑzzk|k−1ẑzz
T
k|k−1 + Rk

(33)

计算 k 时刻状态与量测的互相关协方差矩阵:

Pxxxzzz, k|k−1 =
E[(xxxk − x̂xxk|k−1)(zzzk − ẑzzk|k−1)T|Zk−1] =
w0χχχ00,k|k−1zzz

T
00,k|k−1+

w1

n∑
i1=1

(χχχ1i1,k|k−1zzz
T
1i1,k|k−1+

χχχ2i1,k|k−1zzz
T
2i1,k|k−1)+

w2

n(n−1)/2∑
i2=1

(χ3i2,k|k−1zzz
T
3i2,k|k−1+

χχχ4i2,k|k−1zzz
T
4i2,k|k−1 + χχχ5i2,k|k−1×

zzzT
5i2,k|k−1 + χχχ6i2,k|k−1zzz

T
6i2,k|k−1)− x̂xxk|k−1ẑzz

T
k|k−1

(34)

2) 滤波更新:
计算 k 时刻高阶 UKF 的滤波增益Wk:

Wk = Pxxxzzz, k|k−1P−1
zzzzzz, k|k−1 (35)

计算 k 时刻高阶 UKF 的状态估计 x̂xxk|k:

x̂xxk|k = x̂xxk|k−1 + Wk(zzzk − ẑzzk|k−1) (36)

计算 k 时刻高阶 UKF 的状态估计误差协方差
矩阵 Pk|k:

Pk|k = Pk|k−1 −WkPzzzzzz, k|k−1WT
k (37)

将第 3.2 节中自由参数 κ 的选取策略应用到高

阶 UKF 中, 在系统维数为二维或三维条件下, 得到
的高阶 UKF 将具有比五阶 UKF 和五阶 CKF 更加
优越的性能.

3.4 高阶UKF稳定性讨论

高阶 UKF 稳定性是其实用性的关键指标之
一. 由于高阶 UKF 的性能在很大程度上取决于
高阶 UT 变换的性能, 所以只有保证高阶 UT 变
换的稳定性, 才有可能使高阶 UKF 稳定. 文

献 [1] 提出采用权值的绝对值之和作为衡量积分
公式 (UT 变换也是一种积分公式) 数值稳定性的指
标, 如果

∑ |wi| = 1, 那么数值积分公式是完全稳定
的; 如果

∑ |wi| À 1, 那么这种积分公式会引入很
大的舍入误差, 严重时出现数值不稳定. 由于高阶
UT 变换中所有 Sigma 点的权值之和为 1, 因此, 当
所有权值都大于等于零时, 即 wi ≥ 0 (i = 0, 1, 2),
此时,

∑ |wi| = 1 恒成立, 那么高阶 UT 变换是完
全稳定的. 下面将针对不同的系统维数具体分析
本算法的稳定性. 1) n ≤ 3 时, 高阶 UT 变换稳定
性. 由式 (13) 和 (14) 可以知道, 当系统维数 n ≤ 3
时, 此时只有 w0 可能会小于 0, 并且 w0 的正负完

全取决于自由参数 κ 的选取. 当系统维数 n = 1,
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n = 2 和 n = 3 时, 由式 (13) 可以知道此时的权值
w0 与 J = −2n2 + (4− 2n)κ2 + (4κ + 4)n同号,当
n = 1 时, J = 2(κ + 1)2 ≥ 0; 当 n = 2 时, J = 8κ,
按照第 3.2 节 κ 值的选取策略, 此时 κ = 0.835, 从
而 J > 0; 当 n = 3时, J = −2κ2 + 12κ− 6,同样按
照第 3.2 节 κ 值的选取策略, 此时 κ = 1.417, 从而
J > 0. 因此, 当 n ≤ 3时, 按照第 3.2节 κ值的选取

策略, 所有权值满足 wi ≥ 0 (i = 0, 1, 2), 因此, 高
阶 UT 变换是完全稳定的. 2) n = 4 时, 高阶 UT
变换稳定性. 由式 (13) 和 (14) 可以知道, 当系统维
数 n = 4 时, 所有权值满足 wi ≥ 0 (i = 0, 1, 2), 因
此, 高阶 UT 变换是完全稳定的. 3) n ≥ 5 时, 高阶
UT 变换稳定性. 按照第 3.2 节 κ 值的选取策略, 高
阶 UT 变换与五阶 CT 变换等价. 依据文献 [9] 中
的论述, 五阶 CT 变换在 n ≥ 5 时是稳定的, 从而此
时的高阶 UT 变换也是稳定的.
综上所述, 依据第 3.2 节给出的 κ 值最优选取

策略, 能保证高阶 UT 变换在任意维数应用中都是
数值稳定的. 实际应用中, 高阶UT 变换的稳定并不
能完全保证高阶 UKF 算法的稳定. 文献 [9] 指出当
系统包含强非线性或大的不确定性 (即大的系统噪
声) 时, 二阶 UKF 的滤波性能会大大地下降, 严重
时甚至会出现滤波发散, 同样高阶UKF 也会出现类
似的情况, 此时可以通过适当地增大系统噪声方差
矩阵来提高高阶 UKF 滤波稳定性[15].

4 仿真

为了验证本文提出的高阶 UKF 方法的正确性
和优越性, 我们采用与文献 [1, 14, 16−17] 相同的纯
方位跟踪模型和弹道目标再入模型仿真.

4.1 纯方位跟踪模型仿真

纯方位跟踪模型为二维非线性模型, 其离散模
型如下[16]:

xxxk =

(
0.9 0
0 1

)
xxxk−1 + nnnk−1 (38)

zzzk = tan−1

(
xxx2,k − sin(k)
xxx1,k − cos(k)

)
+ vvvk (39)

其中状态 xxxk = [xxx1,k xxx2,k]T = [s t]T, 表示 s-
t 平面内 (笛卡尔坐标系) 的位置, 系统噪

声 nnnk ∼ N(000,Qk), Qk =

(
0.1 0.05
0.05 0.1

)
, 观测噪声

vvvk ∼ N(000,Rk), Rk = 0.025. 初始状态真实值

xxx0 = [20 5]T, 初始协方差阵 P0|0 = [0.1 0; 0 0.1].
与文献 [16] 相同, 仿真过程中采用如下定义的均方

误差性能指标, 比较各种滤波方法的性能:

MSE(k) =
1
N

N∑
n=1

(xxxn
i,k − xxxn

i,k|k)
2, i = 1, 2

(40)

其中, N 为Monte Carlo 仿真次数.
仿真时间 100 秒, 在相同初始条件下采用二阶

UKF (κ = 1)、三阶 CKF、本文提出的高阶 UKF
(κ = 0.835)、五阶 UKF、五阶 CKF 分别进行 250
次Monte Carlo 仿真. 仿真结果如下:
从图 3 和图 4 的状态跟踪曲线可以知道, 二

阶 UKF (图中点线) (κ = 1) 和三阶 CKF (图中实
线) 在 24 s 后对真实状态 (图中星号线) 的跟踪性
能变差, 但二阶 UKF (κ = 1) 的跟踪性能优于三
阶 CKF. 整个过程中五阶 CKF (图中加号线) 和五
阶 UKF (图中点划线) 都能较好地跟踪上真实的状
态, 但它们的跟踪性能都不如本文提出的高阶 UKF
(κ = 0.835) (图中虚线).

图 3 位置状态 x(1) 的估计

Fig. 3 Estimates of position state x(1)

图 4 位置状态 x(2) 的估计

Fig. 4 Estimates of position state x(2)



846 自 动 化 学 报 40卷

从图 5 和图 6 的状态估计的均方误差曲线可以
知道, 二阶 UKF (图中点线) (κ = 1) 的精度高于三
阶 CKF (图中实线), 五阶 CKF (图中中等粗的实
线) 和五阶 UKF (图中中等粗的点线) 的精度都高
于二阶 UKF (κ = 1), 但是这些滤波方法中本文提
出的高阶 UKF (κ = 0.835) (图中最粗的实线) 精度
最高. 上述结论用符号表示如下:

三阶 CKF< 二阶 UKF< 五阶 CKF 和五阶
UKF< 高阶 UKF (κ = 0.835)

理论上, 在二维情况下, 二阶 UT 变换 (κ = 1)
计算的均值能部分地精确到四阶, 三阶 CT 变换即
二阶 UT 变换 (κ = 0) 的均值计算精度为三阶, 五
阶 UT 变换和五阶 CT 变换的均值计算精度为五阶,
而本文的高阶 UT 变换在 κ = 0.835 时计算的均值
能部分地精确到六阶. 由于 UKF (CKF) 的精度取
决于 UT (CT) 变换的精度, 因此在二维情况下, 本
文所提出的高阶 UKF (κ = 0.835) 精度高于五阶
CKF 和五阶 UKF, 同时五阶 CKF 和五阶 UKF 的
精度都高于二阶 UKF (κ = 1), 二阶 UKF (κ = 1)
的精度高于三阶 CKF. 仿真结果验证了上述理论分
析的正确性, 也体现了本文提出的高阶UKF 算法的
优越性.

图 5 位置状态 x(1) 的均方误差

Fig. 5 Mean square error of position state x(1)

图 6 位置状态 x(2) 的均方误差

Fig. 6 Mean square error of position state x(2)

4.2 弹道目标再入模型仿真

弹道目标再入模型为三阶非线性系统, 其目标
连续时间动力学方程为[1, 14, 17]





ẋ1(t) = −x2(t)
ẋ2(t) = −e−γx1(t)x2

2(t)x3(t)
ẋ3(t) = 0

(41)

主要目的是对从高处以很快速度进入大气层的载体

的位置 x1、速度 x2 和弹道常数 x3 进行估计. 常数
γ 表示大气密度和高度间的关系. 载体的位置通过
雷达测定, 它们之间的关系为

yk =
√

M2 + (xxx1,k −H)2 + vk (42)

其中, H 为雷达高度, M 为其与载体之间的水平距
离. vvvk ∼ N(000,Rk). 雷达每 1 秒测量一次间距.

为了消除系统强非线性的影响, 通常在两次观
测之间使用 64 次四阶 Runge-Kutta 方法对式 (41)
进行积分[1, 14, 17]. 仿真过程中, 所有的滤波器都以小
步长 (ft) 在每个点处进行预测, 并在观测量到来之
前计算均值和协方差矩阵. 系统仿真参数如下:

γ = 5× 10−5,H = 105 ft,M = 105 ft,Rk = 104 ft2

系统真实状态初值x0 = [3×105 2×104 10−3]T,
仿真中滤波初始值设为 x̂xx0|0 = [3× 105 2× 104 3×
10−5]T, 协方差矩阵 P0|0 = diag{106 4× 106 10−4}.
与文献 [1, 14, 17] 相同, 仿真中采用如下定义的平均
绝对值误差比较各种滤波方法:

λ(k) =
1
N

N∑
n=1

|xxxn
k − x̂xxn

k|k| (43)

其中, N 为Monte Carlo 次数.
仿真时间 60 秒, 在相同初始条件下采用二阶

UKF (κ = 0) (此时与三阶 CKF 等价)、高阶 UKF
(κ = 1.417)、五阶 UKF、五阶 CKF 分别进行 250
次Monte Carlo 仿真. 仿真结果如下:

从图 7∼图 9 可以知道, 在三维情况下, 五阶
CKF (图中点线) 和五阶 UKF (图中粗实线) 的精
度几乎一样, 而且五阶 CKF 和五阶 UKF 的精度高
于二阶 UKF (κ = 0) (图中实线), 但是这些滤波方
法中本文提出的高阶 UKF (κ = 1.417) (图中粗点
线) 精度最高. 上述结论用符号表示如下:
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图 7 位置的平均绝对值误差

Fig. 7 Averaged absolute error of position

图 8 速度的平均绝对值误差

Fig. 8 Averaged absolute error of velocity

图 9 弹道系数的平均绝对值误差

Fig. 9 Averaged absolute error of ballistic coefficient

三阶 CKF= 二阶 UKF< 五阶 CKF 和五阶
UKF< 高阶 UKF (κ = 1.417)
理论上, 在三维情况下, 二阶 UT 变换 (κ = 0)

与三阶 CT 变换是等价的, 它们计算的均值都能
部分地精确到四阶, 五阶 UT 变换和五阶 CT 变
换的均值计算精度为五阶, 而本文的高阶 UT 变
换在 κ = 1.417 时, 计算的均值能部分地精确到六
阶. 由于 UKF (CKF) 的精度取决于 UT (CT) 变
换的精度, 因此在三维情况下, 本文的高阶 UKF
(κ = 1.417) 精度高于五阶 CKF 和五阶 UKF, 同

时五阶 CKF 和五阶 UKF 的精度都高于二阶 UKF
(κ = 0) 或三阶 CKF. 仿真结果验证了上述理论分
析的正确性, 也体现了本文提出的高阶UKF 算法的
优越性.

5 结论

本文在五阶 CT 变换的基础上, 通过引入一个
自由参数 κ, 得到了高阶 UT 变换的解析解, 进而获
得了高阶 UKF 方法. 在高斯假设下, 分析并证明了
二维和三维系统可以通过选取合适的 κ 值来匹配随

机向量的六阶主矩, 从而提高 UKF 精度. 仿真结果
表明, 对于二维和三维系统分别选取 κ = 0.835 和
κ = 1.417, 可以获得比五阶 UKF 和五阶 CKF 更
高的滤波精度, 而对于一维系统和三维以上的系统
从数值稳定性的角度来讲应该选取 κ = 2. 本文的
分析为高阶 UKF 的实际应用提供了理论依据.
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