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混杂系统的一致输入输出对状态稳定性

楼旭阳 1, 2 叶 倩 3 崔宝同 1, 2

摘 要 混杂系统的输入输出对状态稳定性是混杂控制系统领域极富挑战性的课题之一. 为了观测混杂系统的状态, 本文提

出了一类混杂系统的一致输入输出对状态稳定的充分条件, 分析了混杂系统的一致输入输出对状态稳定性、光滑 Lyapunov

函数存在性和状态模估计器存在性三者之间的关系. 借助状态模估计器将混杂系统化为受扰动系统, 获得了受扰动系统一致

输入输出对状态稳定性的结果, 并进一步证明了混杂系统的一致输入输出对状态稳定性.
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Abstract The input-output-to-state stability of hybrid systems is one of the challenging topics in the field of hybrid

control systems. To observe the states of hybrid systems, we propose sufficient conditions for the uniform input-output-to-

state stability of a class of hybrid systems, and analyze the relationships among the uniform input-output-to-state stability

of hybrid systems, the existence of the smooth Lyapunov function, and the existence of the state-norm estimator. With

the help of the state-norm estimator, the hybrid systems are transformed into disturbed systems. Moreover, we obtain the

uniform input-output-to-state stability conclusions of the disturbed systems, and then prove the uniform input-output-to-

state stability of the hybrid systems.
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近年来,输入对状态稳定性 (Input-to-state sta-
bility, ISS) 已经成为了一种非常流行的非线性系统
分析和设计方法. 它最初是由 Sontag 教授于 1989
年提出的一种采用状态空间方法描述受迫系统 (存
在外加输入的系统) 稳定性的新概念[1]. 他的工作受
到许多同行的关注, 从而成为非线性控制系统稳定
性研究的一项重要内容. 近 20 多年, ISS 在控制系
统分析中的作用越来越受重视. 许多线性或非线性
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系统的 ISS 问题成为自动控制领域诸多学者们共同
的研究热点. 于是, 由 ISS 衍生出来的其它相关概
念, 如输出对状态稳定 (Output-to-state stability,
OSS)、输入输出对状态稳定性 (Input-output-to-
state stability, IOSS) 等[2−11], 逐渐开始形成了一
定的理论框架. Mancilla-Aguilar 等[2] 探讨了一类

非线性切换系统的不变集的渐近稳定性, 研究了平
衡点的一致输入对状态稳定性和一致积分 ISS 的共
同 Lyapunov 函数的存在性. Arcak 和 Teel 分析了
由一个线性模块和一个非线性单元所构成的 Lurie
系统的 ISS, 所得结果有助于系统执行器非线性和干
扰的鲁棒性分析[3]. 赵军等[4] 利用比较函数的方法

给出了切换系统 ISS 的一个充分条件. 文献 [5] 利
用动态规划方法描述了最小 ISS 增益和暂态界限特
征, 并建立了 ISS 与非线性耗散系统理论优化问题
之间的联系. Liberzon 等[6] 利用 Lyapunov 函数法
和时间采样法两种控制策略, 实现了具有量化状态
反馈的线性系统的 ISS. Jayawardhana 等证明了一
类微分包含系统的 ISS, 并将结果应用到具有时滞
的量化反馈系统中[7]. 文献 [8] 给出了一些 OSS 的
Lyapunov 特性, 建立了一类 OSS 且全局可观测连
续系统的全局收敛观测器. Krichman 等[9] 提出了
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IOSS 概念, 深入研究了非线性系统 IOSS 的 Lya-
punov 特征, 建立了系统 IOSS 与光滑 Lyapunov
函数之间的等价关系. 林相泽等[10] 提出了一类非线

性切换系统 (特殊的混杂系统) 一致输入输出对状
态稳定的充分条件. Cai 等[11] 提出了离散非线性系

统一致输出对状态稳定性 (Uniform input-output-
to-state stability, UOSS)和一致输入输出对状态稳
定性 (Uniform output-to-state stability, UIOSS)
的 Lyapunov 特征, 给出了离散系统 UIOSS、光滑
Lyapunov 函数存在性和状态模估计器存在性三者
之间的等价关系.
上述研究主要侧重于连续系统、离散系统或特

殊混杂系统, 而对于一般混杂系统框架下的 ISS 工
作尚未深入展开. 文献 [12−15] 在混杂系统框架下
ISS 的研究工作中获得了重要成果. Hespanha 等[14]

针对脉冲系统提出了 ISS 和积分 ISS 概念, 并给出
了一系列基于Lyapunov函数的 ISS充分条件,分别
探讨了连续动态部分 ISS 或脉冲动态部分 ISS 的情
形, 获得了基于平均滞留时间 (Average dwell-time)
和逆平均滞留时间的相关结果. 文献 [16] 提出了混
杂动态系统 OSS 的 Lyapunov 特征和渐近特征, 着
重指出了全局可检测 (非 UOSS) 的混杂系统存在一
个光滑输出对状态稳定性 Lyapunov 函数.

尽管针对 ISS 及其相关工作的研究已经取得了
众多阶段性结果,但是对于一般混杂系统的 IOSS研
究尚未见报道. 本文将分析一般混杂系统的输入 –
输出特性, 建立 UIOSS 的逆 Lyapunov 定理, 研
究 UIOSS Lyapunov 函数与指数衰减 UIOSS Lya-
punov 函数之间的关系, 最后借助状态模估计器给
出混杂系统 UIOSS 的判定准则.

1 混杂系统

一般地, 一个带输出的混杂系统 H 可以由五元
组 (f, C, g,D, h) 来描述:

H =





ẋxx = f(xxx,uuu), (xxx,uuu) ∈ C
xxx+ = g(xxx,uuu), (xxx,uuu) ∈ D
yyy = h(xxx), 其他

(1)

式中, xxx ∈ Rn 为系统状态, uuu ∈ U ⊂ Rm 为系

统控制输入; f : C → Rn 表示发生连续事件 (即
当状态属于流集 C ⊂ Rn × U 时的事件) 的函数;
g : D → Rn 表示发生离散事件 (即当状态属于跃集
D ⊂ Rn × U 时的事件) 的函数 h : Rn → Rp 是

输出映射, 定义了系统的输出. xxx+ 为状态跳跃后的

值. 状态 xxx 可能既包含 “连续” 变量又包含 “离散”
变量, 后者通常表示整数形式的逻辑模式.
为简便起见, 具有形式 (1) 的混杂系统用 H =

(f, C, g,D, h) 表示[15]. 混杂系统 H 的解是由定义

在混杂时域上的混杂弧和混杂输入给出, 其中时域
参数可表示为 (t, j), t 表示连续事件发生的常规时

间, j 表示离散事件发生的跳跃次数.
给定一个子集 E ⊂ R≥0 × Z≥0, 若对有限

的时间序列 0 = t0 ≤ t1 ≤ · · · ≤ tJ 有 E =⋃J−1

j=0 ([tj, tj+1], j), 则称 E 是一个紧致混杂时域. 若
对于所有 (T, J) ∈ E , E ∩ ([0, T ] × {0, 1, · · · , J})
是一个紧致混杂时域, 则称 E 是一个混杂时域. 设
dom xxx 表示混杂时域, 如果对于任一给定 j ∈ Z≥0,
函数 xxx : t 7→ xxx(t, j) 是一个局部绝对连续函数,
则称函数 xxx : dom xxx −→ Rn 是一个混杂弧. 设
dom uuu 是混杂时域, 如果对于任一给定 j ∈ Z≥0,
函数 uuu : t 7→ uuu(t, j) 是一个 Lebesgue 可测且在区
间 {t : (t, j) ∈ dom uuu} 上局部本质有界函数, 则
称函数 uuu : dom uuu → U 是一个混杂输入. 鉴于
后续证明需要, 下面定义几类函数. 如果连续函数
α : R≥0 → R≥0 严格递增, 且 α(0) = 0, 则 α 属于

K 类函数. 进一步地, 若 α 是K 类函数且当 r →∞
时, α(r) → ∞, 则 α 属于 K∞ 类函数. 对于连续
函数 β : R≥0 ×R≥0 → R≥0, 如果对于每个固定的
s, 映射 β(r, s) 都是关于 r 的 K 类函数, 并且对于
每个固定的 r, 映射 β(r, s) 是 s 的递减函数, 且当
s →∞ 时 β(r, s) → 0, 则 β 属于 KL 类函数.
给定一个混杂输入 uuu : dom uuu → U 和一个

初始条件 ζζζ, 如果下述条件成立, 则称混杂弧 φφφ :
dom φφφ → Rn 定义了混杂系统 H = (f, C, g,D, h)
的解对 (φφφ,uuu):

S0. (ζζζ,uuu(0, 0)) ∈ C̄ ∪ D, 且 dom φφφ = dom uuu;
S1. 对每个 j ∈ Z≥0, Ij = {t :

(t, j) ∈ dom (φφφ,uuu)} 存在非空内点 int(Ij) 且
(φφφ(t, j),uuu(t, j)) ∈ C,∀t ∈ int(Ij), 以及对几乎所
有的 t ∈ Ij, 恒有 d

dt
φφφ(t, j) = f(φφφ(t, j),uuu(t, j));

S2. 对任意 (t, j) ∈ dom (φφφ,uuu), 当 (t, j + 1) ∈
dom (φφφ,uuu), (φφφ(t, j),uuu(t, j)) ∈ D时,有φφφ(t, j+1) =
g(φφφ(t, j),uuu(t, j)).
设 ζζζ ∈ Rn, SH(ζζζ)表示混杂系统H从φφφ(0, 0) =

φφφ 出发的最大解对 (φφφ,uuu) 的集合. 给定一个集合
A ∈ Rn, 定义 |xxx|A = infyyy∈A|xxx − yyy|. 对于一个解
对 (φφφ,uuu) ∈ SH(ζζζ), 令 φφφ(t, j, ζζζ,uuu) 表示在 (t, j) ∈
dom (φφφ,uuu) 时刻的值, 其中 ζζζ 表示对应状态的初始

条件.
定义 1 (稳定性). 设 A ⊂ Rn 为紧集,
1) 如果对任一 ε > 0, 存在正数 δ > 0 使

得满足 |ζζζ|A ≤ δ 的每个解对 (φφφ, 0) ∈ SH(ζζζ) 有
|φφφ(t, j, ζζζ, 0)|A ≤ ε, ∀(t, j) ∈ dom (φφφ, 0), 则称 A 是
0-输入稳定的;

2)如果存在正数 µ > 0使得满足 |ζζζ|A ≤ µ的每

个解对 (φφφ, 0) ∈ SH(ζζζ) 是有界的. 进一步地, 当它是
完备时满足 lim(t,j)∈dom (φφφ,0),t+j→∞ |φφφ(t, j, ζζζ, 0)|A =
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0, 则称 A 是 0-输入吸引的;
3) 如果A 是 0-输入稳定且 0-输入吸引的, 则称

A 是 0-输入渐近稳定的.
假设 1 (混杂基本条件). 对于混杂系统H, 设其

参数 (f, C, g,D, h) 满足下列条件:
H1. C,D ⊂ Rn 是闭集;
H2. 函数 f : C → Rn, g : D → Rn 及 h :

Rn → Rp 是连续的.

2 光滑 Lyapunov函数

对于离散时间系统, 文献 [11] 提出了相应的光
滑 Lyapunov 函数来证明 UIOSS. 本文在不通过求
混杂系统解的情况下, 给出混杂系统一致输入输出
对状态稳定的充分性条件. 下面给出后续证明所需
要的几个光滑 Lyapunov 函数定义.
定义 2 (一致输入输出对状态稳定 Lyapunov

函数). 如果混杂系统 H 在紧集 A ⊂ Rn 上存

在一个光滑函数 V : Rn → R≥0, 且存在函数
α1, α2, α3 ∈ K∞ 以及 ρ1, ρ2 ∈ K, 使得函数 V (xxx)
满足如下条件:

1) α1(|xxx|A) ≤ V (xxx) ≤ α2(|xxx|A) ∀xxx ∈ Rn;
2) 〈V (xxx), f(xxx,uuu)〉 ≤ −α3(|xxx|A) + ρ1(|uuu|) +

ρ2(|yyy|),∀(xxx,uuu) ∈ C;
3) V (g(xxx,uuu))− V (xxx) ≤ −α3(|xxx|A) + ρ1(|uuu|) +

ρ2(|yyy|),∀(xxx,uuu) ∈ D.

则称函数 V (xxx) 是混杂系统H 的 UIOSS Lyapunov
函数.

定义 3 (指数衰减 UIOSS Lyapunov函数).
如果混杂系统 H 在紧集 A ⊂ Rn 上存在一个光滑

函数 V : Rn → R≥0, 且存在函数 α1, α2 ∈ K∞,

ρ1, ρ2 ∈ K 以及某一常数 ε ∈ (0, 1], 使得函数 V (xxx)
满足如下条件:

1) α1(|xxx|A) ≤ V (xxx) ≤ α2(|xxx|A), ∀xxx ∈ Rn;
2) 〈V (xxx), f(xxx,uuu)〉 ≤ −εV (xxx) + ρ1(|uuu|) +

ρ2(|yyy|), ∀(xxx,uuu) ∈ C;
3) V (g(xxx,uuu)) − V (xxx) ≤ −εV (xxx) + ρ1(|uuu|) +

ρ2(|yyy|), ∀(xxx,uuu) ∈ D.

则称函数 V (xxx) 是混杂系统 H 的指数衰减 UIOSS
Lyapunov 函数.

3 一致输入输出对状态稳定

本节分析在一定条件下, 混杂系统 UIOSS、存
在光滑 Lyapunov 函数和存在状态模估计器三者之
间的关系. 并给出混杂系统 UIOSS 的充分条件.
定义 4. 如果对任意的 ζζζ ∈ Rn, (φφφ,uuu) ∈ SH(ζζζ)

且 (t, j) ∈ dom (φφφ,uuu),存在函数 β ∈ KL, γ1, γ2 ∈ K
使得:

|φφφ(t, j, ζζζ,uuu)|A ≤ max{β(|φφφ(0, 0, ζζζ,uuu)|A, t + j),

γ1(‖uuu‖(t,j)), γ2(‖yyy‖(t,j))} (2)

则称混杂系统H 的紧集 A ⊂ Rn 是 UIOSS 的.
下面给出本文主要结果中需要用到的 3 个引理.
引理 1. 对于混杂系统H, 下述命题是等价的:
1) 系统H 存在 UIOSS Lyapunov 函数;
2) 系统 H 存在指数衰减 UIOSS Lyapunov 函

数.
证明. 先证 2) ⇒ 1). 若系统 H 存在指数衰减

UIOSS Lyapunov函数, 则由定义 3得, 存在光滑函
数 V (xxx) 满足

〈∇V (xxx), f(xxx,uuu)〉 ≤ − εV (xxx) + ρ1(|uuu|)+

ρ2(|yyy|),∀(xxx,uuu) ∈C

V (g(xxx,uuu))− V (xxx) ≤ − εV (xxx) + ρ1(|uuu|)+

ρ2(|yyy|),∀(xxx,uuu) ∈ D

再利用定义 3 中条件 α1(|xxx|A) ≤ V (xxx) 得:

〈∇V (xxx), f(xxx,uuu)〉 ≤ − εα1(|xxx|A) + ρ1(|uuu|)+

ρ2(|yyy|),∀(xxx,uuu) ∈ C

V (g(xxx,uuu))− V (xxx) ≤ − εα1(|xxx|A) + ρ1(|uuu|)+

ρ2(|yyy|),∀(xxx,uuu) ∈ D

在定义 2 中取 α3 = εα1. 由上面两个不等式不难得
出定义 2 中的条件 2) 和 3).

再证 1) ⇒ 2). 假设系统 H 存在 UIOSS Lya-
punov 函数, 利用定义 2 中的条件 1)∼ 3), 可得:

〈∇V (xxx), f(xxx,uuu)〉 ≤ −α(V (xxx))+
ρ1(|uuu|) + ρ2(|yyy|), ∀(xxx,uuu) ∈ C (3)

V (g(xxx,uuu))− V (xxx) ≤ −α(V (xxx))+
ρ1(|uuu|) + ρ2(|yyy|), ∀(xxx,uuu) ∈ D (4)

其中, α = α3 ◦ α−1
2 . 定义函数W (xxx) = ρ(V (xxx)), 其

中函数 ρ ∈ K∞ 具有如下性质:
a) ρ 连续可微且 ρ ∈ C1;
b) 函数 ρ′(·) 是非负定非减函数且满足

ρ′(s)α(s) ≥ 2ρ(s), ∀s ≥ 0.

下面针对连续事件和离散事件两种情况分别进

行讨论.
情况 1. (xxx,uuu) ∈ C
由于函数W 是正定的, 沿着系统轨迹对时间 t
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求导可得:

〈∇W (xxx), f(xxx,uuu)〉 =
d
dt

W (xxx) = ρ′(V (xxx))V (xxx) ≤

− ρ(V (xxx)) + ρ′(V (xxx))
(
−α(V (xxx))

2
+

ρ1(|uuu|) + ρ2(|yyy|)
)

(5)

i) 当 V (xxx) ≥ α−1(2ρ1(|uuu|) + 2ρ2(|yyy|)) 时,

ρ′(V (xxx))
(
− α(V (xxx))

2
+ρ1(|uuu|)+ρ2(|yyy|)

)
≤ 0 (6)

于是, 由式 (5) 可得:

d
dx

W (xxx) ≤ −ρ(V (xxx)) = −W (xxx) (7)

ii) 当 V (xxx) ≤ α−1(2ρ1(|uuu|) + 2ρ2(|yyy|)) 时, 有:

ρ′(V (xxx))(ρ1(|uuu|) + ρ2(|yyy|)) ≤
ρ′

(
α−1(2ρ1(|uuu|) + 2ρ2(|yyy|))

)
(ρ1(|uuu|) + ρ2(|yyy|))

于是, 存在函数 ρ̌1, ρ̌2 ∈ K∞ 使得:

ρ′(V (xxx))(ρ1(|uuu|) + ρ2(|yyy|)) ≤ ρ̌1(|uuu|) + ρ̌2(|yyy|) (8)

由式 (5) 可得:

d
dt

W (xxx) ≤− ρ(V (xxx)) + ρ̌1(|uuu|) + ρ̌2(|yyy|) =

−W (xxx) + ρ̌1(|uuu|) + ρ̌2(|yyy|) (9)

联合式 (7) 和 (9) 估计式 (5) 可得:

d
dt

W (xxx) ≤ −W (xxx) + ρ̌1(|uuu|) + ρ̌2(|yyy|)

情况 2. (xxx,uuu) ∈ D
对任意 s ≥ 0 有: α(s) ≤ s. 不然, 若 α(s) ≥ s,

根据式 (4) 有:

V (g(xxx,uuu)) ≤ V (xxx)− α(V (xxx)) + ρ1(|uuu|) + ρ2(|yyy|) ≤
ρ1(|uuu|) + ρ2(|yyy|)

当 uuu = 0, yyy = 0 时,

V (g(xxx,uuu)) ≤ 0

这与函数 V 的正定性相矛盾.
设 Id 表示单位映射. 利用中值定理和

ρ′(s)α(s) ≥ 2ρ(s) 可得 ∀s ≥ 0,

2ρ(s) ≤ ρ′(s)α(s)
2

+ ρ(s) ≤

ρ
(
s +

α(s)
2

)
= ρ ◦

(
Id +

α

2

)
(s)

特别地, 将 s = (Id− α
2
)(r) 代入上式有 ∀r ≥ 0,

2ρ◦(Id−α

2
)(r) ≤ ρ◦(Id+

α

2
)(r)◦(Id−α

2
)(r) ≤ ρ(r)

再由式 (4) 得:

V (g(xxx,uuu)) ≤ V (xxx)− α(V (xxx)) + ρ1(|uuu|) + ρ2(|yyy|)
于是, 任给 xxx ∈ Rn, uuu ∈ Rm 和 yyy ∈ Rp, 有:

W (g(xxx,uuu)) = ρ(V (g(xxx,uuu))) ≤
ρ
(
(Id− α)(V (xxx)) + ρ1(|uuu|) + ρ2(|yyy|)

)

i) 当 α(V (xxx)) ≥ 2ρ1(|uuu|) + 2ρ2(|yyy|) 时,

ρ((Id− α)(V (xxx)) + ρ1(|uuu|) + ρ2(|yyy|)) ≤
ρ ◦

(
Id− α

2

)
(V (xxx)) ≤

ρ(V (xxx))
2

=
W (xxx)

2
(10)

ii) 当 α(V (xxx)) ≤ 2ρ1(|uuu|) + 2ρ2(|yyy|) 时,

ρ((Id− α)(V (xxx)) + ρ1(|uuu|) + ρ2(|yyy|)) ≤
ρ(V (xxx) + ρ1(|uuu|) + ρ2(|yyy|)) ≤
ρ ◦ 2(α−1 ◦ 4ρ1 + ρ1)(|uuu|) +

ρ ◦ 2(α−1 ◦ 4ρ2 + ρ2)(|yyy|) (11)

定义 ρ̄1 = ρ ◦ 2(α−1 ◦ 4ρ1 + ρ1), ρ̄2 = ρ ◦ 2(α−1 ◦
4ρ2 + ρ2). 根据函数W (xxx) 定义以及式 (11) 可得:

W (g(xxx,uuu))−W (xxx) ≤ −1
2
W (xxx) + ρ̄1(|uuu|) + ρ̄2(|yyy|)

结合上述两种情况的推导可知, 函数 W :
Rn → R≥0 是系统 H 的指数衰减 UIOSS Lya-
punov函数,即任给xxx ∈ Rn, uuu ∈ Rm,以及 yyy ∈ Rp,

α̂1(|xxx|) ≤ W (xxx) ≤ α̂2(|xxx|)

〈∇W (xxx), f(xxx,uuu)〉 ≤ −W (xxx) + ρ̃1(|uuu|) + ρ̃2(|yyy|)

W (g(xxx,uuu))−W (xxx) ≤ −1
2
W (xxx) + ρ̃1(|uuu|) + ρ̃2(|yyy|)

其中,
α̂1 = ρ ◦ α1, α̂2 = ρ ◦ α2

ρ̃1(|uuu|) = max{ρ̌1(|uuu|), ρ̄1(|uuu|)}
ρ̃2(|yyy|) = max{ρ̌2(|yyy|), ρ̄2(|yyy|)} ¤
在给出引理 2 之前, 先简单介绍一下状态模估

计器. 当系统的状态不完全可测且系统输出是关于
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状态的函数时, 状态模估计器对于控制系统设计具
有重要作用. 状态模估计器与下述混杂系统有关:

Ho =





żzz = fo(zzz,uuu,yyy) =
−εzzz + ρ1(|uuu|)+
ρ2(|yyy|), (zzz,uuu,yyy) ∈ Co

zzz+ = go(zzz,uuu,yyy) =
(1− ε)zzz + ρ1(|uuu|)+
ρ2(|yyy|), (zzz,uuu,yyy) ∈ Do

(12)

其中, zzz ∈ Rno 是混杂系统 Ho 的状态, uuu ∈ Rm

和 yyy ∈ Rp 分别为混杂系统 H 的输入和输出, Co =
{(zzz,uuu,yyy) ∈ Rno × Rm × Rp : yyy = h(xxx), (xxx,uuu) ∈
C}, Do = {(zzz,uuu,yyy) ∈ Rno × Rm × Rp : yyy =
h(xxx), (xxx,uuu) ∈ D}. 系统 Ho 的解由 (zzz, (uuu,yyy)) ∈
SHo

(ξξξ) 表示.
定义 5. 如果 (uuu,yyy) 满足下列条件:
1) 存在函数 ρ̂1, ρ̂2 ∈ K, β̂1 ∈ KL 使得

∀zzz ∈ Rno , ∀(t, j) ∈ dom (zzz, (uuu,yyy)), 系统的解对
(zzz, (uuu,yyy)) 满足

|ψ(zzz(t, j, ξξξ, (uuu,yyy)), yyy(t, j))| ≤
β̂1(|ξξξ|, t + j) + ρ̂1(‖uuu‖(t,j)) + ρ̂2(‖yyy‖(t,j))

(13)

式中, ψ : Rno ×Rp −→ R.
2) 存在函数 ρ̂3 ∈ K, β̂2 ∈ KL 使得 ∀(ζζζ, ξξξ) ∈

Rn ×Rno , 系统 H,Ho 在输入 uuu 下的联合解 (xxx,zzz)
满足

|xxx(t, j, ζζζ,uuu)|A ≤β̂2(|ζζζ|A + |ξξξ|, t + j)+

ρ̂3

(
|ψ(zzz(t, j, ξξξ,uuu),

h(xxx(t, j, ζζζ,uuu)))|
)

(14)

则称 (Ho, ψ) 为混杂系统H 在紧集A ⊂ Rn 上的状

态模估计器.
引理 2. 对于混杂系统 H, 如果系统 H 存在指

数衰减UIOSS Lyapunov函数, 则系统H 存在状态
模估计器.
证明. 设函数 V 是系统 H 满足定义 3 中条

件的指数衰减 UIOSS Lyapunov 函数, 条件中函数
α1, α2 ∈ K∞, ρ1, ρ2 ∈ K, 常数 ε ∈ (0, 1]. 不失一般
性, 令 s ≤ α2(s), ∀s ≥ 0. 由于系统 Ho 是关于输

入 (uuu,yyy) 渐近稳定的线性系统, 所以系统 Ho 是输

入对状态稳定的, 从而不等式 (13) 显然成立. 任取
系统 H 和 Ho 的初始状态 ξξξ1 和 ξξξ2. 考虑 H 和 Ho

组合系统的轨迹 (xxx,zzz) 以及引理 2 中已知条件, 当
(xxx,uuu,yyy) ∈ C 且 (zzz,uuu,yyy) ∈ Co 时

d
dt

(V (xxx)− zzz) ≤ −ε(V (xxx)− zzz) (15)

再利用 ∀s ≥ 0, s ≤ α2(s). 因而有:

V (xxx) ≤ zzz + e−εt(V (ξξξ1)− ξξξ2) ≤

|zzz|+ 2e−εtα2(|ξξξ1|+ |ξξξ2|)
当 (xxx,uuu,yyy) ∈ D 且 (zzz,uuu,yyy) ∈ Do 时,

V (xxx+)− zzz+ = V (g(xxx,uuu))−
(
(1− ε)zzz+

ρ1(|uuu|) + ρ2(|yyy|)
)
≤

(1− ε)(V (xxx)− zzz) (16)

进一步地, 通过递推演绎分析, 以及利用 ∀s ≥ 0,
s ≤ α2(s) 可得:
V (xxx) ≤ zzz + (1− ε)j(V (ξξξ1)− ξξξ2) ≤

|zzz|+ 2(1− ε)jα2(|ξξξ1|+ |ξξξ2|), j ≥ Z≥0

于是,令 ρ̂3(s) = α−1
1 (2(s)), β̂2(s, t, j) = max{α−1

1 ◦
4e−εtα2(s), α−1

1 ◦ 4(1− ε)jα2(s)}, 可得式 (14). ¤
引理 3. 对于混杂系统 H, 如果 H 存在状态模

估计器, 则混杂系统H 是 UIOSS.
证明. 设系统 Ho 和函数 ψ 定义了混杂系统 H

在紧集 A ⊂ Rn 上的状态模估计器. 令 (xxx,uuu) 为
混杂系统 H 的解, (zzz, (uuu,yyy)) 为混杂系统 Ho 的解,
∀ζζζ ∈ Rn, yyy(t, j) = h(xxx(t, j, ζζζ,uuu). 当系统 Ho 的初

始状态 ξξξ = 0 时, 由式 (13) 得:

|ψ(zzz(t, j, 0, (uuu,yyy)), yyy(t, j))| ≤

ρ̂1(‖uuu‖(t,j)) + ρ̂2(‖yyy‖(t,j))

联合上式和式 (14) 可知:

|xxx(t, j, ζζζ,uuu)| ≤
β̂2(|ζζζ|A, t, j) + ρ̂3(|ψ(zzz(t, j, 0,uuu,yyy), yyy(t, j))|) ≤
β̂2(|ζζζ|A, t, j) + ρ̂3(ρ̂1(‖uuu‖(t,j)) + ρ̂2(‖yyy‖(t,j))) ≤
max

{
2β̂2(|ζζζ|A, t, j), 2ρ̂3(2ρ̂1(‖uuu‖(t,j))),

2ρ̂3(2ρ̂2(‖yyy‖(t,j)))
}

=

max
(
β(|ζζζ|A, t, j), γ1(‖uuu‖(t,j)), γ2(‖yyy‖(t,j))

}

其中, β = 2β̂2, γ1 = 2ρ̂3 ◦ 2ρ̂1, γ2 = 2ρ̂3 ◦ 2ρ̂2. 也
就是说, 定义 4 中式 (2) 成立, 即混杂系统 H 是
UIOSS. ¤
定理 1. 对于混杂系统H, 如果H 存在 UIOSS

Lyapunov 函数, 那么混杂系统H 是 UIOSS.
证明. 若混杂系统 H 存在 UIOSS Lyapunov

函数, 由引理 1 的等价条件知混杂系统 H 存在指数
衰减 UIOSS Lyapunov 函数, 进而由引理 2 可知系
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统 H 存在状态模估计器. 再根据引理 3, 系统 H 存
在状态模估计器意味着混杂系统H 是 UIOSS. ¤

注 1. 定理 1 中, 一致输入输出对状态稳定的定
义是在全局意义上建立的. 若定义 2 和定义 3 中函
数 α1, α2 ∈ K, 则在局部意义上定理 1 的结论仍然
成立.

注 2. 本文获得了一般性混杂系统的 UIOSS 结
论,与文献 [12−13]研究的混杂系统 ISS和文献 [16]
研究的混杂系统 OSS 相比, 具有更一般化, 而且本
文利用了状态模估计器, 进而可根据需要获得混杂
系统状态的估计. 另外, 当本文所研究混杂系统 H
满足 C = ∅,D = Rn ×Rm 时, 可得文献 [11] 中离
散非线性系统的 IOSS结论.切换系统是混杂系统的
一种特殊形式, 如果在混杂系统 H 状态 xxx 中离散变

量用不同时刻切换模式来代替, 混杂系统 H 可退化
为非线性切换系统, 而文献 [4, 10] 分别研究了切换
系统的 ISS 和 IOSS, 所以定理 1 涵盖了文献 [4, 10]
中所得结论.

4 结论

本文应用逆 Lyapunov 定理分析了非线性混杂
系统的一致输入输出对状态稳定性, 给出了一致输
入输出对状态稳定 Lyapunov 函数与指数衰减一致
输入输出对状态稳定 Lyapunov 函数之间的等价关
系, 继而获得了一致输入输出对状态稳定性的判定
准则, 所得结果对混杂系统的稳定性分析和控制器
设计是十分重要和方便的. 关于混杂系统输入输出
对状态稳定的必要条件和充要条件有待进一步研究.
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6 Liberzon D, Nešić D. Input-to-state stabilization of linear
systems with quantized state measurements. IEEE Trans-
actions on Automatic Control, 2007, 52(5): 767−781

7 Jayawardhana B, Logemann H, Ryan E P. Input-to-state
stability of differential inclusions with applications to hys-
teretic and quantized feedback systems. SIAM Journal on
Control and Optimization, 2009, 48(2): 1031−1054

8 Astolfi A, Praly L. Global complete observability and
output-to-state stability imply the existence of a globally
convergent observer. Mathematics of Control, Signals and
Systems, 2006, 18(1): 32−65

9 Krichman M, Sontag E D, Wang Y. Input-output-to-state
stability. SIAM Journal on Control and Optimization, 2001,
39(6): 1874−1928

10 Lin Xiang-Ze, Zou Yun. Input-output-to-state stability of
nonlinear switched systems. Journal of Nanjing University
of Science and Technology (Natural Science), 2010, 34(3):
303−336
(林相泽, 邹云. 非线性切换系统的输入输出对状态稳定. 南京理工
大学学报 (自然科学版), 2010, 34(3): 303−308)

11 Cai C H, Teel A R. Input-output-to-state stability for
discrete-time systems. Automatica, 2008, 44(2): 326−336

12 Cai C H, Teel A R. Characterizations of input-to-state sta-
bility for hybrid systems. Systems & Control Letters, 2009,
58(1): 47−53
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