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一类线性时变系统的输出反馈控制

张 健 1 辛晓帅 1 徐红兵 1

摘 要 基于线性时不变系统能控能观标准型变换及非线性系统高增益

观测器方法, 本文研究了一类线性时变系统的输出反馈控制问题. 通过引

入时变的状态变量坐标变换, 分别设计了线性时变系统的状态反馈控制

器、状态观测器以及基于状态观测器的输出反馈控制器. 进一步地, 本文

分别证明了观测器动态误差是渐近收敛于零的, 而状态反馈控制器以及

输出反馈控制器可以保证闭环系统的渐近稳定性.
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Output Feedback Control of a Class of
Linear Time-varying Systems
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Abstract In this paper, output feedback control is investi-

gated for a class of linear time-varying systems based on the

ideas of controllable and observable canonical forms in the the-

ory of linear time-invariant systems and high-gain observers in

the theory of nonlinear systems. The state feedback controller,

the state observer and the observer-based output feedback con-

troller are respectively derived for linear time-varying systems

by using time-varying transformations of state variables. It is

further proved that the observer errors are asymptotically con-

vergent to zero, and the state feedback controller and output

feedback controller can demonstrate the asymptotic stability of

the closed-loop system.
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线性时不变系统 (Linear time-invariant systems, LTI)

是线性时变系统 (Linear time-varying systems, LTV) 的一

个特例. LTV 系统的分析与控制要比 LTI 系统复杂得多. 近

年来, 对于 LTV 系统的研究已经取得了很多新的成果[1−16].

可控性与可观性的判定是 LTV 系统控制理论中的基础

性问题. 上世纪 60 年代, Silverman 与 Meadows 作出了奠

基性的工作, 提供了 LTV 系统完全可控与完全可观的充分

非必要条件, 并已被很多线性系统理论教科书采用. 文献 [1]

延续了该问题的研究, 给出了一个新的基于模理论 (Module

theory) 的框架结构. 文献 [2] 提出了一个形式更为简洁、更

具有实用价值的非完全可控与非完全可观的充分条件. 文献

[3] 给出了线性时变系统可控性判定的两个必要条件, 通过利

用对偶原理, 这些条件可以被推广到可观性的判定中.
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在 LTV 系统的控制理论研究中, 反馈控制占有极其重

要的地位. 与 LTI 系统类似, 其状态反馈控制、观测器设计

都可以归结为时变矩阵的极点配置问题. 然而, 与 LTI 系统

不同的是, 对于一般形式的 LTV 系统, 目前尚没有一种系统

化的方法解决这一问题. 传统的处理方法主要包括两类: 一

类是基于鲁棒控制的方法, 该方法的基本思想是将系数矩阵

的时变部分视为系统模型的不确定性, 因而该类方法通常要

求时变系数矩阵的变化范围不应过大; 另一类是基于抽象代

数理论的多项式方法[4], 然而该类方法仅仅能够处理一类特

殊的 LTV 系统.

稳定性分析也是 LTV 系统研究的一个基础问题, 文献

[5] 利用扰动时间冻结方法 (Perturbed frozen time) 分析了

自治 LTV 系统的稳定性问题, 给出了系统稳定的充分条件.

通过在一个时间网格里逐次求解李亚普诺夫方程, 文献 [6]

给出了一种基于数值计算的 LTV 系统渐近稳定性的判断

方法. 不同于反馈控制中通常使用的渐近稳定性分析, 文献

[7−8] 基于上世纪 60 年代提出的有限时间稳定性 (Finite-

time stability, FTS) 的概念, 通过使用李亚普诺夫稳定性分

析方法, 给出了保证 LTV 系统有限时间稳定的状态反馈与

输出反馈控制器的设计方法. 文献 [9] 讨论了一类线性时变

系统的鲁棒稳定化问题, 并给出了控制器设计方法.

LTV系统与非线性系统的研究有着密切的联系.一方面,

一些非线性控制系统的分析方法被引入到 LTV 系统中. 文

献 [10] 将相对阶 (Relative degree) 与零动态 (Zero dynam-

ics) 的概念引入到 LTV 系统的分析中, 通过利用线性时变的

坐标变换, 推导了 LTV 系统的一个标准型 (Normal form).

在文献 [11] 中, 非线性控制系统中的反演 (Backstepping) 方

法被应用于一类 LTV 系统的跟踪控制中. 当 LTV 系统参

数完全已知时, 控制器可以保证跟踪误差指数渐近收敛于零,

当 LTV 系统参数部分已知时, 控制器可以保证跟踪误差渐

近收敛于零. 另一方面, LTV 系统中的一些方法和结论也被

应用于非线性控制理论的研究中. 文献 [12] 综合了近年来这

方面的相关研究成果, 提供了一个较为系统翔实的讨论与总

结.

此外, 近年来 LTV 系统的其他控制问题也得到了很多

关注. 文献 [13] 借鉴重复控制 (Repetitive control) 的思想,

利用系统的输入 –输出模型而不是状态空间表达式讨论了轨

迹跟踪控制问题. 文献 [14] 研究了一类 LTV 系统的同步问

题, 给出了有界输出同步线性控制器存在的充分条件及设计

方法. 文献 [15] 研究了 LTV 系统的 “装配控制 (Assemble

control)”问题,给出了其可控性判定的充分条件,设计了 “装

配控制” 律, 并分析了控制器性能. 进一步地, 文献 [16] 将

“装配控制” 方法应用于差速移动机器人中, 取得了良好的控

制效果.

在已有的成果中, 对于基于状态观测器的输出反馈控制

器的研究较少. 标准型方法是 LTI 系统分析的经典方法, 本

文利用这一思想首先引入两个时变的状态变量坐标变换, 将

系统状态空间表达式及观测器误差表达式化为类 LTI 可控

标准型与可观标准型形式. 由于所得到的标准型与非线性系

统高增益观测器 (High-gain observer)[17−18] 中的研究对象

相似, 因此, 本文利用高增益观测器思想分别设计了状态反

馈控制器和状态观测器, 并证明了设计得到的状态反馈控制

器可以保证闭环系统渐近稳定, 而状态观测器能够渐近收敛

于被控系统状态. 接下来, 基于上述结果, 本文提出了一种基

于观测器的输出反馈控制器, 并证明了该输出反馈控制器可

以保证闭环系统渐近稳定. 本文的主要结果可以看作是 LTI
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系统理论中能控能观标准型方法及非线性系统高增益观测器

方法在 LTV 系统中的延伸与应用.

1 问题描述与引理

考虑下述时变线性系统

{
ẋxx (t) = A (t)xxx (t) + B (t) u (t)

y (t) = C (t)xxx (t)
(1)

上式中, xxx (t) ∈ Rn 为 LTV系统的状态变量, u (t) , y (t) ∈ R

分别为系统输入和输出, A (t) , B (t) , C (t) 为相应维数的时

变系数矩阵.

在下面的研究中, 本文将对系统 (1) 作如下假设.

假设 1. 系数矩阵 A (t), B (t), C (t) 中的各元素及其一

阶导数是有界的.

假设 2. 矩阵Mc (t) 与Mo (t) 对于任意 t ≥ 0 都是满秩

的, 这里

Mc (t) =
[
B (t) , A (t) B (t) , · · · , An−1 (t) B (t)

]

Mo (t) =




C (t)

C (t) A (t)
...

C (t) An−1 (t)




(2)

假设 3. 存在三个正常数 σc, σo, σco, 使得对于任意 t ≥
0, 下述不等式成立:

∥∥∥Ṁ−1
c (t) Mc (t)

∥∥∥ ≤ σc (3a)
∥∥∥Ṁo (t) M−1

o (t)
∥∥∥ ≤ σo (3b)

∥∥M−1
c (t) M−1

o (t)
∥∥ ≤ σco (3c)

注 1. 当系统 (1) 为 LTI 系统时, 假设 1 和假设 3 自然

满足, 假设 2 降低为系统既完全可控又完全可观的充要条件.

本文的研究目标是设计基于状态观测器的输出反馈控制

器
{

˙̂xxx (t) = A (t)xxx (t) + B (t) u (t) + LLL (t) (y (t)− ŷ (t))

u (t) = FFF (t) x̂xx (t)

(4)

使得由式 (1) 与式 (4) 构成的闭环系统渐近稳定, 这里, LLL (t)

与 FFF (t) 分别为待设计的控制器与观测器反馈增益向量.

接下来, 本文证明下面的引理, 它将在下一部分的证明

中起到作用.

引理 1. 矩阵Mc (t) 和Mo (t) 分别满足下述等式:

M−1
c (t) A (t) Mc (t) = Ac + Λc (t)

M−1
c (t) B (t) = Bc =

[
1 0 · · · 0

]T

Mo (t) A (t) M−1
o (t) = Ao + Λo (t)

C (t) M−1
o (t) = Co =

[
1 0 · · · 0

]
(5)

这里, Ac = AT
o =

[
0 0

In−1 0

]
, Λo (t) =

[
0(n−1)×n

γγγo
1×n (t)

]
,

Λc (t) =
[

0n×(n−1) γγγc
n×1 (t)

]
.

证明. 注意到

A (t) Mc (t) = Mc (t) Ac +
[

0n×(n−1) An (t) B (t)
]

B (t) = Mc (t)
[

1 0 · · · 0
]T

(6)

及

Mo (t) A (t) = AoMo (t) +

[
0(n−1)×n

C (t) An (t)

]

C (t) =
[

1 0 · · · 0
]
Mo (t) (7)

由假设 2, 矩阵Mc (t) 和Mo (t) 都是可逆的, 那么式 (6)

两边左乘以M−1
c (t)、式 (7)两边右乘以M−1

o (t)即得式 (5),

且有

γγγc
n×1 (t) = M−1

c (t) An (t) B (t)

γγγo
1×n (t) = C (t) An (t) M−1

o (t) (8)

¤
注 2. 当系统 (1) 为 LTI 系统时, 式 (5) 退化为 LTI 系

统的能控标准型与能观标准型变换.

2 主要结果

本节分为三个部分, 分别研究状态反馈控制器、状态观

测器以及输出反馈控制器的设计.

2.1 状态反馈控制器设计

当 LTV 系统状态变量已知时, 可以通过状态反馈控制

实现系统镇定. 本文所设计的状态反馈控制器如下

u (t) = KKKc∆
−1
α M−1

c (t)xxx (t) (9)

这里, ∆α = diag
{
α−1, α−2, · · · , α−n

}
, α 为一待设计的参

数, KKKc 为满足条件

Re (λi (Ac + BcKKKc)) < 0, 1 ≤ i ≤ n (10)

的任一行向量.

注 3. 由引理 1 知, 矩阵 Ac 与 Bc 为 Brunowsky 标准

型, 因此满足条件 (10) 的行向量KKKc 总是存在的.

由 LTV 系统 (1) 与状态反馈控制器 (9) 构成的闭环系

统的稳定性性质可以由下述定理描述.

定理 1. 假设矩阵Mc (t) 满足假设 1∼ 3, 那么总是存在

常数 α0 ≥ 1, 对于任意 α > α0, 闭环系统是渐近稳定的.

证明. 定义时变的状态变量坐标变换 zzz (t) =

∆−1
α M−1

c (t)xxx (t), 那么在 zzz 坐标系下, LTV 系统 (1) 可以重

新表达为

żzz (t) = ∆−1
α M−1

c (t) A (t) Mc (t)∆αzzz (t) +

∆−1
α Ṁ−1

c (t) Mc (t)∆αzzz (t) +

∆−1
α M−1

c (t) B (t) u (t) (11)

将状态反馈控制器 (9) 代入式 (11), 由引理 1 进一步得到:
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żzz (t) = ∆−1
α M−1

c (t) A (t) Mc (t)∆αzzz (t)+

∆−1
α Ṁ−1

c (t) Mc (t)∆αzzz (t)+

∆−1
α M−1

c (t) B (t)KKKczzz (t) =

∆−1
α Ac∆αzzz (t) + ∆−1

α BcKKKczzz (t)+

∆−1
α Λc (t) ∆αzzz (t) + ∆−1

α Ṁ−1
c (t) Mc (t)∆αzzz (t)

(12)

进一步注意到 ∆−1
α Ac∆α = αAc, ∆−1

α BcKKKc = αBcKKKc, 因

此有:

żzz (t) = α (Ac + BcKKKc)zzz (t) + ∆−1
α Λc (t)∆αzzz (t)+

∆−1
α Ṁ−1

c (t) Mc (t)∆αzzz (t) (13)

由式 (10) 可以推出存在一个对称正定矩阵 P1, 使得下式成

立:

P1 (Ac + BcKKKc) + (Ac + BcKKKc)
T P1 = −In (14)

取李亚普诺夫函数 V1 (t) = zzzT (t) P1zzz (t), 那么由式 (13) 和

式 (14), 得到:

V̇1 (t) = 2zzzT (t) P1żzz (t) =

− αzzzT (t)zzz (t) + 2zzzT (t) P1∆
−1
α Λc (t)∆αzzz (t)+

2zzzT (t) P1∆
−1
α Ṁ−1

c (t) Mc (t)∆αzzz (t) (15)

由于

∆−1
α Λc (t)∆α =

[
0n×(n−1) γγγcf

n×1 (t)
]

(16)

这里, γγγcf
n×1 (t) = diag

{
1/αn−1, 1/αn−2, · · · , 1

} · γγγc
n×1 (t).

所以存在常数 ᾱ0 ≥ 1 及 ρc > 0, 使得当 α > ᾱ0 时,∥∥∆−1
α Λc (t)∆α

∥∥ ≤ ρc. 因此有:

V̇1 (t) ≤ − (α− 2λmax (P1) ρc − 2λmax (P1) σc)zzzT (t)zzz (t)

(17)

这里, λmax (P1) 表示矩阵 P1 的最大特征值. 选取 α0 =

max{ᾱ0, 2λmax (P1) (ρc + σ0)}, 那么对于任意 α > α0, 当 zzz

6= 000 时, V̇1 (t) < 0 成立. 所以 zzz (t) 是渐近稳定的. 由假设 2,

可以进一步推得 xxx (t) 也是渐近稳定的. ¤
2.2 状态观测器设计

当 LTV 系统状态未知时, 可以通过状态观测器对 LTV

系统状态进行重构. 本文所设计的状态观测器如下:

˙̂xxx (t) = A (t) x̂xx (t) + B (t) u (t)+

M−1
o (t)∆−1

β KKKo (y (t)− ŷ (t)) (18)

这里, ∆β = diag
{
β−1, β−2, · · · , β−n

}
, β 为一待设计的参

数, KKKo 为满足条件

Re (λi (Ao −KKKoCo)) < 0, 1 ≤ i ≤ n (19)

的任一列向量.

注 4. 由引理 1 知, 矩阵 Ao 与 Co 为 Brunowsky 标准

型, 因此满足条件 (19) 的列向量KKKo 总是存在的.

在状态观测器研究中, u (t) 可以被认为是已知的. 定义

eee (t) = xxx (t) − x̂xx (t), 那么有:

ėee (t) = A (t)eee (t)−M−1
o (t)∆−1

β KKKoC (t)eee (t) (20)

下面的定理将表明观测器动态误差 (20) 是渐近稳定的.

定理 2. 如果矩阵Mc (t) 满足假设 1∼ 3, 那么总是存在

常数 β0 ≥ 1, 对于任意 β > β0, 观测器误差渐近收敛于 0.

证明. 考虑到状态反馈与观测器设计的对偶性, 取时变

的变量变换 ēee (t) = ∆βMo (t)eee (t) 及李亚普诺夫函数 V2 (t)

= ēeeT (t) P2ēee (t), 这里 P2 满足

P2 (Ao −KKKoCo) + (Ao −KKKoCo)
T P2 = −In (21)

通过与定理 1 类似的推导, 可以得到:

V̇2 (t) ≤ − βēeeT (t) ēee (t) + 2λmax (P2) ρoēee
T (t) ēee (t)+

2λmax (P2) σoēee
T (t) ēee (t) (22)

上式中, ρo > 0 为一常数, 且满足当 β > β̄0 ≥ 1 时,∥∥∥∥∥

[
0(n−1)×n

γγγof
1×n (t)

]∥∥∥∥∥ ≤ ρo 成立, 这里, γγγof
1×n (t) = γγγo

1×n (t) ·

diag{β−(n−1), β−(n−2), · · · , 1}.
选取 β0 = max{β̄0, 2λmax (P2) (ρo + σ0)}, 那么对于任

意 β > β0, 当 ēee 6= 000 时, V̇2 (t) < 0 成立. 所以 ēee (t) 是渐近稳

定的. 由假设 2 可以推得 eee (t) 也是渐近稳定的. ¤
2.3 输出反馈控制器设计.

当系统状态未知时, 状态反馈控制器 (9) 无法实现. 在

以上结果的基础上, 将状态观测器 (18) 重构的状态 x̂xx (t) 替

换状态反馈控制器 (9) 中的系统状态 xxx (t), 得到如下基于状

态观测器的输出反馈控制器:





˙̂xxx (t) = A (t) x̂xx (t) + B (t) u (t)+

M−1
o (t)∆−1

β KKKo (y (t)− ŷ (t))

u (t) = KKKc∆
−1
α M−1

c (t) x̂xx (t)

(23)

那么, 该输出反馈控制器将与 LTV 被控系统 (1) 一起构成动

态反馈闭环控制系统, 下面的定理给出了该输出反馈控制器

的控制性能.

定理 3. 如果矩阵Mc (t) 与Mo (t) 满足假设 1∼ 3, 那

么对于任意 α > α0 与 β > β0, 由输出反馈控制器 (23) 与

LTV 被控对象 (1) 构成的闭环系统是渐近稳定的.

证明. 考虑到 x̂xx (t) = xxx (t) − eee (t), 那么在 xxx (t) 和 eee (t)

坐标系下闭环系统可表达为





ẋxx (t) = A (t)xxx (t) + B (t)KKKc∆
−1
α M−1

c (t) x̂xx (t)

ėee (t) = A (t)eee (t)−M−1
o (t)∆−1

β KKKoC (t)eee (t)
(24)

接下来, 引入时变的状态变量坐标变换





zzz (t) = ∆−1
α M−1

c (t)xxx (t)

ē̄ēe (t) = ∆βMo (t)eee (t)
(25)

在 zzz (t) 和 ēee (t) 坐标系下, 有:

x̂xx (t) = xxx (t)− eee (t) =

Mc (t)∆αzzz (t)−M−1
o ∆−1

β ēee (t) (26)

因此, 闭环系统 (24) 可以重新表达为



376 自 动 化 学 报 40卷





żzz (t) = ∆−1
α M−1

c (t) A (t) Mc (t)∆αzzz (t)+

∆−1
α M−1

c (t) B (t)KKKczzz (t) +

∆−1
α Ṁ−1

c (t) Mc (t)∆αzzz (t)−
αBcKKKc∆

−1
α M−1

c (t) M−1
o (t)∆−1

β ēee (t) (27a)

˙̄eee (t) = ∆βMo (t) A (t) M−1
o (t)∆−1

β ē̄ēe (t)−
KKKoC (t) M−1

o (t)∆−1
β ēee (t) +

∆βṀo (t) M−1
o (t)∆−1

β ēee (t) (27b)

由于式 (27b) 与定理 2 中的观测器动态误差表达式相

同, 因此由式 (22) 可以进一步推得:

V̇2 (t) ≤− (β − β0) ēeeT (t) ēee (t) ≤

− (β − β0) V2 (t)

λmax (P2)
(28)

所以, 当 t0 = 0 时, 有:

‖ēee (t)‖ ≤
√

V2 (0)

λmin (P2)
e−µ2t (29)

这里, µ2 = β−β0
2λmax(P2)

. 将 ēee (t) 视为式 (27a) 的输入, 那么由

线性时变控制系统解的表达形式可以推出式 (27a) 的解析解

为

zzz (t) = Φ (t, t0)zzz0 +
∫ t

t0

Φ(t, τ)αBcKKKc∆
−1
α M−1

c (τ) M−1
o (τ)∆−1

β ēee (τ) dτ

(30)

这里, Φ (t, t0) 为式 (27a) 的时变状态转移矩阵.

考虑到式 (27a) 中的自治部分等同于式 (12), 由定理 1,

经过与式 (28) 和 (29) 类似的推导, 当 t0 = 0 时, 可以得到:

‖Φ(t, 0)zzz0‖ ≤
√

V1 (0)

λmin (P1)
e−µ1t (31)

这里, µ1 = α−α0
2λmax(P1)

. 由假设 3 知, 存在常数 BM = ασco ×∥∥∥BcKKKc∆
−1
α ∆−1

β

∥∥∥, 使得:

∥∥αBcKKKc∆
−1
α M−1

c (τ) M−1
o (τ) ∆−1

β

∥∥ ≤ BM (32)

那么, 由式 (29)∼ (32), 得:

‖zzz (t)‖ ≤ q1e
−µ1t + BMq1q2e

−µ1t ·
∫ t

0

e(µ1−µ2)τdτ =

q1e
−µ1t +

BMq1q2

µ1 − µ2

(
e−µ2t − e−µ1t) ≤

q3e
−µ3t (33)

这里, q1 =
√

V1(0)
λmin(P1)

, q2 =
√

V2(0)
λmin(P2)

, q3 = q1 + q1q2BM
µ1−µ2

,

µ3 = min {µ1, µ2}.
由式 (33) 及式 (29), 可知 zzz (t) 及 ēee (t) 是指数收敛的.

那么由假设 2 及式 (25), 可以推出 xxx (t) → 0 及 eee (t) → 0. 因

此, 命题得证. ¤

注 5. 由定理 3 的证明过程可知, α0 与 β0 的选取不分

先后, 即 α 与 β 可以独立设计, 这表明在本文的方法中, 控

制器与状态观测器是可以分别独立设计的.

注 6. 对于输出反馈控制器, 由假设 3 知, 存在 η1 > 0,

η2 > 0, 使得 ‖Mc (t)‖ ≤ η1 及
∥∥M−1

o (t)
∥∥ ≤ η2 成立, 那么

有: 



‖xxx (t)‖ ≤ η1 ‖∆α‖ q3e
−µ3t

‖eee (t)‖ ≤ η2

∥∥∥∆−1
β

∥∥∥ q2e
−µ2t

(34)

注 7. 在 LTI 系统的输出反馈控制中, 一个经典的结果

是 “分离设计原则”, 即状态观测器与反馈控制器可以分别独

立设计. 然而, 本文下面所构造的反例表明 “分离设计原则”

对于 LTV 系统并不总是成立的.

考虑下述 LTV 系统:





ẋ1 = −x1 − e2tx2 + e2tu

ẋ2 = −x2 + e−tx1

y = x1

(35)

构造状态反馈控制器

u = x2 (36)

假设系统初始时刻为 t0 = 0, 那么可以求得此时系统的解析

解为
{

x1 (t) = x1 (0) e−t

x2 (t) = −x1 (0) e−2t − (x1 (0)− x2 (0)) e−t
(37)

因此, 系统状态是指数稳定的. 构造观测器

˙̂x2 = −x̂2 + e−ty (38)

解得观测器动态误差为

e2 (t) = x2 (t)− x̂2 (t) = (x2 (0)− x̂2 (0)) e−t (39)

因而观测器动态误差也是指数收敛的.

基于上述状态反馈控制器 (36) 与状态观测器 (38), 如果

利用 “分离设计原则”, 那么可以得到下述输出反馈控制器
{

˙̂x2 = −x̂2 + ety

u = x̂2

(40)

此时, 可以求得由式 (35) 与式 (40) 构成的闭环系统的解析

解为




x1 (t) =
x̂2 (0)− x2 (0)

2
et +

x2 (0)− x̂2 (0) + 2x1 (0)

2
e−t

x2 (t) =
x̂2 (0)− x2 (0)

2
−

x2 (0)− x̂2 (0) + 2x1 (0)

2
e−2t

(41)

由此可见, 这时闭环系统的状态 x1 是发散的. 因而, 在 LTV

系统输出反馈控制器的设计中, “分离设计原则” 并不总是成

立的. 所以, 在设计 LTV 系统输出反馈控制器时不能简单地

使用 “分离设计原则” 将状态反馈控制器与观测器叠加.
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注 8. 在 LTV 系统控制理论的研究中, 关于输出反馈的

相关结果极少. 而由注 7 知, 已有的 LTV 系统状态控制器和

观测器设计结果并不能完全简单地移植应用于输出控制器的

设计中. 在本文的研究中, 控制器与观测器可以相互独立设

计, 避免了无法使用 “分离设计原则” 带来的限制.

3 例子

考虑下述二阶线性时变系统





ẋxx (t)=


 −1+1.5 cos (2t) 1−1.5 cos (t) sin (t)

−1−1.5 cos (t) sin (t) −1+1.5 sin2 (t)


xxx (t)+

[
0

1

]
u (t)

y (t) =
[

1 0
]
xxx (t)

(42)

由 LTV 系统分析理论可知, 系统 (42) 对应的状态转移矩阵

为

Φ(t) =


 e

t
2 cos (t) e−t sin (t)

−e
t
2 sin (t) e−t cos (t)


 (43)

因此, 当 u (t) = 0 时, 该系统是不稳定的. 接下来, 将使用本

文所提方法设计基于观测器的输出反馈控制器, 使得闭环系

统渐近稳定.

由系统表达式, 可以求得:

M−1
c (t) =


 1.5 sin2 (t)− 1 0.75 sin (2t)− 1

−1 0




0.75 sin (2t)− 1
(44)

及

M−1
o (t) =


 1− 0.75 sin (2t) 0

1.5 cos (2t)− 1 1




1− 0.75 sin (2t)
(45)

取

KKKc =
[
−2 −1

]
, KKKo =

[
2

1

]
(46)

根据式 (23), 可以得到 LTV 系统 (42) 的输出反馈控制器





˙̂xxx (t)=

[
−1+1.5 cos (2t) 1−1.5 cos (t) sin (t)

−1−1.5 cos (t) sin (t) −1+1.5 sin2 (t)

]
x̂xx (t)+

[
0

1

]
u (t)+

[
2β (1− 0.75 sin (2t))

2β (1.5 cos (2t)− 1) + β2

]

1− 0.75 sin (2t)
(y (t)− ŷ (t))

u (t) =[
2α

(
1− 1.5 sin2 (t)

)
+ α2 2α (1− 0.75 sin (2t))

]
x̂xx (t)

0.75 sin (2t)− 1
(47)

选取 α = 2, β = 2, 初始值取为 x1 (0) = 5, x2 (0) = −5,

x̂1 (0) = 0, x̂2 (0) = 0. 由式 (42) 和 (47) 构成的闭环系统的

数值仿真结果如图 1∼ 4 所示. 图 1 和图 2 分别为观测器误

差 e1 (t) = x1 (t)− x̂1 (t) 及 e2 (t) = x2 (t)− x̂2 (t) 的动态曲

线, 图 3 和图 4 分别为闭环系统状态变量 x1 (t) 及 x2 (t) 的

动态曲线. 仿真结果表明, 观测器误差及闭环系统状态均渐

近收敛于 0.

图 1 状态观测器动态误差 e1 = x1 − x̂1 曲线

Fig. 1 The dynamic trajectory of the observer error

e1 = x1 − x̂1

图 2 状态观测器动态误差 e2 = x2 − x̂2 曲线

Fig. 2 The dynamic trajectory of the observer error

e2 = x2 − x̂2

图 3 被控系统状态变量 x1 动态曲线

Fig. 3 The dynamic trajectory of the state x1 of the plant
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图 4 被控系统状态变量 x2 动态曲线

Fig. 4 The dynamic trajectory of the state x2 of the plant

4 结论与进一步的工作

本文研究了一类 LTV 系统的输出反馈控制问题, 设计

了状态反馈控制器、状态观测器以及基于状态观测器的输出

反馈控制器. 本文进一步证明了状态观测器动态误差是渐近

稳定的, 而状态反馈控制器和输出反馈控制器可以保证闭环

系统状态的渐近稳定性.

本文的研究对象为单输入单输出 LTV 系统, 今后的工

作将关注如何将其推广到多输入多输出 LTV 系统中. 此外,

如何降低本文假设条件的限制也是今后研究的重点.
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